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Kapitel 1 ,
Einleitung

Der Einzug Integrierter Schaltkreise in alle Bereiche unseres Lebens stellt
immer héhere Anforderungen an den Entwurf dieser Schaltkreise. Toaster
mit Hitzesensoren, Vorbackautomatik und vollautomatischen Kriimmel-
schubladen ebenso wie immer leistungsfihigere Personal Computer erfor-
dern immer mehr und immer komplexere Schaltkreise. Deshalb gewinnen
Werkzeuge zum automatisierten Entwurf von Schaltkreisen immer mehr
an Bedeutung.

Von verschiedenen Ausgangspunkten aus werden Metlioden entwickelt,
Schaltkreise nach vorgegebenen Kriterien zu synthetisicren. Die Anfor-
derungen an einen Schaltkreis lassen sich durch Boolesche Funktionen
beschreiben. Viele Boolesche Funktionen lassen sich mit Hilfe von Ent-

scheidungsdiagrammen effizient reprisentieren und manipulieren.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz zum Entwurf von Schalt-
kreisen nutzt die Darstellung Boolescher Funktionen als Entscheidungs-
diagramme. Um eine hohe Fexiblitit zu erreichen, verwenden wir eine
moglichst allgemeine Menge der Entscheidungsdiagramine, die Menge der
Orderd Kronecker Functional Desicion Diagrams, OK ['DDs.

Die Umsetzung von OKFDDs in Schaltkreisbeschreil,nngen kann tiber
verschiedene Wege erfolgen. Diese werden durch die Anforderungen, die
spéter an die entworfenen Schaltkreise gestellt werden, bestimmt. So ist
es fiir ein OKFDD zum Beispiel moglich, jeden Knoten durch einen be-



2 1 EINLEITUNG

stimmten Teilschaltkreis zu ersetzen. Ein Nachteil dieser Methode liegt
in der so entstehenden Schaltkreistiefe, die proportional zur Anzahl der
Eingangsvariablen ist. Dadurch entstehen sehr lange Signallaufzeiten, so
daB die maximale Taktrate fiir diesen Schaltkreis gering sein wird.

Wir wollen nun einen variablen Ansatz zum automatischen Entwurf
von Schaltkreisen vorstellen und zeigen eine mégliche Implementierung in
C++. Dieser Ansatz fiilhrt zu einer geringeren Schaltkreistiefe und somit
kiirzeren Signallaufzeiten. Die meisten der auf diesem Wege erzeugten
Schaltkreise zeigen eine nur leicht erhthte Grofle gegeniiber den durch
die im voherigen Absatz genannte Methode erzeugten Schaltkreisen.

Schon wihrend der Ausarbeitung wurden Teile der vorliegenden- Ar-
beit in [Hengster95] verdffentlicht.



Kapitel 2

Boolesché Funktionen und

Entscheidungsdiagramme

2.1 Einleitung

Wir betrachten Entscheidungsdiagramme zur kompakten Reprisentati-
on Boolescher Funktionen. In diesem Kapitel stellen wir die Definitionen
verschiedener Entscheidungsdiagramme vor und zeigen deren Eigenschaf-
ten, auf die spitere Kapitel aufbauen. Entscheidungsdiagramme bilden

die Grundlage unseres Verfahrens zur Schaltkreissynthese.

2.2 Grundlegende Definitionen

Sei X, := {xo,Z1,...,Tn1} eine Menge Boolescher Variablen und sei fer-
ner

f(X,) : {0,1} — {0,1} eine Boolesche Funktion {iber .X,. Eine ge-
richtete Kante soll von ihrem Startpunkt zu ihrem Endpunkt gerichtet
sein. Start— und Endpunkt sind somit Knoten.

Definition 2.1 Ein Entschetdungsdiagramm (Decision D:ia-

gram DD) dber X, := {z9,21,...,T,_1} ist ein gerichteter, zusam-

3
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menhdngender, azyklischer Graph G = (V, E,W)' mit Knotenmenge V,
Kantenmenge E CV x V und Wurzelmenge W C {0} x V, der folgende
Bedingungen einhdlt: ; .

o Jeder Knoten v € V ist entweder ein terminaler Knoten oder ein

nicht terminaler Knoten.

‘

o Jeder terminale Knoten ist entweder mit 0 oder mit 1 markiert und
besitzt keine ausgehenden Kanten. Einen mit 0 markierten termina-
len Knoten bezeichnen wir als terminalen Null Knoten, kurz terma-
nale Null, ty. Einen mit 1 markierten terminalen Knoten bezeichnen

wir als terminalen Eins Knoten, kurz terminale Eins, t;.

e Jeder nicht terminale Knoten v € V ist mit einer Booleschen Va-
riablen x; € X, markiert und hat genau zwei ausgehende Kanten,

deren Endpunkte mit low(v), high(v) € V bezeichnet werden.

o Jeder Knoten ist Endpunkt von mindestens einer Wurzel oder von

mindestens einer Kante.

Die Wurzeln stellen in Definition 2.1 Kanten ohne Startpunkt dar. Die
Menge der terminalen Knoten bezeichnen wir als T', die Menge der nicht
terminalen Knoten als V. Es gilt V' = NUT. low(v) und high(v) bezeich-
nen wir als S6hne des Knotens v. Insbesondere sei low(v) der low-Sohn
und high(v) der high-Sohn von v. Die Markierung eines IXnotens v be-
zeichnen wir als Label lab(v) des Knotens. Die Markierung z; eines nicht

terminalen Knotens wird als seine Entscheidungsvariable bezeichnet.

Definition 2.2 Sei G := (V, E, W) ein DD. Dann ist ein Pfad p in G
eine geordnete Menge von Kanten p = {e1,...,ex}, €; € E, fir die fir
alle t € {1,...,k — 1} gilt: Der Endpunkt der Kante e; st gleich dem
Startpunkt der Kante e; . Der Startpunkt der Kante e, heist Startpunkt
des Pfades p. der Endpunkt der Kante ey, heist Endpunkt des Pfades p.

In der Literatur wird ein DD hiufig als gerichteter, zusammenhangender, azy-
klischer Graph G = (V, E) definiert. Die Wurzeln sind dann ausgesuchte Knoten
w € V. Insbesondere sind dann alle Knoten, die nicht Endpunkt einer Kante aus E
sind, Wurzeln. Fiir uns ist die Definition der Wurzeln als Kante ohne Startpunkt aber
wichtig.
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Um DD’s als Datenstruktur zur automatischen Logiksynthese benut-

zen zu konnen sind weitere Definitionen und Einschrankungen noétig.
Definition 2.3 Se: G ein DD ﬂbe}" X, = {zo,...,2a-1}. Dann gilt:

e Die Grofle von G, bezeichnet mit |G|, wird bestimmt durch die An-
zahl der Knoten in V.

o G ist fret, genau dann wenn jede Variable auf jedem Pfad von der

Wurzel zu einem terminalen Knoten mazimal einmal vorkommdt.

e G ist komplett, genau dann wenn jede Variable auf jedem Pfad

von der Wurzel zu einem Terminalknoten genau einmal vorkommt.

e G ist geordnet (ordered), genau dann wenn es frei ist und auf
jedem Pfad von einer Wurzel zu einem terminalen Knoten die Va-

riablenreihenfolge gleich ist.

Definition 2.4 Sei G ein geordnetes DD iiber X, = {zq,...,Zn-1}.
Dann gult:

e Die Variablenordnung in G ist definiert durch eine Permutati-
onm: {1,...,n} — {1,...,n}.

e Alle Knoten mit der Entscheidungsvariablen x; bilden zusammen
den Level lev(z;) = 7(i). Die Terminalknoten bilden den Termi-
nallevel T := n. Oberhalb des obersten Levels mit Knoten betrachten
wir einen Level —1 ohne Knoten. Dieser Level stellt den Startlevel

der Wurzeln dar.

Wir benutzen den Buchstaben O um DD’s als geordnet zu kennzeichnen.
Der Variablenordnung kénnen wir entnehmen, in welcher Reihenfolge die

Entscheidungsvariablen der Knoten entlang eines Pfades in G auftreten.

Definition 2.5 Sei G = (V, E, W) ein geordnetes OKFDD. Eine Kan-
te e € E heifit leveliibergreifend genau dann, wenn thr Startpunkt v,
und thr Endpunkt v. nicht in aufeinanderfolgenden Leveln liegen (lev(v,)+
1 # lev(ve)). Eine Wurzel w € W heifit leveliibergreifend genau
dann, wenn ihr Endpunkt v,, nicht im obersten Level liegt (lev(vy,) # 1).
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6L

omplett
geordnet

nicht frei

Abbildung 2.1: Entscheidungsdiagramme unterschiedlicher Eigenschaften

Um Boolesche Funktionen durch Entscheidungsdiagramme darzustel-
len, werden sie zunéchst nach einer Variablen in zwei Teilfunktionen zer-

legt. Diese Teilfunktionen werden dann rekursiv weiter zerlegt.

Definition 2.6 Sei f(X,) : {0,1}* — {0,1} eine Boolesche Funktion
iber der Variablenmenge X,.

e Dann bezeichnet f? den Cofaktor der Funktion f mit ¢; = o,
definiert durch f2(X,) = f(z1,...,2i21,0,Tiz1, - - -, Tn)-

e Entsprechend bezeichnet f! den Cofaktor von f fir ; = 1, defi-

niert durch fH(X,) = f(z1,..., o1, 1, Tiv1, .o, Tn)-

o Schlieflich ist f? definiert als f2(X,) := f2 ® f}, wobei & fiir die
exklusiv-Oder Operation steht.

Mit Hilfe dieser Faktoren definieren wir nun die drei Zerlegungsty-
pen Shannon, positiv und negativ Davio. In [Drechsler95] wird gezeigt,
daB diese drei Zerlegungstypen ausreichen, um eine allgemeinste Form
der Entscheidungsdiagramme zu erreichen. Das heift, durch Hinzunahme

weiterer Zerlegungstypen konnen keine méchtigeren DDs erzeugt werden.
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Definition 2.7 Zerlegungstypen (Decomposition Types, DT):

f = Tfl+af} Shannon (Shan) . (2.1)
f = foxf positiv Davio (pDav) . (2.2)
f = flozf negativ Davio (nDav) (2.3)

Sei G ein DD iiber X, := {z1,...,2,}. Die den Variablen aus X, zuge-
ordneten Zerlegungstypen werden in einer Zerlegungstypenliste (Decom-
position Typ List, DTL) d = (dy, ...,d,) verwaltet. Der Zerlegungstyp
der Variablen z; ist d;.

Bemerkung 2.1 Fir die Zerlequng nach Shannon kann anstelle der
Oder Operation auch die exklusiv—Oder Operation verwendet werden, da

sich die beiden Summanden gegenseitig ausschliefen.
fo= mflexf

Zur Verdeutlichung verschiedener Eigenschaften zeigen wir einige Ab-
bildungen von DDs. In diesen fiihrt fiir jeden Knoten v € V die rechte
ausgehende Kante zu high(v) und die linke zu low(v). Die im folgenden

Bild erwihnte Komplementmarke fiihren wir auf Seite 10 ein.

Knotenbezeichnung / Variable |
Terminaler Knoten L]

Nicht terminaler Knoten O
Komplementmarke

Levelnummer
Zerlegungstyp

Mit Hilfe der eingefiihrten Zerlegungstypen kénnen wir nun verschiedene

Entscheidungsdiagramm Typen definieren.

Definition 2.8 Se: X, := {x1,...,2,} eine Menge Boolescher Varia-
blen. Dann seien BDDs. FDDs, pFDDs, nFDDs und KFDDs wte folgt
definiert:
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Ein Binary DD (BDD) iiber X, st ein Entscheidungsdiagramm,
das ausschlieflich den Zerlegungstypen Shan enthdlt.

Ein PositiveFunetional DD (pFDD) diber X, ist ein Entschez’-
dungsdiagramm, das ausschlieflich den Zerlequngstypen pDav enthdlt.

Ein NegativeFurnctional DD (nFDD) iber X, ist ein Ent-

scheidungsdiagramit, das ausschlieflich den Zerlegungstypen nDav

enthdlt.

Ein Functional D (FDD) iber X, ist ein Entscheidungsdia-
gramm mit fester TL d, in dem jeder Variablen z; € X, ein ein-

‘deutig bestimmter Zerlegungstyp di € {pDav,nDav}, Vd; € d zuge-

ordnet 1st.

Ein Kronecker Functional DD (KFDD) diber X, ist ein Ent-
scheidungsdiagrama mat fester DTL d, in dem jeder Variablen x; €

X,, ein eindeutig bestimmter Zerlegungstyp d; € {Shan, pDav,
nDav}, Vd; € d zugrordnet ist.

Menge der KFDDs enthalt somit die Menge der BDDs, pFDDs,

nFDDs und FDDs. Ist (as zugrundeliegende DD geordnet, so ist auch

das BDD, das pFDD, das nFDD, das FDD beziehungsweise das KFDD

geordnet.

Einem OKFDD G mit DTL d = (di, ..., d,) ist die Boolesche Funk-

tion f& : B — B folgerrdermafien induktiv zugeordnet:

Fiir terminale Knoten v = T' gilt:

flw) = 0 =t feonoto v =ty (2.4)
flo) = 1 = feomwt v=t (2.5)

und fiir nicht—terminale K-noten v € N mit lab(v) = x; und DT (z;) = d;

gilt:

—~~
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N

i

fw) = Tf(low(v, )+ x;f(high(v)) d; = Shan
fv) = fllow(v, ) ®wif(high(v))  di=pDav (2.
f(v) fllow(v, 1D 7if(high(v)) d; = nDav (
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Abbildung 2.2: Reduktionen auf einem OKFDD

Sei der Knoten w; € V der Endpunkt der Wurzel : € W in OKFDD
G = (V, E,W) mit DTL d. Dann ist die Funktion f& = f(w;) die Funk-
tion, die diese Wurzel reprasentiert und Fg = {f(w),. ... f(w,,,)} das
Funktionenbiindel iiber alle Wurzeln. Die Funktionen eines OBDDs G’
bezeichnen wir durch f&PP.

Notation: Zur Vereinfachung bezeichnet der Term f& (f&PP) im folgen-

den die Funktion f& (f&°P) der Wurzel i des OKFDDs (OBDDs) G fiir
alle Wurzeln ¢ € {1,...,|W]|}.

Auf einem DD koénnen verschiedene Reduktionen definiert werden:

Typ I: Entferne einen Knoten v, dessen S6éhne identisch sind mit den
Séhnen eines Knotens v und hénge alle Kanten, die auf v’ zeigen,

auf v um.

Typ S: Entferne einen Knoten v, dessen auslaufende Kanten zum glei-
chen Knoten v’ fithren und verbinde seine einlaufenden Kanten mit

dem entsprechenden Sohn v'.

Typ D: Entferne alle Knoten v deren high-Sohn zur terminalen 0 fithren

und verbinde seine einlaufenden Kanten mit dem [ow-Sohn.

Die durch die Wurzeln eines OKFDDs dargestellten Funktionen &ndern
sich nicht, wenn Reduktionen von Typ S nur fiir Shannon Knoten und
Reduktionen vom Typ D nur fiir Davio Knoten durchgefiihrt werden
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und wenn Reduktionen vom Typ I fiir beliebige nicht terminale Knoten

durchgefiihrt werden. Diese Behauptung wird in [Hett95] bewiesen.

Die Abhingigkeit von einer Wurzel zum terminalen Knoten t (siehe
Definition 2.11 auf Seite 11) dndert sich dagegen bei Reduktionen vom
Typ D. Dies diskutieren wir genauer in Abschnitt 3.3, Seite 27.

Definition 2.9 Ein OKFDD ist reduziert, genau dann wenn keine

Reduktionen mehr auf dieses OKFDD angewendet werden kénnen.

Definition 2.10 Zwei OKFDDs G, und G5 mit der gleichen DTL d sind
equivalent, genau dann wenn G, in Gy durch mehrfache Anwendung

von Reduktionen und inversen Reduktionen tberfihrt werden kann.

Ein OKFDD G, wird als Reduktion eines OKFDDs G, bezeichnet,

genau dann wenn G1 und Gy equivalent sind und G reduziert ist.

In [Drechsler95] wird gezeigt, daf die Reduktion eines OKFDDs G in
Zeit O(|G|) berechnet werden kann. Ebenso a8t sich aus einem reduzier-
ten OKFDD das dazu dquivalente komplette OKFDD in linearer Zeit
berechnen. Auf Details geht [Drechsler95] naher ein. Wir betrachten in-

verse Reduktionen in Abschnitt 4.5, Seite 53. Basis dieser Arbeit stellen
reduzierte OKFDDs dar.

Abbildung 2.2 verdeutlicht die Reduktionstypen. In Abbildung 2.4
zeigen wir ein Beispiel fiir ein reduziertes OKFDD und darauf ausgefiihrte
mogliche inverse Reduktionen.

Bemerkung 2.2 In [Drechsler95] wurde gezeigt, daf ein freies reduzier-
tes DD G kanonisch beziiglich einer DTL d und einer Variablenordnung

7 18t.

Vorteile im Zusammenhang mit OKFDDs ergeben sich dadurch, daf
sie auch kompakte Darstellungen von Funktionen ermdglichen, flir die

eine Darstellung als OBDD bzw. als OFDD exponentiell grof} wére.

Weiterhin kénnen OKFDDs in ihrer Grofle noch reduziert werden, in-
dem man komplementierte Kanten benutzt. Bedingung fiir die Kanoni-
zitit von OBDDs mit komplementierten Kanten finden sich in [Brace90].
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Analog konnen komplementierte Kanten auch im Falle von Davio Knoten
benutzt werden [Becker93]. Sei G ein OKFDD und v und w Knoten in G.
Représentieren v und w zueinander inverse Funktionen, d.h. flv) = flw),
so konnen alle Kanten, die in w enden, auf v umgehéngt werden, falls
dann zu jeder dieser Kanten vermerkt wird, dafl sie an ihren Startpunkt
nicht die durch den Knoten v reprisentierte Funktion f(v), sondern die

dazu inverse Funktion f(v) weiterreicht.

2.3 Abhingigkeiten und quasireduzierte
OKFDDs

Fiir unsere Methode der Logiksynthese sind noch zusétzliche Definitionen
und Eigenschaften einzufiihren. Zunéchst definieren wir die Booleschen
Bedingungen fiir die Abhéangigkeit eines Knotens u von einem Knoten
v in einem nachfolgenden Level in dem OKFDD. Im Anschlufl daran
erweitern wir die Abhéngigkeit auf ganze Pfade.

Definition 2.11 Die Abhingigkeit eines Knotens u von einem Kno-

ten v, formal als f,_,, : B® — B notiert, set definiert durch:

® U =TV’
fu—)u =1

Fin Knoten ist per Definition von sich selbst immer abhdngig.

o v ist Sohn von u:
fu_so ergibt sich aus Tabelle 2.1.

Die rechte Sp.alte der Tabelle folgt aus Anwendung des folgenden
Punktes auf die beiden linken Spalten. Der Grund: ist v sowohl high-

als auch low— Sohn von u. so entspricht dies zwes einzelnen Pfaden.

e 1 mindestens einen Pfad von u nach v:

fu—w = @ H fw;—+-wj
alle Pfade von u nach v alle Teilpfade w;,w;

Die Pfade werden durch And realisiert und durch Xor miteinander
verknipft.
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f'll»‘—)’l)
v=high(u) || v=Ilow(v)=high(v)
di = Shan T; Z; 1
d; = pDav 1 T; : T;
di = nDav 1 T; Z;

Tabelle 2.1: direkte Abhédngigkeiten, lab(u) = z;

® sonst:

fu—)v =0
Gibt es keinen Pfad von u nach v, so st v von v unabhdngig.

Satz 2.1 Die Abhdngigkeit von u nach v ist gleich der Booleschen Funk-
tion, die u reprdsentiert, wenn v als terminale Eins und die tibrigen ter-

minalen Knoten als terminale Null interpretiert werden.

Beweis: Durch Induktion {iber die Anzahl der Variablen des OKFDDs.

n=0n=1

Ergibt sich direkt aus den Punkten 1 und 2 in Definition 2.11.

n—=n+1

Die Funktionen fiir die Abhéngigkeit fiow(u)—»v Und frigh(u)—v sind
nach Voraussetzung gleich der Funktionalitit der Knoten low(u)
und high(u), wenn v als terminaler Eins Knoten und alle anderen
terminalen Knoten als terminale Null Knoten betrachtet werden.
Die entsprechende Funktion fiir den Knoten u, zerlegt nach der Va-

riablen z;, ist dann:

T fioww)—v © Ti * frightwyso  JUT diabu) = Shan
f('U,) = flow(u)—)v D ;- fhigh(u)—)v fUT dlab(u) = pDG/U
flow(u)—ru DT fhigh(u)—ru fU,T dlab(u) =nDav

O
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Korrollar 2.1 Aus Satz 2.1 folgt insbesondere fiir [ noten v in OKFDD
G mit terminalem Eins Knoten t:

f’v—)h = f(U)

Das heifit , die Abhdngigkeit eines Knotens zur termainalen Eins ist gleich

der Booleschen Funktion, die dieser Knoten repraserntiert.

Die Bedeutung von f,;, = f(v) fir G mit terminadem Null Knoten o

klaren wir in Abschnitt 3.2.

Die Definition der Abhéngigkeiten ist zu komplementierten Kanten
nicht vertriglich. Die Abhingigkeitsbeziehung zwisciien zwei Knoten ist
lokal auf die Level dieser beiden Knoten beschrinkt. Eine Komplement-
marke einer Kante invertiert aber die gesammte F unktion des Sohnes
und beeinfluf}t somit die Abhéngigkeiten aller nachfolgenden Level. Die
Lokalitat der Abhédngigkeiten ist aber Vorraussetzurig fiir unser Verfah-
ren. Nur so konnen wir die Abhingigkeitsmatrizen verschiedener Level

parallel als Schaltkreis erzeugen (siehe Kapitel 4).

Definition 2.12 Sei G ein OKFDD, i und j zwer Level in G. Ser m;
und m; die Anzahl der Knoten in diesen Leveln. [ie Knoten in Level
n € {i,7} seien {v3,...,vP»"1}. Dann ist die Abhzsngigkeitsmatriz
R;; eine m; x m; Matriz mit den Elementen rff;, = Juksol mit k €
{0,...,m; =1}, 1 €{0,...,m; — 1}, d.h. die Matriz<lemente stellen die

Abhingigkeiten von den Knoten in Level i zu den Kn«ten in Level j dar.

Zwei Abhingigkeitsmatrizen lassen sich durch eine’ Boolesche Matrix
Multiplikation BMM : B x B¥* — Btk zy einer nheuen Matrix ver-
kniipfen. Dies definieren wir im Anschlufl. Wir unte-rscheiden zwischen
einer Exor — basierten BMM und einer Or — basierten BMM. Erstere
verkniipft die einzelnen Produktterme mit der exklusiven Oder Operati-

on, letztere mit der einfachen Oder Operation.

Da in einem nicht kompletten OKFDD G manche Kanten einen oder
mehrere Level iiberspringen, filhren wir eine erwest~7te Boolesche Ma-
triz Multiplikation eBMM : B x Bi* — Bt ein . Diese bezieht die
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) Ty Shan

Ry, x R, = Ry,

(@) x ({), 1) = (@ T T), wo21)

r; Shan

Abbildung 2.3: Erweiterte BMM fiir einen Graphen G. Die Abhdngigkeit
der hervorgehobenen Kante flieit nicht in die Matrizen Ry, und Ri-
ein. Sie wird erst an der durch den Start — und Zielknoten ihrer Kante
bestimmten Stelle (0,0) in der Matrix Ry» durch die Oder bzw. exklusiv
Oder Operation mit den entsprechenden Produktermen verkniipft.

Abhéngigkeiten von iiberspringenden Kanten in die Produktmatrix mit
ein (Abbildung 2.3). Auch die erweiterte BMM ist je nach Anwendung
Exor — oder Or — basiert. Die Abhangigkeitshedingungen der iibersprin-
genden Kanten werden mit den {ibrigen Produkttermen ebenfalls durch
die Oder bzw. exklusive Oder Operation verkniipft.

Definition 2.13 Se: G ein OKFDD mit Level © < j < k. Sev m;, m;, my,
die Anzahl der Knoten in diesen Leveln und R;; € B™™ mat Elemen-
ten r;j‘s, 0<z<my, 0<s<m; und Rj,, € B™ ™ mut Elementen
0 <z < my, 0 < s < my Abhdngigkeitsmatrizen. Dann ser die

z,87

Boolesche Matrix Multiplikation definiert durch

ik iy ik
BMM - L= T, 0<z<m, 0<s<my
’ e=0 !

und die erweiterte BMM sei definiert durch



