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Vorwort

Die Ausgangssituation

Induktive Bauelemente spielen eine Schliisselrolle bei der Entwicklung von Netzgeréten,
Wechselrichtern und anderen leistungselektronischen Systemen. Die gegenseitige Abhin-
gigkeit von ausgewdhlter Schaltung (Topologie und Betriebsart) und induktiver Kompo-
nente ermoglicht eine Optimierung des Gesamtsystems nur unter gleichzeitiger Einbezie-
hung der Spulen und Transformatoren.

Im Gegensatz zu den Halbleiterbauelementen oder auch den Kondensatoren sind die
Spulen und Transformatoren aber nur in Sonderfillen, wie z. B. bei Filterspulen, kiuf-
lich verfiigbar. In der Regel werden diese Bauelemente von den Schaltungsentwicklern
passend fiir die jeweilige Applikation optimiert. Zur Erfiillung der unterschiedlichsten
Anforderungen an die zu realisierende Komponente stehen dem Entwickler eine Viel-
zahl von Kernen, unterschieden nach Bauformen und Materialien, sowie verschiedene
Querschnittsformen der Leiter, wie z. B. Runddrihte, Litzen oder Folien zur Verfiigung.
Unabhiéngig von dieser Auswahl besteht das Hauptproblem in der Festlegung des spe-
ziellen Wicklungsaufbaus. Unterschiedliche Kombinationen von Windungszahl und Luft-
spaltgroBe und insbesondere die Positionierung der Windungen im Wickelfenster eréffnen
vielfdltige Moglichkeiten.

Der Wunsch nach kleiner werdenden Schaltungen fiihrt hiufig auf die Forderung nach
hoheren Schaltfrequenzen. Damit spielen die parasitiren Effekte in den induktiven Kom-
ponenten eine immer bedeutendere Rolle, sowohl im Hinblick auf die Verluste als auch auf
das EMV-Verhalten. In einigen Schaltungen kommt es auf minimale Streuinduktivitéiten
oder minimale Wicklungskapazitiiten an, in anderen Schaltungen werden diese parasiti-
ren Eigenschaften in die Betriebsweise integriert, indem z. B. die Wicklungskapazitit als
Teil eines Resonanzkreises verwendet wird.

Ein gutes Verstindnis fiir die Ursachen und die Beeinflussungsmoglichkeiten dieser
parasitiren Eigenschaften ist erforderlich, vor allem vor dem Hintergrund, dass sich diese
Eigenschaften gegenseitig beeinflussen. Eine bessere induktive Kopplung zwischen den
Transformatorwicklungen erhoht in der Regel die parasitiren Kapazititen sowie die Pro-
ximityverluste in den Wicklungen. Die zusitzlichen Randbedingungen bei der Auslegung
der induktiven Komponenten, wie z. B. die zu itibertragende Leistung, das maximale Volu-
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men des Bauelements, die maximal zuldssigen Verluste, der maximale Temperaturanstieg
unter ungiinstigsten Betriebsbedingungen oder auch das EMV-Verhalten erschweren die
Situation zusétzlich.

Die Zielsetzung

Die primidre Zielsetzung dieses Buches besteht darin, ein tieferes Verstindnis fiir die
induktiven Bauteile und insbesondere deren parasitire Eigenschaften zu entwickeln. Vor-
aussetzung dafiir ist die Kenntnis der elektrischen und magnetischen Felder innerhalb der
dreidimensionalen Anordnungen. Diese Feldverteilungen sind der Ausgangspunkt fiir die
weitere Analyse, wie z. B. die Herleitung der parasitdren Eigenschaften.

Die Berechnung der Felder erfordert in der Regel einen hohen mathematischen Auf-
wand. Das gilt nicht nur fiir die induktiven und kapazitiven Kopplungen innerhalb der
Wickelanordnungen, sondern insbesondere auch fiir die Berechnung der unterschiedlichen
Verluste in Kern und Wicklung. Die Beriicksichtigung nichtlinearer Materialeigenschaften
erschwert die Analyse zusitzlich.

Simulationen mit Finite-Elemente Programmen benétigen sehr viel Speicherplatz und
auch Rechenzeit. Das hiingt vor allem damit zusammen, dass viele Windungen mit diinnen
Drihten oder Litzen und mit eventuell kleiner Eindringtiefe aufgrund der hohen Frequen-
zen in einem verglichen dazu groflen Wickelfenster untergebracht werden. Die dadurch
notwendige Diskretisierung hat bei der Optimierung aller moglichen freien Parameter
einen nicht vertretbaren zeitlichen Aufwand zur Folge. Zum Durchlaufen der vielen Opti-
mierungsschleifen bieten auf analytischen Formeln basierende Programme deutliche Vor-
teile. Die Finite-Elemente Programme spielen ihre Vorteile dann aus, wenn Effekte an
komplizierten Strukturen untersucht werden sollen, die einer analytischen Rechnung nicht
mehr zugénglich sind.

Die Vorgehensweise

In den folgenden Kapiteln werden wir die einzelnen parasitiren Eigenschaften getrennt
untersuchen. Dazu werden ausgehend von dem geometrischen Aufbau nach Moglichkeit
analytische Beziehungen aufgestellt. Bei manchen Problemstellungen wird der mathema-
tische Aufwand derart komplex und umfangreich, dass auf eine ausfiihrliche Herleitung
der Gleichungen verzichtet wird. In diesen Fillen wird auf Simulationen mit handelstibli-
chen Softwaretools oder auch auf Messungen zuriickgegriffen.

Viele Zusammenhinge werden an konkreten Zahlenbeispielen mit ausgewéhlten Ker-
nen und Wickelanordnungen veranschaulicht. Die sich daraus ergebenden quantitativen
Ergebnisse sind dann nicht unmittelbar auf andere Applikationen iibertragbar, sie zeigen
aber die funktionalen Abhingigkeiten auf und helfen das Verstindnis der zugrunde lie-
genden Ursachen zu verbessern und diejenigen Parameter zu identifizieren, durch deren
Anderung eine Optimierung der Komponenten im Hinblick auf bestimmte Kriterien er-
moglicht wird.

Auf der anderen Seite bietet die von jedem PC zur Verfiigung gestellte Rechenleistung
die Moglichkeit, auch komplizierte mathematische Zusammenhinge zu programmieren
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und in vernachlédssigbarer Zeit auszuwerten. Damit erdffnet sich die Moglichkeit, mit-
hilfe der angegebenen Gleichungen verschiedenste Parameterstudien zu betreiben und
tibergeordnete Optimierungsschleifen, z. B. die Wahl der Schaltungstopologie oder die
Betriebsweise der Schaltung betreffend, in die Analyse mit einzubeziehen. Erst mit die-
sen Ergebnissen konnen die Werte der Induktivititen, der Ubersetzungsverhiltnisse, der
Schaltfrequenz und der Stromformen geeignet festgelegt werden.

Der Inhalt

Im ersten Kapitel werden die mathematischen Gleichungen bereitgestellt, die ausgehend
von den physikalischen GesetzmifBigkeiten eine weitestgehend analytische Berechnung
der grundlegenden Zusammenhinge ermoglichen. Es ist als Repetitorium konzipiert und
sollte wie ein Nachschlagewerk verwendet werden, auf das beim Lesen der folgenden
Kapitel bei Bedarf zuriickgegriffen werden kann.

Das Buch ist so eingeteilt, dass wir uns zunédchst nur mit den Wicklungen beschifti-
gen, anschliefend nur mit den Kernen und schlielich mit den aus Kern und Wicklung
bestehenden Komponenten. In den Kap. 2 bis 4 werden nur Anordnungen ohne hochper-
meables Kernmaterial behandelt. Dieser Einstieg mit Luftspulen bietet den Vorteil, dass
wir die verschiedenen Eigenschaften der Wicklungen ohne die spiter infolge der Ker-
ne hinzukommenden Probleme wie Kernverluste, Sittigungserscheinungen oder auch die
Abhingigkeit der Induktivitit vom Strom, von der Temperatur oder der Frequenz untersu-
chen konnen.

Kap. 2 behandelt die Selbst- und Gegeninduktivitdten bei Draht- und Folienwicklun-
gen, in Kap. 3 werden die Wicklungskapazititen berechnet und Kap. 4 umfasst die Be-
rechnungen der verschiedenen Verlustmechanismen in den Wicklungen, wobei nicht nur
Runddraht und Folienwicklungen betrachtet werden, sondern auch die Verlustberechnun-
gen in Hochfrequenzlitzen ausfiihrlich behandelt werden.

Nachdem in Kap. 5 die Beschreibung der Kerne und die Erfassung der Materialeigen-
schaften, insbesondere von Ferritmaterialien, vorgestellt wurden, werden in Kap. 6 der
Einfluss der Kerne auf die Induktivititen und in Kap. 7 der Einfluss der Kerne auf die
Kapazititen untersucht. Die Verlustmechanismen werden in zwei getrennten Kapiteln be-
handelt, einerseits die Verluste in den Kernen in Kap. 8 und andererseits der Einfluss der
Kerne auf die Wicklungsverluste infolge der gednderten Feldverteilung im Bereich der
Wicklung in Kap. 9.

In Kap. 10 wird der Ubergang von einer einzelnen Wicklung zu mehreren Wicklun-
gen, d.h. zu Transformatoren vollzogen. Hier spielen die Themen Streuinduktivititen
und einfache Ersatzschaltbilder eine zentrale Rolle. Das Kap. 11 ist dem Thema Mo-
dellierung gewidmet mit den Schwerpunkten kapazitives und thermisches Ersatznetzwerk
fiir Transformatoren. In Kap. 12 werden einige EMV-Aspekte der induktiven Kompo-
nenten behandelt. Konkret betrachten wir den Einfluss des Transformatoraufbaus auf die
Funkstorspannungen, die Verwendung von Spulen als Filterbauelemente und die von den
induktiven Komponenten erzeugten Magnetfelder.
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Das Kap. 13 beschreibt mogliche Strategien bei der Dimensionierung induktiver Kom-
ponenten und in den Anhang in Kap. 14 sind einige Zusammenhinge ausgelagert, die fiir
das Verstidndnis innerhalb der vorausgegangenen Abschnitte nicht unbedingt erforderlich
sind, jedoch denjenigen Lesern als hilfreiche Unterstiitzungen dienen konnen, die sich
intensiver mit der Thematik beschiftigen wollen.
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Grundlegende Zusammenhange

Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden die physikalischen GesetzmiBigkeiten und die daraus re-
sultierenden mathematischen Zusammenhinge im Uberblick dargestellt, zumindest
soweit sie fiir die spidtere Analyse der induktiven Komponenten erforderlich sind.
Die Abschn. 1.1 bis 1.4 behandeln ausschlieBlich zeitunabhingige Vorginge, die
Gleichungen fiir die zeitabhéngigen Vorginge sind in den Abschn. 1.5 bis 1.10 zu-
sammengestellt. Zum leichteren Verstindnis dieser formelméBigen Zusammenhinge
sind die verwendeten Beziehungen aus der Vektoranalysis sowie die ausfiihrlichen Re-
chenvorschriften fiir die Operatoren grad, div, rot und A sowohl fiir das kartesische als
auch fiir das zylindrische Koordinatensystem im Anhang 14.2 angegeben. Zusitzliche
Informationen konnen den Literaturstellen [1] bis [7] entnommen werden.

Leser, die mehr an den Ergebnissen und Auswertungen interessiert sind, konnen dieses
Kapitel iiberspringen und gegebenenfalls bei Bedarf an entsprechender Stelle nach-
schlagen.

1.1 Das Durchflutungsgesetz

Ausgangspunkt ist die in Abb. 1.1 dargestellte Anordnung, die einen Ausschnitt einer vom
Gleichstrom I durchflossenen Leiterschleife zeigt. Bekanntermaflen erzeugt die Strom-
schleife im gesamten Raum ein ortsabhéngiges Magnetfeld. Durch Messung hat Oersted
den folgenden Zusammenhang gefunden

¢ﬁ-d§=1. (1.1)
C
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Abb.1.1 Zum Oerstedschen
Gesetz

Dieser Erfahrungssatz besagt, dass das Wegintegral der magnetischen Feldstirke H langs
eines beliebigen geschlossenen Weges der Kontur C mit dem gerichteten Wegelement ds
dem Gesamtstrom / entspricht, der die von der Kontur C umschlossene Fliche A durch-
setzt. Die Richtung des Stroms zeigt dabei entsprechend Abb. 1.1 in Richtung der von
dem Umlaufintegral gebildeten Rechtsschraube.

In der Aussage (1.1) ist keine Einschrinkung hinsichtlich der rdaumlichen Verteilung
des Stroms enthalten. Flie3t der Strom mit einer ortsabhingigen Dichte durch einen end-
lichen Leiterquerschnitt, dann muss der mit dem Umlaufintegral verkettete Strom durch
Integration der Stromdichte J iiber die Querschnittsflache berechnet werden

1://3«1&. (1.2)
A

Die Aussage (1.1) enthélt auch keine Einschriankung hinsichtlich der Form, mit der die
Fliache iiber die geschlossene Kurve C gespannt wird. Betrachten wir also eine beliebige
Flache A mit dem gerichteten Flichenelement dA, dann kann das Umlaufintegral (1.1)
nach dem Stokesschen Satz (14.10) in ein Fldchenintegral iiber die Wirbel der magneti-
schen Feldstiarke umgeformt werden. Driickt man weiterhin den Strom 7 nach GI. (1.2)
durch das Flidchenintegral iiber die Stromdichte aus

9§ﬁ.d§“‘!°) ffrotﬁ-d&: I = ffj-d&, (1.3)
C A A

dann stellt man wegen der beliebigen Wahl der Integrationsflache fest, dass das magneti-
sche Feld Wirbel an Stellen nicht verschwindender Stromdichte aufweist

rotH = J. (1.4)

Die bisherige Situation kann nun verallgemeinert werden. Wird die Integrationsflache von
mehreren Stromen ,,durchflutet”, dann nimmt die GI. (1.1) die verallgemeinerte Form

sﬁﬁ-dg:@:Z]k (1.5)
C k
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an. Unter der Durchflutung ® versteht man die Summe aller Strome [, die durch die Fla-
che A hindurchflieBen, wobei sich die Strome ihrerseits aus der Integration von Stromdich-
teverteilungen gemif Gl. (1.2) ergeben konnen. Strome, die die Flidche in Gegenrichtung
durchflieBen, sind natiirlich mit negativem Vorzeichen einzusetzen.

1.2 DieFlussdichten
In Analogie zur elektrischen Flussdichte
D =¢E = sreoﬁ mit gy = 8,854 - 10712As/Vm (1.6)

der Dimension As/m?, die bei den spiiter betrachteten Kapazititsberechnungen verwendet
wird und gemil GI. (1.6) als Produkt der elektrischen Feldkonstante g, einer material-
abhingigen Zahl ¢, und der elektrischen Feldstidrke E dargestellt werden kann und deren
Integral iiber eine Fliche A den diese Fliche durchsetzenden elektrischen Fluss W der

Dimension As ergibt
U= /fﬁ-d&, (1.7)

entspricht die magnetische Flussdichte mit der Dimension Vs/m?
B= uﬁ = /,Lr,bboﬁ mit puo = 47 -107'Vs/Am (1.8)

der mit der magnetischen Feldkonstante 1ty und einer materialabhingigen Zahl p, mul-
tiplizierten magnetischen Feldstirke H. Thr Integral liber eine Flidche A ergibt den diese
Fliche durchsetzenden magnetischen Fluss © der Dimension Vs

q>=//fs.d&. (1.9)

Die Zahlenwerte &, und p, nehmen im Vakuum und auch mit groer Genauigkeit in
Luft den Wert 1 an. In Materialien sind diese Groflen im allgemeinen Fall von verschie-
denen Parametern abhiingig. Insbesondere die Permeabilititszahl u, verursacht groere
Probleme bei den Feldberechnungen, da sie nicht nur vom Ort, sondern auch von der
Frequenz, der Temperatur, der Materialaussteuerung und sogar von der Vorgeschichte
abhingt, d. h. vom vorhergehenden zeitlichen Verlauf der magnetischen Feldgrofen. Als
Beispiel ldsst sich das an der Hystereseschleife in Abb. 5.7 erkennen. Die zu einem Wert
der magnetischen Feldstirke gehorende Flussdichte ist abhiingig davon, ob man sich dem
Feldstdarkewert von hoheren oder niedrigeren Werten genéhert hat.

Wihrend die Quellen des elektrostatischen Feldes durch die Ladungen gegeben sind,
existieren in der Magnetostatik erfahrungsgemél keine magnetischen Einzelladungen, sie
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treten immer nur in der Form von magnetischen Dipolen auf. (Die Aufteilung eines Stab-
magneten in einzelne Teilstdbe fiihrt immer auf Teilmagnete, von denen jeder einzelne
wiederum einen Nord- und einen Siidpol aufweist.) Es gilt daher der folgende Erfahrungs-
satz

divB = 0. (1.10)

Die magnetische Flussdichte ist quellenfrei!

Dieser Erfahrungssatz gilt allgemein, insbesondere auch fiir zeitlich veridnderliche ma-
gnetische Felder. Aufgrund der Quellenfreiheit des magnetischen Feldes muss die iiber
eine geschlossene Fliche integrierte Flussdichte verschwinden

#B dA (4P ///d Bdv "2” o (1.11)

A Vv

1.3 Die Feldgleichung fiir das magnetische Vektorpotential

Wegen der Quellenfre1helt eines Wirbelfeldes nach GI. (14.12) ist es nahehegend die ma-
gnetische Flussdichte B durch die Wirbel eines neuen Vektorfeldes A darzustellen, das
magnetisches Vektorpotential genannt wird (Vorsicht: nicht verwechseln mit der vektori-

ellen Flache 1&)

(l 10)  (14.12)

divB 0 diviotA — B =rotA. (1.12)

Zur Ableitung der Feldgleichung wird von der Beziehung (1.4) ausgegangen, in die nach-
einander die GlIn. (1.8) und (1.12) eingesetzt werden. Fiir konstante Werte p gilt

- B, 1=\ 1 = 1 -
T rotH Y rot (—B) = ZrotB "2’ ZrotrotA . (1.13)
1 1 1

Fiir das magnetische Vektorpotential A erhilt man damit die vektorielle Feldgleichung
(Poisson-Gleichung)
rotrotA = uJ. (1.14)

Wihrend die Wirbel des Vektorpotentials der magnetischen Flussdichte entsprechen sind
iiber dessen Quellen bisher noch keine Festlegungen getroffen. Da die vorliegenden Erfah-
rungssitze keine Aussagen zu den Quellen von 1&(?) machen, kann mit der Vereinbarung
div& = 0, d. h. das Vektorpotential wird als reines Wirbelfeld angenommen, die Bezie-
hung (1.14) auf die Form

N (1&6) Lo . N _ - - _ -
rotrotA = = gradQ/;A_/ A =pnJ] —- AA=-uJ (1.15)
=0
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gebracht werden. Fiir den Sonderfall der kartesischen Koordinaten mit den konstanten
Einheitsvektoren ist der Laplace-Operator nach GI. (14.23) separat auf jede Komponente
des Vektorpotentials A anzuwenden

AR "ZVEAA + A4y +EAA, = —p (8], + &,y +6,J,), (1.16)

=]

so dass die GI. (1.15) in drei skalare, nicht miteinander gekoppelte Feldgleichungen zer-
fallt
A = A; (X,y,2)

AA; =—pJ; mit [ =x,y,z und .
i HJi y I = Ji (x,y,2)

(1.17)

AuBlerhalb der stromfiihrenden Leiter erhalten wir als Feldgleichung wegen J = 0 die
Laplace-Gleichung
rotrotA =0 bzw. AA=0. (1.18)

1.4 Felder unterschiedlicher Leiteranordnungen
1.4.1 Derunendlich lange Linienleiter

Betrachtet werden soll der im homogenen Raum der Permeabilitét ;1 angeordnete unend-
lich lange diinne Linienleiter, der sich auf der z-Achse von —oco bis +oo erstreckt und
vom Strom [ durchflossen wird. Das hinsichtlich der Koordinate z ebene Problem kann
in den Koordinaten des Kreiszylinders (p, ¢) betrachtet werden. Die Anordnung ist unab-
hingig von der Koordinate ¢ und die den Leiter umschlieenden magnetischen Feldlinien
sind Kreise in Ebenen z = const'. Die allein ¢-gerichtete magnetische Feldstirke hingt
nur von der Koordinate p ab und kann mit dem Oerstedschen Gesetz (1.1) aus dem Um-
laufintegral entlang der in Abb. 1.2 eingezeichneten Feldlinie C berechnet werden

2 2

an L= - - - -
I = ¢H-ds=/e¢H(p)-ewpd<p=/H(p)pd(p:anH(p) — H
c 0 0

L1
=e,—.
27p
(1.19)
Die magnetische Feldstirke klingt aulerhalb des Leiters mit dem Abstand p vom Linien-
strom ab. Nimmt man den Leiter als unendlich diinn an, dann wichst die Feldstirke nach

! Unter einer ebenen Anordnung (Problemstellung) soll verstanden werden, dass sie in Richtung
einer kartesischen Koordinate (iiblicherweise die z-Koordinate) unendlich ausgedehnt und von
dieser selbst unabhéngig ist. Die Berechnungen erfolgen in der zweidimensionalen Schnittebene
z = const. Die Ergebnisse werden pro Lingeneinheit der Koordinate z angegeben. Bemerkung: Bei
der vorliegenden Anordnung dndert sich das elektrische Skalarpotential linear mit der Koordinate z,
es wird aber nicht in die Betrachtungen mit einbezogen.
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Abb. 1.2 Unendlich langer b §
Linienleiter
Pl R é‘p
. P
/ P N
/ 1 ® \
a [
T N —>
‘\\ ! X
\ A
| c

GI. (1.19) fiir p — 0 iiber alle Grenzen. Dieses Problem wird vermieden, wenn die endli-
che Leiterabmessung beriicksichtigt wird. Bei der Anwendung des Oerstedschen Gesetzes
auf eine kreisformige Feldlinie innerhalb des Leiterquerschnitts ist zu beachten, dass nur
ein Teil des Stroms von dem Integrationsweg eingeschlossen wird. Bezeichnet rp den
Leiterradius, dann liefert die GI. (1.3) das Ergebnis

- N I
[H(p)pdcp L 2mwoH (p) &) ﬂI — H=¢, L (1.20)
Tr D 2wrp rp

Innerhalb des Leiters steigt die magnetische Feldstirke beginnend beim Wert 0 im Ur-
sprung linear bis zum Maximalwert I/2wrp an der Leiteroberflache an. Der Verlauf der
Feldstirke in Abhidngigkeit der Koordinate p ist in Abb. 4.1 dargestellt.

Das Vektorpotential weist entsprechend der GI. (1.16) nur eine Komponente in Rich-
tung des Stroms auf und ist ebenfalls von der Koordinate z unabhingig

1426y dA,

) wHy(p) 2 €, TOtA = &, -rot [€,4,(p)] (4 i
p

By(p) = (1.21)

Mit der unbekannten Integrationskonstanten C liefert die fiir das Vektorpotential gefunde-
ne Differentialgleichung im Bereich auflerhalb des Leiters die Beziehung
pul [ dp pl

—=——Mhp+C, (1.22)
2

A, =
’ 2 p

d4, a9 pl
i - WHy(p)
p 2

in der die Konstante C willkiirlich gewihlt werden kann. Mit der Festlegung eines an der
Stelle p = ¢ verschwindenden Vektorpotentials, d.h. 4,(c) = 0, gilt schlieBlich

> - ooml
A(p) = &,4,(p) = & m? fur p>a. (1.23)
2 ¢

1.4.2 Dieraumliche Stromdichteverteilung

Betrachtet sei die in Abb. 1.3 dargestellte Anordnung mit der im Volumen V vorgegebenen
von der Quellpunktskoordinate Fo abhéingigen rdumlichen Stromdichteverteilung J(¥q).
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Abb. 1.3 Riumliche Strom-
dichteverteilung

Es lasst sich nun zeigen, dass man das von der Stromdichteverteilung im homogenen
Gesamtraum der Permeabilitdt i hervorgerufene quellenfreie Vektorpotential A(i:p) an
der Stelle der Aufpunktskoordinate ¥p durch folgenden von dem zugrunde gelegten Koor-
dinatensystem unabhingigen Ausdruck

2 s 1= s s - o
A(rp) = % /// ;J(rQ) dVo mit r=rp—rqg und r =|rp—rg| (1.24)
4

berechnen kann. Das Ergebnis dieser Integration erfiillt fiir einen innerhalb der Strom-
dichteverteilung liegenden Aufpunkt automatisch die Poisson-Gleichung und fiir einen
Aufpunkt auBerhalb der Stromdichteverteilung die Laplace-Gleichung. Mithilfe der Glei-
chungen (1.8) und (1.12) lésst sich aus der Beziehung (1.24) das von Biot und Savart
angegebene koordinatenunabhingige Gesetz zur Berechnung der magnetischen Feldstér-
ke im linearen homogenen Medium ableiten

L] . F oL L
H(rp)zaff J(rQ)X’%dVQ mit F=Fp—Fo und r=[fp—TFol. (1.25)
|4

1.4.3 Diediinne Leiterschleife

In vielen technischen Anwendungen ist der Querschnitt des stromfiihrenden Leiters sehr
klein gegeniiber allen anderen Abmessungen. Fiir diesen Fall eines ,,diinnen* Leiters ver-
einfachen sich die bisherigen Gleichungen, da bei der Berechnung der FeldgréB3en nicht
mehr iiber das Leitervolumen dV¢, sondern nur noch entlang der Leiterkontur integriert
werden muss.

Fiir die in Abb. 1.4 dargestellte diinne Leiterschleife der Kontur C mit dem gerichteten
Wegelement drg kann in den bisherigen Integralen der Ausdruck J (fq)dVq durch Idrq
ersetzt werden, so dass man die entsprechenden Beziehungen fiir das Vektorpotential

Adp) 2 % %d?Q mit F=rtp—Fo und r = [fp—Fol (1.26)

C
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Abb.1.4 Strom in einer diin-
nen Leiterschleife

und fiir die magnetische Feldstérke

I . T . L
H(ip) 2 o= (erxr—3) mit F=fp—Fo und r=|fp—To| (1.27)

erhilt. Auch diese Gleichungen gelten zunichst nur fiir die Berechnung der FeldgréBen
im homogenen Gesamtraum der Permeabilitit ;. Der Einfluss von Bereichen mit anderen
Materialeigenschaften wird dabei nicht erfasst.

1.5 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Wir betrachten jetzt den von Faraday durch Messung gefundenen Zusammenhang bei zeit-
lich veridnderlichen Vorgingen

. d® 9 d // 5> o
R=—— = —— B-dA. 1.28
! dr dr (1.28)

A

Dieser Erfahrungssatz besagt, dass in einem diinnen Leiter der Kontur C ein Strom i(f)
zum FlieBen kommt, wenn sich der die Leiterschleife C durchsetzende magnetische Fluss
@ zeitlich dndert, und zwar entspricht die entlang der Leiterkontur C des Widerstands
R gemessene Umlaufspannung der negativen zeitlichen Anderung des die Leiterschlei-
fe durchsetzenden Flusses. Da wir uns ausschlieBlich auf ruhende Systeme beschriinken,
kann die GI. (1.28) in der vereinfachten Form (Integralform des Faradayschen Induktions-

gesetzes)
iRz?SE ds———z [ —.dA (1.29)
C

geschrieben werden, in der sich die zeitliche Ableitung nur noch auf die magnetische
Flussdichte bezieht.

Die Richtung des Stroms entlang der Kontur C mit dem gerichteten vektoriellen
Wegelement ds und die Orientierung der von der Leiterschleife aufgespannten Fliche
A mit dem vektoriellen Flichenelement dA sind entsprechend der Abb. 1.5 im Sinne
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Abb. 1.5 Zum Induktionsge- dA
setz von Faraday B

einer Rechtsschraube einander zugeordnet. Eine zeitliche Abnahme des magnetischen
Flusses ruft einen Strom in der Leiterschleife hervor, der so gerichtet ist, dass das von
ihm erzeugte Magnetfeld der Flussinderung durch die Schleife entgegen wirkt. Dieser
Zusammenhang ist bekannt als Lenzsche Regel:

» Der in einer Leiterschleife als Folge der induzierten Spannung flieBende Strom wirkt
der ihn verursachenden Flussinderung entgegen.

Bemerkung: Nicht der Fluss, sondern dessen zeitliche Anderung soll verhindert wer-
den.

Durch Anwendung des Stokesschen Satzes kann das Umlaufintegral der elektrischen
Feldstirke in GI. (1.29) in ein Flachenintegral iiber die beliebig iiber die Kontur C ge-
spannte Fliche A umgewandelt werden. Da die Kontur C und damit die Fldche A beliebig
gewdhlt werden konnen, gelangt man durch einen Vergleich der beiden Integranden

- a4 T B -
51§E.ds““=“” //rotE-d (129 //—a-dA (1.30)
C

A A

zur Differentialform des Faradayschen Induktionsgesetzes

tE 0B (1.31)
(0] = ——. .
ot

1.6 Das Durchflutungsgesetz bei zeitabhdngigen Vorgdngen

Die Beziehungen (1.3) und (1.4) gelten nur fiir zeitunabhiingige Vorgénge. Fiir den all-
gemeinen zeitabhingigen Fall muss die ,,Konvektionsstromdichte* j um die ,,Verschie-
bungsstromdichte®, also die zeitliche Anderung der elektrischen Flussdichte D erweitert
werden. Damit erhalten wir als Integralform bzw. Differentialform des Durchflutungsge-
setzes die Zusammenhinge

¢ﬁ-d§=/f <j+%—lt))d1§ bzw. r0tﬁ=j+%—?. (1.32)
c A
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1.7 Die Maxwellschen Gleichungen

Die in den beiden letzten Abschnitten angegebenen GesetzméaBigkeiten stellen Zusam-
menhénge zwischen den Feldgroflen und den Wirbeln der elektrischen bzw. magnetischen
Feldstédrke her. Mit den Beziehungen fiir die Quellen der elektrischen und magnetischen
Flussdichte bilden sie die vier Maxwellschen Gleichungen, deren Differentialform im Fol-
genden angegeben ist

. 9B . . 9D . .
rotE:—E, rotH:J—I—E, divD =p, divB=0. (1.33)

Zusammen mit den Materialgleichungen
D=¢E, J=«E und B=uH (1.34)

stellen sie die Grundlage dar fiir die Berechnung zeitabhingiger elektrodynamischer Pro-
bleme. Im Hinblick auf die Berechnung der Hochfrequenzverluste in den Wicklungen
der induktiven Komponenten konnen einige Vereinfachungen vorgenommen werden. Bei
diesen Problemen kann der Verschiebungsstrom gegeniiber dem Leitungsstrom vernach-
lassigt werden, d. h. beim Durchflutungsgesetz entféllt der zweite Term auf der rechten
Seite der Gleichung. Da weiterhin keine freien Ladungen beriicksichtigt werden miissen,
sind alle Feldgrofen quellenfrei und es gelten die vereinfachten Beziehungen

R 9B .o R -
otE= -~ rotH=J. divD=0. divB=0. (1.35)

1.8 Die Skingleichung

Eine Reduzierung des Rechenaufwands bei der Losung der gekoppelten Gleichungen
(1.35) ldsst sich durch die Einfiihrung von Potentialen erreichen, die wegen der jetzt
vorliegenden zeitlichen Abhidngigkeit als elektrodynamische Potentiale bezeichnet wer-
den. ZweckméBigerweise werden diese Potentiale so eingefiihrt, dass die aus ihnen durch
Ableitung berechneten Feldstdrken bereits die Maxwellschen Gleichungen erfiillen. Aus-
gangspunkt ist die Quellenfreiheit der magnetischen Flussdichte, so dass diese als die
Rotation eines elektrodynamischen Vektorpotentials A(?, t) dargestellt werden kann

= (1.35 14.12
(139 ) 0412

divB diviotA — B =rotA. (1.36)

Nach Einsetzen dieser Gleichung in das Induktionsgesetz erhilt man eine Beziehung

> (1.35) 9B (136 0 > JA . AA >
tE "= — "= ——r0otA =rot| —— t(E+—1]=0, (1.37
0 T Py ro ro ( Py — 10 + o ( )
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die das Verschwinden der Rotation des Vektorfeldes E + 31&/ dt verlangt. Da nach
Gl. (14.13) die Wirbel eines Gradientenfeldes verschwinden, muss das betrachtete Vek-
torfeld durch den Gradienten einer skalaren Ortsfunktion ¢ = ¢(F, ¢) darstellbar sein.
Diese wird als elektrodynamisches Skalarpotential bezeichnet

E+ 3_A (lg)—grad(p —~ E= —B—A—gradfp. (1.38)
at at

Die beiden aus den vier Gln. (1.35) noch nicht beriicksichtigten Beziehungen, nimlich
das Durchflutungsgesetz und die Quellenfreiheit der elektrischen Flussdichte werden nun
verwendet, um die bendtigten Differentialgleichungen abzuleiten, aus denen die beiden
Potentiale bestimmt werden miissen. Bei der folgenden Herleitung werden die Material-
eigenschaften als ortsunabhiingig angesehen. Bildet man die Wirbel der Flussdichte, d. h.
die zweifache Rotation des Vektorpotentials, dann folgt aufgrund der nachstehenden Um-
formung die erste gesuchte Beziehung

> (1.36) - (135
rotrotA(: rotB = urotH( )

L3 = (1 A
wJ 349 kuE (138) i (_E - gradgo) . (1.39)

in der die beiden Potentiale miteinander verkniipft sind

- A
rotrot A + K,ua = —kpgrado. (1.40)

Eine weitere Beziehung erhilt man ausgehend von der Quellenfreiheit der elektrischen
Flussdichte

-

" - (1. A A
0 = divD = edivE "2Y ¢ div (—5 - grad<p> = —ediv = —edivgradg, (141)
die mit dem Laplace-Operator A nach GI. (14.14) auf die resultierende Beziehung

div a =—Agp (1.42)
fiihrt. Die urspriinglich vier gekoppelten partiellen Differentialgleichungen erster Ord-
nung (1.35) sind damit auf die beiden gekoppelten partiellen Differentialgleichungen
(1.40) und (1. 42) zweiter Ordnung und die beiden Gleichungen (1.36) und (1.38) zur
Bestimmung von Bund E zuriickgefiihrt.

Wihrend die Wirbel des Vektorpotentials eindeutig die magnetische Flussdichte lie-
fern, sind iiber die Quellen des Vektorpotentials noch keine Aussagen getroffen. Die freie
Wahl von div 1_&), oft als Eichung bezeichnet, 14sst nun unterschiedliche Moglichkeiten zu,
die elektrodynamischen Potentiale so zu wihlen, dass die Losungen der von ihnen zu er-
fiillenden Feldgleichungen, ihre Kopplung untereinander sowie die aus ihnen abgeleiteten
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Feldstdrken auf moglichst einfache Weise berechnet werden konnen. Zunichst soll jedoch
allgemein gezeigt werden, dass beliebig viele elektrodynamische Potentiale existieren, die
alle iiber die Beziehungen (1.36) und (1.38) auf die gleichen Feldgrofien B und E fiihren.
Dazu betrachten wir die mit einem Strich gekennzeichneten neuen Potentiale, die mit den
bisherigen Potentialen A(?, t) und (¥, t) aus den Gln. (1.36) und (1.38) iiber die Bezie-
hungen

S S 0
A=A+grady und ¢ =¢— a—zf (1.43)

verkniipft sind. Uber die skalare Ortsfunktion ¥ = v (¥, ) wird zunichst keine weitere
Aussage gemacht. Wegen der Wirbelfreiheit eines Gradientenfeldes gilt die Gl. (1.36)
auch fiir das neue Vektorpotential A’(F, 1)

rotA’ = rotA + rot grad ¥ (L rotA = B. (1.44)

Setzt man die beiden Gln. (1.43) in die Beziehung fiir die elektrische Feldstirke (1.38)
ein, dann stellt man das Verschwinden der Anteile mit v (T, ¢) fest, so dass die Feldstiirke
E auch mit den neuen Potentialen aus der gleichen Beziehung berechnet werden kann
v do' 9 PR do+ a2 9 do = E. (1.45)
—— —gra = —— —grad — —gra rad — = —— —gradp = E. (1.
or SUCY T T TENG G, TRHGP TR, = Ty, T ENee
Bei der nun vorgeschlagenen Konvention wird der in Gl. (1.43) eingefiihrte skalare Term
¥ dem iiber die Zeit integrierten urspriinglichen Skalarpotential gleichgesetzt. Fiir das
neue Vektorpotential wird dann mit der Beziehung (1.43) der Ansatz

&z/&—l—[gradqodt und ¢ ' =p—9=0 (1.46)

gemacht. Es sei angemerkt, dass aufgrund der Festlegung (1.46) fiir das Skalarpotential
¥ das neue elektrodynamische Skalarpotential ¢” in Gl. (1.43) verschwindet, d.h. die
Feldbeschreibung erfolgt allein mit dem Vektorpotential (1.46). Die elektrische Feldstirke
wird direkt aus der negativen zeitlichen Ableitung des Vektorpotentials berechnet

. A 9 (=~ DA’
g2 2 0 (129 rr (A’ — grad/ (pdt) —gradg = 5 (1.47)

Setzt man nun diese mit einem Strich gekennzeichneten Potentiale (1.46) in die GI. (1.42)
ein

A A (1. ) (- y . -
— A " aiv 22 029 giy T (A - / gradgdr | = — divA’ — divgrad ¢
a1 o o N

:A(p

9 - -
— o diVAr =0~ divA'=0. (1.48)
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dann stellt man fiir den Fall der zeitabhingigen Groflen die Quellenfreiheit des neuen
zeitabhingigen Vektorpotentials fest. Beim Einsetzen dieses Vektorpotentials in die GI.
(1.40) verschwinden mit Gl. (14.13) alle Glieder mit dem Skalarpotential ¢

- 9 (-
rotrot (A/ — [ grad ¢ dt) + K/,LE (A/ - / grad ¢ dt) = —kpgrado (1.49)
und man erhélt resultierend die Skingleichung

A - (14.16) IA/

rotrot A’ -I-K[LW =0 — AA = KL 5 und  divA’ =0 (1.50)

fiir das quellenfreie Vektorpotential sowie die beiden Bestimmungsgleichungen (1.44) und
(1.47)

dA’
ot

-

B:rotzi/ und E = —

(1.51)

Diese Gleichungen werden bei der Berechnung der Skin- und Proximityverluste in den Wicklungen
zugrunde gelegt. Bei den kreisformigen Windungen flieit der Strom nur in Richtung der Zylin-
derkoordinate ¢, fiir die elektrische Feldstirke und das Vektorpotential wird dann auch nur eine
¢-Komponente angenommen. Da aber zwischen den Windungen ebenfalls Spannungen bestehen,
besitzen die beiden Feldvektoren auch Komponenten in p- bzw. z-Richtung. Berechnet man die
Feldverteilung iiber den gesamten Querschnitt des Wickelpakets mit Feldberechnungsprogrammen,
dann sind diese zusitzlichen Komponenten zu beriicksichtigen. Bei der analytischen Losung in
Kap. 4 werden diese Verschiebungsstrome infolge der zwischen den Windungen bestehenden Kapa-
zitdten vernachldssigt. Da immer nur ein Einzeldraht, d. h. ein homogener Bereich betrachtet wird,
kann auf diese zusitzlichen Komponenten verzichtet werden.

1.9 Die Rechnung mit komplexen Amplituden

Bei zeitlich periodischen Signalformen wird vielfach mit den sogenannten komplexen
Amplituden gerechnet. Eine mit der Kreisfrequenz w = 2x f zeitverinderliche GroBe

u(t) = ucos(wt + ¢y) (1.52)
lasst sich ndmlich als der Realteil einer komplexen Grof3e darstellen

u(t) = Re{fi cos (ot + ¢,) + jil sin (0t + @)} = Re {f1el@ ¢}
= Re {fie/e”'} = Re {ie'} . (1.53)

Auf einen in spiteren Kapiteln hiufig verwendeten Sonderfall soll an dieser Stelle hin-
gewiesen werden. Wird die zeitabhingige Funktion ohne den Phasenwinkel vorgegeben,
d.h. es gilt ¢, = 0, dann entspricht die komplexe Amplitude 7 wegen e« = 1 der
Amplitude der Zeitfunktion u.
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Da das Vorzeichen des Imaginirteils keine Rolle spielt, kann die zeitabhiingige Grofle
auch mithilfe der durch einen hochgestellten Stern gekennzeichneten konjugiert komple-
xen Amplitude auf folgende Weise dargestellt werden

u(r) = Re {fie"'} = Re {#*e '} = % [el" + f*e 1], (1.54)

Fiir das Produkt zweier Groen erhilt man entsprechend der nachstehenden Ableitung ein
Ergebnis
[Qlejwt + QTe_jwt] [Qzejwt 4 Qze—jwt]

ur () (1)

R = B =] —
TN =

Ak Ak

[2123 + ﬁ’fﬁz] + 1 [Qlﬁzeﬂwt + Elﬂzeijzwt]
= TRe {5} + JRe {i 1™}, s

in dem der erste Ausdruck einem zeitunabhingigen konstanten Mittelwert entspricht, der
von einem mit doppelter Kreisfrequenz schwingenden Pendelanteil iiberlagert ist.

Die komplexe Amplitude # enthilt die Informationen iiber die Amplitude der Zeitfunk-
tion und die Phasenverschiebung ¢, gegeniiber einem Bezugswert. Der Zeitfaktor e/’ ist
fiir alle zeitabhédngigen GroBen identisch und bleibt bei der Rechnung zunéchst unberiick-
sichtigt. Nachdem alle Groflen allein mit den komplexen Amplituden berechnet wurden,
erfolgt der Ubergang zu den zeitabhiingigen Verliufen, indem entsprechend Gl. (1.53) von
den mit dem Zeitfaktor e/’ multiplizierten komplexen Amplituden der Realteil gebildet
wird.

Die zeitliche Ableitung einer komplexen Grofe entspricht geméf

d (1e”’) = jone’ (1.56)
dr

einer Multiplikation mit dem Faktor jo. Verzichten wir zur Vereinfachung der Schreib-
weise in den folgenden Kapiteln auf den hochgestellten Strich beim quellenfreien Vek-
torpotential nach Abschn. 1.8, dann konnen die Gleichungen (1.50) und (1.51) mit den
komplexen Amplituden in der folgenden Form zur Behandlung der Skineffektprobleme
innerhalb homogener Bereiche verwendet werden

und E = —joA. (1.57)

1>

AA = ja)lc,ué, divé =0, B = rot

1.10 Der Poyntingsche Vektor

In diesem Abschnitt soll eine Betrachtung zur Leistung bzw. zur Energie im elektro-
magnetischen Feld angestellt werden. Ublicherweise geht man von den Maxwellschen
Gleichungen (1.33) aus, wobei man die Differenz aus der mit E multiplizierten zweiten
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