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Einleitung

Der Mensch hat einen natiirlichen Forschungsdrang. Wir fragen uns
unwillkiirlich, was sich hinter der ndachsten Ecke, dem ndchsten Hii-
gel oder jenseits des Horizonts befindet. Das galt fiir die grofSen Ent-
decker ebenso wie fiir uns, wenn wir uns auf einer Reise zum ersten
Mal in einer neuen Umgebung befinden. Im Sinne einer solchen Er-
kundungsreise mochten wir Sie in ein aufregendes Land entfiihren,
das manchen von uns vertraut aber vielen auch fremd ist. Wir fiih-
ren Sie zu einigen unserer Lieblingsplétze, zeigen Ihnen erstaunliche
Landschaften, wunderbare Aussichtspunkte und wertvolle Schétze.
Wir erzédhlen Thnen die Geschichten von mutigen Helden, verbliif-
fenden Geheimnissen und genialen Eroberungen. Wir mochten Sie
auf eine Reise durch die Welt der Mathematik geleiten.

In diese Welt kann man oft nur schwer eindringen, doch die ab-
stofSenden Symbole und Gleichungen sind nur Zeichen einer ande-
ren Sprache: ein Kode fiir wunderbare Ideen mit hdufig {iberraschen-
den Anwendungen in unserer Alltagswelt. Wir méchten Ihnen bei
der Ubersetzung dieser Sprache helfen und Sie so an einige der be-
rithmtesten Plitze der Mathematik bringen. Wir mochten Sie aber
auch zu einigen abgeschiedenen Buchten und exotischen Strinden
fithren, die wir auf unseren Reisen entdeckt haben. Unsere Fiihrer
vor Ort sind jene freundlichen Vertreter der Mathematik, denen wir
tdglich begegnen: die Zahlen. Jede Zahl ist eine Gelegenheit, bei der
es sich lohnt anzuhalten, den Ausblick zu geniefSen und die Ortlich-
keiten zu erkunden. Dabei folgen wir den Pfaden, die wir selbst als
besonders reizvoll empfinden.

Wir lieben bestimmte Orte aus den unterschiedlichsten Griin-
den - die Aussichten, das Wetter, die Menschen, das Essen, die Kul-
tur. Ganz entsprechend gibt es vieles, wodurch sich Menschen zur
Mathematik hingezogen fiihlen. Fiir viele ist die Mathematik etwas
grundsétzlich Schones. Tatsdchlich sind die meisten Mathematiker
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mit ihren Ergebnissen unzufrieden, bevor diese nicht eine gewisse
Eleganz, Einfachheit und Formschdnheit erlangt haben. Andere fiih-
len sich zur Mathematik wegen ihrer ,unerkldrlichen Effektivitat*
hingezogen, wegen ihrer Fihigkeit, unsere Welt erkldren zu kénnen.
Manchmal geschieht das erst lange, nachdem ein bestimmter Teil
der Mathematik entdeckt wurde und oftmals ist es nicht offensicht-
lich. Die Mathematik ist die Sprache aller Wissenschaften. Sie fiihrt
uns an die vordersten Fronten unseres Wissens, angefangen bei den
Grundlagen des Universums bis hin zum Denken selbst, durch das
wir tiberhaupt erst zu diesen Einsichten gelangen.

Als Herausgeber des Plus-Magazins (plus.maths.org), einem Inter-
netmagazin, mit dem wir das Tor zur Welt der Mathematik 6ffnen
mochten, hatten wir Gelegenheit, das Land der Mathematik ausgiebig
zu erkunden. Dabei konnten wir auch einige der erstaunlichen (und
manchmal auch exzentrischen) Personen kennenlernen, die selbst
am Bau der Mathematik mitgewirkt haben. Aus diesem Grund moch-
ten wir Sie nicht nur zu unseren mathematischen Lieblingsplédtzen
fithren, sondern Thnen auch die Geschichten der Leute und Kultu-
ren erzdhlen, die diese Pldtze erschaffen haben. Diese Geschichten
sind manchmal lustig, gelegentlich auch seltsam, traurig oder tra-
gisch, und fiir sich alleine schon wert, erzéhlt zu werden. Und &hn-
lich, wie Thnen vielleicht ein grofiartiges architektonisches Meister-
werk noch zugénglicher wird, wenn Sie wissen, wer es erbaut hat und
weshalb, konnen diese Geschichten einen Einblick in die erhabenen
mathematischen Strukturen geben, denen wir auf unserer Reise be-
gegnen werden.

Dieses Buch ist fiir uns eine Gelegenheit, das zu tun, was wir am
liebsten tun: die Schonheit der Mathematik in all ihrer Pracht zu ver-
mitteln und die mit ihr verkniipften Geschichten zu erzéhlen. Viel-
leicht haben Sie schon von einigen der Zielen gehort, die wir besu-
chen wollen, wihrend Thnen andere vollkommen neu sind. Vielleicht
erleben wir auch einige Uberraschungen. In jedem Fall hoffen wir,
dass Thnen die Reise gefallen wird ...



Von Nichts kommt
manchmal doch etwas

m Anfang war das Nichts. Nun, das ist nicht ganz richtig. Im An-

fang gab es immer etwas. Vielleicht waren es Erbsen, erfolgreiche
Jagden, Siege in einer Schlacht. Doch seit Jahrtausenden nutzen Men-
schen die Mathematik, um Dinge zu beschreiben: sie zu zdhlen, zu
messen, aufzuteilen. Eine mathematische Beschreibung des Nichts,
die Null, war lange Zeit nicht in Sicht.

Der Wert des Zahlens

Sehr wahrscheinlich haben die Menschen zu Beginn mit ihren Fin-
gern gezdhlt, dhnlich wie wir es als kleine Kinder lernen. (Es ist
ganz bequem, dass wir am Ende unserer Arme bzw. in einer Falte
unseres Fells ein paar ,Zihlstdibchen” haben.) Einen der frithesten

Hinweise auf die Verwendung von Zah-

len finden wir in Markierungen auf einem
| " "l "" 1+I'L 20.000 Jahre alten Knochen, dem soge-
Die Zahlen 1 bis 5 in einer nannten Ishango-Knochen, der in Afrika
heute of verwendeten Form im damaligen Belgisch-Kongo, der heuti-

der Strichliste. gen Demokratischen Republik Kongo, ge-

funden wurde. Mit derartigen Strich-

listen kann man viele Dinge sehr einfach
abzidhlen, beispielsweise den Punktestand in einem Spiel oder die
Tage, die man in einem Gefdngnis verbracht hat. Die Art, wie wir
heute mit Strichlisten grofie Zahlen aufschreiben, hingt eng mit der
erwéhnten frithen Zihlweise zusammen: Wir gruppieren die Zahlen
in Fiinfergrupen, wie die fiinf Finger an unserer Hand. Die ersten vier
Striche werden einzeln aufgeschrieben und der fiinfte Strich schnei-

(o) 1
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det die ersten vier und fiigt der Strichliste eine neue vollstindige
Gruppe hinzu. Es liegt nahe, dass unsere Vorstellung von einer leicht
iiberschaubaren Menge dieselbe Strichzahl umfasst, wie die Anzahl
der Finger an unserer Hand.

Wie wir diese Zdhlmengen nannten oder ob wir iiberhaupt eigene
Worte dafiir hatten, ist eine andere Frage. Es gibt auch heute noch
Kulturen, beispielsweise die Piraha und die Munduruku aus dem bra-
silianischen Amazonasgebiet, die zwar fiir sehr kleine Zahlen oder
Mengen noch eigene Namen haben, alles grofiere bezeichnen sie je-
doch einfach mit ,viel®

Im Verlauf der Jahrhunderte fithrten jedoch fast alle Kulturen
eigene Bezeichnungen sowie symbolische Zeichen fiir Zahlen ein,
und sie entwickelten Kombinationsformen, sodass sie jede mogli-
cherweise wichtige Zahl auch aufschreiben konnten. Inschriften in
tiber 5000 Jahre alten dgyptischen Gribern (also aus der Zeit um
3000 v. Chr.) belegen, dass die Agypter Zahlen durch schéne Hiero-
glyphen darstellten, beispielsweise Seilrollen, Lotusbliiten und Fro-

sche zur Darstellung von 100, 1000 und
100.000. Durch entsprechende Wieder-

holungen dieser Zeichen konnten sie
jede fiir sie wichtige Zahl aufschreiben.
Fiir manche Zahlen brauchte man aller-
dings eine sehr grofie Anzahl von Sym-

bolen.
999 Mit einem &dhnlichen Verfahren stell-
ten auch die alten Griechen ihre Zah-
9 9& len dar. Sie verwendeten dazu Buchsta-

ben aus ihrem Alphabet, beispielsweise

[| [| m ﬂ stehen « fiir 1, g fiir 2, y fiir 3, « fiir 20,

7 fuir 300. Auch die Romer verwendeten

Die Zahl 4622, ausge- zum Aufschreiben ihrer Zahlen Symbol-
schrieben in dgyptischen kombinationen: I fir 1, V fiir 5, X fur 10,
Hieroglyphen. L fiir 50, C fiir 100, D fiir 500 und M



fiir 1000. Im Allgemeinen musste man die Werte der Symbole ad-
dieren, um die Zahl zu erhalten. So steht beispielsweise XII fiir 12.
Es gab jedoch auch Fille, bei denen Zahlen subtrahiert wurden; bei-
spielsweise steht IV fiir die Zahl 5—1 = 4. Noch heute verwenden wir
dieses System fiir die Bezeichnung von Kaisern, Koénigen oder Koni-
ginnen (Heinrich IV. oder Friedrich II.) sowie fiir die Jahresangaben
im Abspann von Filmen oder Fernsehserien.

Doch egal in welcher Sprache, eine Zahl ist immer nur eine Be-
zeichnung oder ein Symbol fiir die Menge an Dingen, die gezédhlt wer-
den. Die Zahl 3 bedeutet immer dasselbe, egal ob sie als Strichliste, in
agyptischen Hieroglyphen oder in romischen oder griechischen Zif-
fern geschrieben wird. Das Eins-Sein einer Menge, die Eigenschaft
nur ein Ding zu enthalten, das Zwei-Sein einer Menge aus zwei Din-
gen, das Drei-Sein einer Menge aus drei Dingen, dies sind die ersten
mathematischen Abstraktionen, die wir intuitiv vornehmen. Die An-
zahl der Dinge, die wir zdhlen, ist unabhingig von der Art dieser
Dinge, ob es sich um Katzenjungen oder Kohlképfe handelt.

Die Summe macht’s

Keines der Zahlensysteme, die wir bisher betrachtet haben, enthielt
ein Symbol fiir die Menge, die kein Ding enthilt. Das war bei ih-
nen zunichst auch nicht notwendig. Alle diese Systeme sind addi-
tiv: Man addiert einfach die Werte der Symbole (oder Symbolbl6cke)
in der Zahl und erhilt so ihren Wert. Manchmal gibt es Vorschrif-
ten, wie diese Symbole angeordnet sein miissen, beispielsweise, dass
man mit dem grofiten Block auf der linken Seite beginnt. Gewdhn-
lich gibt es jedoch keine Mehrdeutigkeiten, denn der Wert der Zahl
ist einfach die Summe der einzelnen Teile. (Beispielsweise ldsst sich
die romische Zahl MCMLXXIV als die Summe von vier Blocken ver-
stehen: M+CM+LXX+IV, mit der Bedeutung 1000 + 900 + 70 + 4 =
1974.) Soweit so gut, doch wenn man mit wirklich grofen Zahlen



umgehen oder komplizierte Rechnungen ausfiihren mochte, wird es
schwierig.

Betrachten wir beispielsweise die beiden Zahlen MCMLXXIV und
XXXIX als romische Ziffern. Die Summe der beiden ist MMXIIIL
Die tatsdchliche Rechnung ist jedoch deutlich schwieriger, als wenn
wir unsere heutigen Zahlzeichen 1973 und 39 (mit dem Ergebnis
2013) addieren. Hier werden die auf Strichlisten aufbauenden Zah-
len kompliziert. M6chte man mit wirklich grofien Zahlen umgehen
und gleichzeitig mathematische Berechnungen einfach halten, beno-
tigt man eine geschickte Schreibweise fiir Zahlen. Und entscheidend
fiir ein solches System ist die Null.

Jede Stelle hat ihren Wert

Vor einigen Jahrtausenden lebten in Mesopotamien zwischen den
beiden Strémen Tigris und Euphrat mehrere Hochkulturen. Die ers-
ten, um 3000 v. Chr., waren die genialen Sumerer. Sie verwendeten
zur Aufzeichnung ihrer Zahlen weiche Lehmtafeln, in die sie mit dem
keilférmigen Ende ihrer Schreibstifte die Zahlensymbole eindriick-
ten. Diese Schreibweise entwickelte sich schliefdlich zu einem System,
mit dem man alle Zahlen zwischen 1 und 59 durch die Anordnung
von nur zwei keilférmigen Symbolen darstellen konnte.

Doch statt in dieser Weise fortzufahren und immer neue Anord-
nungen und Symbole zu erfinden, machten ihre Nachfolger, die Ba-
bylonier, vor ungefdhr 4000 Jahren einen gewaltigen Sprung: Sie
erfanden ein Stellenwertsystem, das unserem heutigen System sehr
dhnlich ist. Die Zahlen werden in eine Reihe nebeneinander ge-
schrieben, und der Wert jeder Zahl héangt davon ab, an welcher Stelle
in dieser Reihe sie steht.

Wir kénnen das an unserem eigenen Zahlensystem verdeutlichen.
Fiir uns hat die Zahl ,,4“ in 4622 nicht mehr den Wert 4, sondern ihre
Stelle sagt uns, dass unsere Zahl genau 4-mal die 1000 enthilt. Ahn-
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Babylonische Zahlen. © Pikaia Imaging

lich folgt aus der Stelle der 6, dass die Zahl 6-mal die 100 enthélt. Und
die beiden Ziffern 2 stellen verschiedene Werte dar: die linke 2 bedeu-
tet, dass die 10 2-mal enthalten ist, und die rechte 2 entspricht 2-mal
der 1. Was haben die Stellenwerte 1000, 100, 10 und 1 gemeinsam?
Sie sind alle Potenzen von 10, also Zahlen, die wir durch mehrfache
Multiplikation der 10 mit sich selbst erhalten:
1000 = 10-10 - 10 = 10%,
100 = 10 - 10 = 107,
10 = 10%,
1=10° nach mathematischer Ubereinkunft.

O VON NICHTS KOMMT MANCHMAL DOCHETWAS 5



Das System der Babylonier funktionierte ganz dhnlich, aufler dass
es nicht auf Potenzen von 10, sondern auf Potenzen von 60 beruhte.
Einer Ziffer in einer Zahl konnte man entnehmen, wie viele Vielfache
von 1, 60, 60 (= 3600) und so weiter die Zahl enthielt, je nachdem,
an welcher Stelle diese Ziffer stand.

Etwas aus nichts

Das Stellenwertsystem war ein grofSer Fortschritt. Man konnte so sehr
grofie Zahlen aufschreiben, ohne dass man fiir immer grofiere Zah-
len und Groéflenordnungen immer neue Symbole erfinden musste.
Auflerdem wurde es leichter, komplizierte Berechnungen auszufiih-
ren: Ein Teil der Arbeit wird uns durch die Art, wie wir Zahlen auf-
schreiben, abgenommen. Wenn eine Zahl 3-mal die 60 enthilt und
eine zweite Zahl 4-mal die 60, dann enthéilt ihre Summe offensicht-
lich 7-mal die 60. Damit weif man, welche Zahl man an die Stelle,
die fiir die Vielfachen von 60 steht, schreiben muss. Es tritt lediglich
eine Schwierigkeit auf, wenn die Vielfachen von 60 in dieser Zahl
grofler als 60° sind. Dem kann man jedoch durch einen Ubertrag
zur ndchsten Stelle gerecht werden, wie wir das auch aus unserem
eigenen Zahlensystem kennen.

Es gab jedoch einen Haken. Was soll man hinschreiben, wenn
in der gegebenen Zahl gar kein Vielfaches von 60 oder 60? oder ir-
gendeiner anderen Potenz von 60 auftritt? Beispielsweise enthilt die
Zahl 3601 = 60% + 1 kein Vielfaches von 60, und damit wiirde an den
Stelle solcher Vielfache gar keine Zahl stehen. Urspriinglich kenn-
zeichneten die Babylonier eine solche fehlende Zahl, indem sie etwas
Platz liefien. Das erzeugte jedoch eine gewisse Mehrdeutigkeit: Ist
dieser leere Platz beabsichtigt oder hatte der Schreiber in diesem
Augenblick nur einen Schluckauf? Die Babylonier schienen mit die-
ser Mehrdeutigkeit zurecht zu kommen, indem sie ein intuitives Ge-
fiihl fiir die Grofle der Zahlen entwickelten, mit denen sie es in einer



bestimmten Rechnung zu tun hatten. Im
Grunde genommen benétigten sie jedoch
einen Platzhalter, der die verschiedenen
Potenzen von 60 abtrennte.

Um 300 v.Chr. scheint ein solches Sym-
bol in Form von zwei gekippten Keilen in
Gebrauch gewesen zu sein. Sah man ein
solches Symbol, wusste man, dass eine

Das babylonische Platz-
Potenz von 60 fehlte. Das neue raffinierte 4 ‘

halt bol Tren-
Zahlensystem fiihrte zu einer Bliite der attersymborzur fren

babylonischen Mathematik. Nun wurden rung der Potenzen von 60.
komplizierte Berechnungen méglich und
brachten sehr genaue astronomische Tabellen hervor.
Stellenwertsysteme wurden von mehreren Kulturen erfunden,
lange bevor unser heutiges System geboren wurde: von den Chinesen
um 300 v. Chr. und von den Mayas, deren Kultur um 2000 v. Chr. be-
gann und um 500 n. Chr. ihren Hohepunkt erreichte. Beide Systeme
kannten auch ein Platzhaltersymbol. Die Null hatte ihren unaufhalt-

samen Einzug in die Mathematik gefunden.

Nichts ist doch etwas

Keine dieser Kulturen scheint jedoch erkannt zu haben, dass ihr
Platzhaltersymbol - ihre Null - selbst eine Zahl ist. Diese Erkenntnis
stammt, zusammen mit unserem heutigen Zahlensystem, aus Indien.
Schon um 500 n. Chr. verwendeten die Inder ein Stellenwertsystem,
das auf der Basis Zehn beruhte. Im Jahr 499 fasste der Mathematiker
und Astronom Aryabhata das Wesen dieses Systems in seinem Buch
Aryabhatiya wunderbar zusammen:

Von einer Stelle zur néichsten erhdlt man jeweils das
Zehnfache der vorherigen.



Um auf die Null zu verweisen, verwendeten die Inder das Sans-
kritwort fiir ,leer”: s'tinya. Der erste Hinweis auf eine Darstellung der
Null durch einen kleinen runden Kreis stammt aus dem Jahr 870.
Spédter wurde daraus das heute verwendete Symbol fiir die Null.

Besonders wichtig ist jedoch, dass die indischen Mathematiker die
Null als eigenstdandige Zahl behandelten, mit der sie rechnen konnten
und die sogar das Ergebnis einer Aufgabe sein konnte.

Der Mathematiker und Astronom Brahmagupta formulierte in
seinem um 628 veroffentlichten Buch Brahmasphutasiddhanta die
heute bekannten Rechenregeln. Soweit es die Arithmetik betrifft, er-
fasste er auch in diesem Zusammenhang das Wesen des Nichts-Seins
der Null. Heute wiirden wir das folgendermafen ausdriicken:

Wird die Null zu einer Zahl addiert oder von einer Zahl

subtrahiert, bleibt diese Zahl unverdndert:

b+0=0+b=b, b-0=0h.

Null ist die einzige Zahl, fiir die dies zutrifft: Keine andere Zahl lasst
ihren Additions- oder Subtraktionspartner derart unbeeinflusst. An-
genommen, es gdbe eine weitere solche Zahl, die wir mit u (fiir
»unbekannt“) bezeichnen wollen. Da u zu jeder anderen Zahl ad-
diert werden kann, ohne dass sich diese Zahl dndert, muss gelten:

0=0+u.

Und da wir auch 0 zu jeder Zahl addieren kdnnen, ohne dass sich
diese Zahl dndert, gilt ebenso:

0+u=u.

Wenn wir diese beiden Gleichungen zusammensetzen, erhalten

wir
0=04+u=u.

Also ist u dasselbe wie 0!



Nebenbei bemerkt ist dies unser erstes Beispiel fiir einen mathe-
matischen Beweis, also ein Argument, mit dem zweifelsfrei nachge-
wiesen werden kann, dass etwas wahr sein muss. Das Konzept des
Beweises gehort zur Mathematik wie der Fisch in das Wasser. Es wird
uns im Folgenden noch hiufig begegnen.

Eine weitere von Brahmaguptas Regeln betrifft das Verhalten von
Null bei einer Multiplikation:

Null multipliziert mit irgendeiner Zahl ist Null.

Diese kleine Zahl mag in Bezug auf die Addition unaufféllig und be-
scheiden sein, doch im Zusammenhang mit der Multiplikation ver-
schlingt sie alles.

Und was lésst sich iiber die Null in Bezug auf die Division sagen?
Was ist 5 geteilt durch 0 oder 0 geteilt durch 0? Diese Fragen erwie-
sen sich als sehr schwierig, und aus ihnen entwickelte sich Jahrhun-
derte spéter die Form von Mathematik, wie wir sie heute kennen.
Brahmagupta legte sich in seiner Antwort zur ersten Frage nicht so
ganz fest, doch hinsichtlich der zweiten Frage behauptete er steif und
fest, 0 geteilt durch 0 (also g) miisse 0 sein. Nach unserer heutigen
Sichtweise lag er hier falsch. Es zeigte sich, dass ein anderer indi-
scher Mathematiker - Bhaskara II. - in dieser Hinsicht die tieferen
Einsichten hatte.

Vaterliche Liebe

Bhaskara II. lebte im zwolften Jahrhundert, und fiir viele ist er der
grofite indische Mathematiker und Astronom des Mittelalters. Doch
sein bekanntester Beitrag zur Mathematik scheint seinen Ursprung
in etwas zu haben, das heute eher als bose Zwillingsschwester der
Astronomie gilt: die Astrologie. Nach einer Legende soll Bhaskara
dem Horoskop seiner geliebten Tochter entnommen haben, dass sie



kinderlos und unverheiratet bleiben werde. Er wollte sich diesem
Schicksal aber nicht beugen und berechnete einen giinstigen Zeit-
punkt, zu dem ihre Hochzeit stattfinden sollte. Um ganz sicher zu
gehen, dass dieser Zeitpunkt nicht verpasst wiirde, konstruierte er
eine Wasseruhr. Doch seine Tochter mit dem wunderschonen Na-
men Lilavati konnte ihre Neugier nicht zuriickhalten und betrachtete
die Uhr aus der Nédhe. Dabei fiel eine Perle von ihrem Brautkleid in
den Wasserkanal der Uhr und verstopfte ihn. So verpasste man den
giinstigen Augenblick und die Hochzeit fand nicht statt! Zum Trost
versprach der verzweifelte Bhaskara seiner Tochter, in ihrem Namen
ein Buch zu schreiben, das ewigen Bestand haben sollte. Zum Gliick
fiir sie (und uns) handelte es sich um ein Mathematikbuch.

Das Lilavati ist nur ein Teil eines groferen Werks mit der Bezeich-
nung Siddhanta Shiromani, iibersetzt aus Sanskrit Krone der Abhand-
lungen. Es behandelt eine erlesene Auswahl mathematischer Fragen
und enthalt viel Arithmetik, aber auch Geometrie und Algebra. Einige
Fragen sind direkt an Lilavati ,,mit ihren Rehkitzaugen” gerichtet, und
viele davon werden in einer dichterischen Sprache formuliert, von
der unsere Lehrbiicher nur triumen konnen. Hier ein Beispiel:

Die Quadratwurzel der Hiilfte der Bienen eines Schwarms ist
zu einem Jasminstrauch geflogen, ebenso wie acht Neuntel des
gesamten Schwarms: Eine weibliche Biene schwirrt zu einem
zuriickgebliebenen Mdnnchen, das summend gefangen ist in
einer Lotusbliite, deren Duft es in der Nacht angezogen hatte.
Sage mir, liebliche Frau, die Anzahl der Bienen.

Falls Sie die Antwort nicht wissen, finden Sie sie in der Fufdnote*.

* Antwort zur Bienenfrage an Lilavati:

Es sei x die Anzahl der Bienen. Dann ergibt sich aus der Beschreibung die Gleichung \/g +
8x+2 = x, woraus nach einigen Umformungen & x* — 1Zx + 4 = 0 folgt. Die Losung lautet
x="72.
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Im Lilavati nennt Bhaskara auch einige Regeln zum Rechnen mit
null, unter anderem auch eine, die sich folgendermafen deuten lésst:
Fiir jede Zahl a ist

a-0 0
—=—-=a.
0 0
Diese Regel scheint anzudeuten, dass g alles sein kann - jede belie-
bige Zahl a. Einen Nachhall davon werden wir gleich noch sehen.
Bhaskaras grofie Erkenntnis finden wir jedoch in einer weniger be-
a

kannten Arbeit, der Vija-Ganita. Hier untersucht er, was § sein

kénne:

Man bestimme den Quotienten % Dieser Bruch, dessen Nenner
Null ist, muss eine unendliche GrifSe sein. In dieser Grifse ...
gibt es keinen Wandel, unabhdingig davon, wie viel man hin-
zugibt oder wegnimmt, denn im unendlichen und unwandel-
baren Gott findet keine Verdnderung statt.

Nach Bhaskara sollte das Ergebnis der Teilung durch null also un-
endlich sein. Diese Zahl identifiziert er mit einem unverdnderlichen
Gott, da unendlich sich bei der Addition oder Subtraktion endlicher
Zahlen nicht dndert. Heute wiirden viele Mathematiker dem wider-
sprechen, doch man kann leicht nachvollziehen, wie Bhaskara zu die-
ser Vorstellung kam. Unterteilt man einen Streckenabschnitt in im-
mer kleinere Teilstiicke, wird die Anzahl der Teilstiicke immer grofier.
Und wenn die Linge der einzelnen Stiicke gegen null geht, wird ihre
Anzahl eben unendlich.

Von oben und unten

Unter gewOhnlichen Umstédnden verhilt sich die Division schén kon-
tinuierlich. Teilt man 1 durch eine Folge von Zahlen, die sich immer

(o) 1



mehr der 2 ndhern, ndhert sich das Ergebnis zunehmend % =0,5:

| ~

= 0,5263...,
1.9
1
—— =0,5025...,
1,99
1
— = 0,5003...
1,999

und so weiter. Teilen wir jedoch eine Zahl durch eine Folge von Zah-

len, die sich immer mehr der 0 ndhern, erhalten wir:

1
—— = 1000,
0,001
= 10.000,
0,0001
———— =100.000,
0,00001
1
————— =1.000.000.
0,000 001

Diese Zahlen werden immer grofSer und ndhern sich bzw. gehen ge-
gen unendlich. Es scheint also, dass man unendlich erhilt, wenn man
eine Zahl durch 0 teilt.

Doch ganz so einfach ist es leider nicht. Denken wir an die Zahl 0
auf einem Thermometer: Die positiven Temperaturen stehen ober-
halb und die negativen unterhalb. Wir markieren die Zahlen, durch
die wir oben geteilt haben, auf dem Thermometer. Das Ergebnis ist
eine Folge von Zahlen, die sich auf dem Thermometer von der Seite
der positiven Temperaturen der 0 ndhert. Wir hdtten uns aber ebenso
gut im negativen Temperaturbereich der 0 ndhern kénnen. Dann hat-
ten wir durch negative Zahlen geteilt, beispielsweise durch — 0,001,
—0,0001, —0,00001, —0,000001 und so weiter. Teilen wir eine po-
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sitive Zahl, z.B. 1, durch eine negative, so ist das Ergebnis negativ,
in diesem Fall:

1
= —1000,
—0,001
1
——F— = -10.000,
—0,0001
1
——— = —100.000,
—-0,00001
1
——————— = —1.000.000.
—0,000 001

Auch diese Folge geht irgendwie gegen unendlich, doch dieses Un-
endlich scheint in der entgegengesetzten Richtung zu liegen! Statt
auf dem Thermometer immer hoher zu klettern, fallen wir immer
tiefer. Gibt es so etwas wie minus unendlich? Das sind schwierige
Fragen. Die moderne Mathematik ldsst sich auf diese Diskussion erst
gar nicht ein: Sie legt einfach fest, dass das Ergebnis einer Teilung
durch 0 nicht definiert ist.

Zu den Grenzen

Doch was ist mit 0 geteilt durch 0? Nichts geteilt durch etwas ist im-
mer noch nichts. Das ist unbestritten, wie schon Brahmagupta fest-
gestellt hatte. Wenn wir also Null durch eine Folge von Zahlen teilen,

die sich null ndhern, erhalten wir immer 0:

0
— =0,
0,1
0
—— =0,
0,01
0
— =0.
0,001



Dasselbe gilt, wenn wir durch die negativen Zahlen teilen:

0
— =0
-0,1
0
=0
-0,01
0
=0
—0,001

und so weiter. Sollten wir also doch in Ubereinstimmung mit Brah-
magupta festlegen, dass (9) =0?

Doch auch hier gibt es wieder einen Haken. Wir konnen zwei Zah-
lenfolgen betrachten, die sich beide null ndhern, z.B.

0,01, 0,001, 0,0001, ...
und
0,02, 0,002, 0,0002, ...

Was erhalten wir nun, wenn wir entsprechende Terme durcheinander
teilen? Wir erhalten

0,02
2 _9
0,01

0,002
0,001

0,0002
0,0001

0,00002
0,00001

und so weiter. Beide Folgen, sowohl die oberhalb des Bruchstrichs als
auch die unterhalb, gehen gegen null. Kann man hieraus schliefien,
dass (6) gleich 2 ist? Hitten wir jedoch umgekehrt geteilt, also die Zah-
len in der ersten Folge durch die Zahlen der zweiten, hitte dasselbe
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Argument ergeben, dass 3 gleich § sein sollte! Es zeigt sich, dass man
beide Folgen immer so wahlen kann, dass fiir § jedes beliebige Er-
gebnis herauskommen kann. Deshalb enthalten sich die Mathemati-
ker auch in diesem Fall. Offiziell ist die Antwort zu g nicht definiert.
Nichts geteilt durch nichts geht nicht!

Trotz dieser Schwierigkeiten und dank der anfénglichen Bemii-
hungen von Bhaskara und seinen Zeitgenossen sind wir heute froh,
Null sowohl als Platzhalter in unserem Zahlensystem als auch als eine
eigenstdndige Zahl verwenden zu kénnen. Und in unserem heutigen
digitalen Zeitalter wurde die Null sogar noch wertvoller. Um jedoch
das Geheimnis von Information liiften zu kénnen, miissen wir die
Macht der Null mit der Zahl 1 kombinieren.



Eins ist alles, was man
braucht

Versuchen wir es noch einmal: Im Anfang war die 1. Und 1 ist alles,
was man braucht. Denken wir an die natiirlichen Zahlen: 1, 2, 3 und
so weiter. Wir erhalten sie durch wiederholte Addition von 1, z.B.:
2=141,4=1+141+4+1,7=1+4+1+1+1+1+1+1. Das ist zwar
langweilig aber einfach. Und wenn wir in Gedanken fiir jede 1, die
wir addieren, einen Schritt entlang einer Geraden machen, kénnen
wir sdmtliche natiirlichen Zahlen immer mit demselben Abstand 1

nebeneinander aufreihen.

11 1 1 1 1 1 |
L L !
9 -8-7-6 -5-4-3-2-101 2

y4 ]
< ]

o =+
QO
B ——
Gl
) —t—
e .
CO
O —t—
—

o

-1

Die Zahlengerade.

Dieses Konzept einer Zahlengeraden ist erstaunlich niitzlich. Die Ad-
dition wird einfach zu einer Bewegung nach rechts: Wollen wir 4 zu 6
addieren, beginnen wir bei 6 und spazieren 4 Schritte weiter. Hitten
wir bei 4 begonnen und 6 Schritte nach vorne gemacht, wiren wir bei
derselben Stelle gelandet. Das erscheint sinnvoll, da die Reihenfolge
bei der Addition keine Rolle spielt - sie ist kommutativ.

Subtraktion bedeutet, dass man zuriickgeht: 6 — 4 bedeutet, von
6 aus vier Schritte nach links zu gehen. Das ist einfach! Auf diese
Weise kommen auch die negativen Zahlen ins Spiel. Gehen wir von
der 0 aus 6 Schritte zuriick, landen wir bei —6, und gehen wir von 4
aus 8 Schritte nach links, gelangen wir zu — 4. Ebensogut hétten wir
von — 8 vier Schritte nach vorne gehen konnen, was uns zeigt, dass
4—8 = —-8+4 = —4. Auch die Subtraktion ist kommutativ, wenn wir
sie uns als die Addition einer negativen Zahl vorstellen.
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Selbst die Multiplikation beugt sich der Macht der 1 und ihrer
Wiederholungen: 2 - 4 bedeutet, dass man von 0 aus zweimal vier
Schritte nach vorne geht, oder, was das Gleiche ist, viermal zwei
Schritte nach vorne (die Multiplikation ist ebenso wie die Addition
kommutativ). Die Multiplikation 2 - —4 bedeutet, dass man zweimal
vier Schritte zuriick geht, also zu — 8. Wir hétten ebenso auch vier-
mal zwei Schritte zuriickgehen konnen; das verdeutlicht 2 - —4 =
—2 -4 = —8. Das haben wir auch in der Schule gelernt: ,plus mal
plus ist plus“ und ,plus mal minus ist minus”

Es bleibt jedoch noch ein etwas haariger Fall: Was ergibt ,, minus
mal minus“? Wie wir aus jedem Schulbuch wissen, ist das Ergeb-
nis positiv - doch weshalb? Lehrer sagen oft, so sei es halt. Es sei
so festgelegt worden, damit die Rechenregeln widerspruchsfrei blei-
ben. Doch die Zahlengerade gibt uns eine gewisse Intuition, weshalb
diese Festlegung sinnvoll ist. Ein Minuszeichen zeigt eine Richtungs-
umkehr an: —2 - 3 bedeutet ,,mache dreimal 2 Schritte nach hin-
ten‘, es kann aber auch interpretiert werden als: ,mache zweimal drei
Schritte, aber mache sie zuriick statt nach vorne® Allgemeiner l&sst
sich —2 . irgendeine Zahl n deuten als: ,Mache zweimal n Schritte,
aber in die umgekehrte Richtung als die durch n vorgegebene”
Wenn also die Zahl n negativ ist, beispielsweise —2 - -3, dann sollte
man 6 Schritte nach vorne gehen: —2.-3 = 6.

Ein oder Aus?

Mit der 1 gelangen wir also {iberall hin, soweit es die ganzen Zah-
len und ihre Rechenregeln betrifft. Doch das Leben ist etwas kom-
plizierter. Der Alltag stellt uns oft vor eine Wahl zwischen mehreren
Moglichkeiten, mindestens zwei: links oder rechts, Tee oder Kaffee,
Hund oder Katze. Fiir Maschinen ist eine besondere Alternative von
besonderer Bedeutung: ,ein“ oder ,aus’, was wir als 0 (aus) und 1
(ein) schreiben kénnen. Es zeigt sich, dass diese grobe Alternative
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alles ist, was man wirklich braucht: Die bindre Welt ist der Motor in
unserem digitalen Leben.

Um das einzusehen, beginnen wir mit Zahlen. Wie wir im Kapitel 0
gesehen haben, hingt unsere Darstellung der Zahlen von zwei Din-
gen ab: den zehn Symbolen 0 bis 9 und ihrer Stelle in einer Zahl,
aus der wir ihren Wert ablesen. Die 7 in 7325 steht fiir 7 - 1000,
die 3 fir 3 - 100, die 2 fur 2 - 10 und die 5 fiir 5 - 1. Was ist an 10,
100, 1000 usw. so speziell? Es sind alles Potenzen von 10: 10 = 10%,
100 = 102, 1000 = 10°%. Selbst 1 ist eine Potenz von 10, denn in der
Mathematik wurde festgelegt, dass 10° = 1 ist. Wir haben ein dezi-
males Stellenwertsystem, bei dem also die Zahl 10 die Basis ist.

Doch die Auszeichnung der 10 ist willkiirlich. Wir kénnen ebenso
nur zwei Symbole wihlen, 0 und 1, und mit Potenzen von 2 arbeiten.
Die Zahl 2, die von der Form 1-2! +0-2° ist, wird als bincire Zahl zu
10. Die Zahl 3 ist 1-2! + 1 -2° und wird in der binédren Darstellung
zu 11. Vier entspricht 1-22 + 0 - 2! + 0 - 2° und hat somit 100 als
binédre Form. Es folgen alle Zahlen von null bis zehn in ihrer binidren
Darstellung:

0 null
eins
10 zwei
11 drei
100 vier
101 fiinf
110 sechs
111 sieben
1000 acht
1001 neun
1010 zehn

Auf diese Weise lassen sich alle positiven Zahlen als binédre Folge aus
Oen und len darstellen. Mit einer zusitzlichen Ziffer an der Spitze
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einer solchen Folge, die das Vorzeichen festlegt, kann man auch
negative Zahlen einbeziehen (dafiir gibt es verschiedene Konven-
tionen). Mochte man auch Zahlen darstellen, die nicht ganzzahlig
sind, wiederholt man dasselbe mit Potenzen von % So steht der bi-
nire Ausdruck 0,111 fiir 1- (%)1+1-(%)2+1~(%)3 = 0,875 in dezimaler
Schreibweise. Und der bindre Ausdruck 11,01 bedeutet

. o 1\' 1\’ 1\’ 1
1:2741-2040- (=) +1- (=) =241+(2) =241+,
2 2 2 4

was dasselbe ist wie die Dezimalzahl 3,25.

Jede Zahl, die man als Dezimalzahl schreiben kann, ldsst sich auch
als Folge von Oen und len ausdriicken. Und genau dies ist die Dar-
stellung von Zahlen in Computern.

Wahr oder falsch?

Koénnte man jedoch mit Computern nur Zahlen manipulieren, wéaren
sie nichts anderes als bessere Taschenrechner. Ihre eigentliche Stérke
liegt in ihrer Féahigkeit, aufwendige und komplexe Aufgaben erledi-
gen zu konnen, sodass ich iiber sie meinen Urlaub buchen oder eine
langweilige Teambesprechung iiberleben kann, indem ich verbote-
ner Weise Minesweeper spiele. Computer konnen solche Aufgaben
16sen, weil sie auf einer grundlegenden Annahme aufbauen: Alles ist
entweder wahr oder falsch. Im Alltag ist das nicht immer richtig, in
der Mathematik (meistens) schon. Dies veranlasste den Mathemati-
ker George Boole (1815-1864) im 19. Jahrhundert, ein ganzes System
der Logik zu formulieren.

Boole’sche Logik beruht auf der Idee, dass Aussagen mit Worten
wie UND oder ODER aneinandergereiht werden kénnen. Ob eine
derart zusammengesetzte Aussage wahr oder falsch ist, hdngt davon
ab, ob ihre Bestandteile wahr oder falsch sind. Angenommen, Sie
wissen, dass die Aussage ,Jim kommt auf mich zu“ wahr ist. Wird
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dadurch auch die Aussage ,Jim kommt auf mich zu UND Jim ist tot“

wahr? Nein, natiirlich nicht. (Es sei denn, Jim ist ein Zombie, und

dann nichts wie weg!) Eine zusammengesetzte Aussage P UND Q

ist nur dann wahr, wenn beide Teilaussagen P und Q wahr sind. Es

reicht nicht, wenn nur eine der Teilaussagen wahr ist. Und sind sogar

beide Teilaussagen falsch, ist ihre Zusammensetzung natiirlich auch

falsch.

Wir konnen dies in einer
Wahrheitstabelle fiir den UND-
Operator zusammenfassen.
Diese Tabelle enthilt samtliche
Kombinationen von wahr und
falsch fiir die beiden Teilaus-
sagen P und Q und nennt uns
das entsprechende Ergebnis fiir
P UND Q.

Der ODER-Operator ist et-
was freiziigiger. Die zusammen-
gesetzte Aussage P ODER Q,
beispielsweise ,Jim kommt auf
mich zu ODER Jim ist tot“ ist
wahr, wenn eine der beiden
Teilaussagen wabhr ist.

Neben UND und ODER defi-
nierte Boole noch einen NICHT
Operator, der nur eine einzelne
Aussage als Eingabe verlangt.

Wenn die Aussage ,Jim
kommt auf mich zu“ wahr ist,
dann ist offensichtlich ,Jim
kommt NICHT auf mich zu“

P Q
wahr wahr
wahr = falsch
falsch =~ wahr

falsch = falsch

P UND Q@
wahr
falsch
falsch

falsch

Wahrheitstabelle fir UND.

P Q P ODER Q

wahr  wahr
wahr  falsch
falsch  wahr

falsch falsch

wahr
wahr
wahr

falsch

Wahrheitstabelle fir ODER.

P NICHT P
wahr falsch

falsch wahr

Wahrheitstabelle fir NICHT.

falsch und umgekehrt. NICHT vertauscht also einfach den Wahr-

heitswert einer Aussage.
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Mit UND, ODER und NICHT lassen sich alle moglichen Kombi-
nationen von komplizierten Aussagen zusammenstellen, und indem
man sich stur durch die Wahrheitstabellen durcharbeitet, kann man
auch immer entscheiden, ob die zusammengesetzten Aussagen wahr
oder falsch sind.

Logische Berechnungen

Das Durchackern solcher Wahrheitstabellen klingt kompliziert und
langweilig, doch indem wir es als mathematisches Problem formu-
lieren, kdnnen wir uns die Arbeit vereinfachen. Boole hatte genia-
lerweise erkannt, dass sich bindre logische Operationen sehr dhnlich
verhalten wie unsere gewohnlichen Rechenoperationen, mit ein paar
kleinen Abwandlungen.

Zunichst sind die Variablen unserer neuen Form der Arithmetik
(die man Boole’sche Algebra nennt) logische Aussagen (etwas verein-
facht sind das Sétze, die entweder wahr oder falsch sein konnen, wie
,Jim ist ein Zombie“). Da diese nur zwei Werte annehmen koénnen,
schreiben wir 0 fiir eine falsche Aussage und 1 fiir eine richtige Aus-
sage. Dann wird ODER zu einer Art der Addition von Nullen und
Einsen:

0+ 0 =0 (da ,P ODER Q“ falsch ist, wenn sowohl P als auch
Q falsch sind),

1+0=0+1=1 (da ,wahr ODER falsch“ und ,falsch ODER
wahr” beide wahr sind),

1+1=1 (da ,wahr ODER wahr“ wahr ist).

UND wird zu einer Form der Multiplikation:

0-1=1-0=0 (da sowohl ,falsch UND wahr” als auch ,wahr
UND falsch” falsch sind),



