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Vorwort

Nichtlineare Regelungs- und Steuerungsverfahren kommen iiberall dort zum Einsatz, wo
die Leistungsfahigkeit linearer Methoden an ihre Grenzen st6f3t. An- und Abfahrvorgéinge
bzw. Arbeitspunktwechsel in chemischen Reaktoren, die hochprézise Lageregelung von
Starrkérpern im Raum (beispielsweise Effektoren von Industrierobotern oder autonome
Flugkérper) oder die Regelung leistungselektronischer Baugruppen maogen als Beispiele
dienen. Vor diesem Hintergrund verwundert es nicht, dass Ansatze zur nichtlinearen Re-
gelung in der industriellen Praxis zunehmend auf Interesse stofen, um die Ausbeute und
Zuverlissigkeit der zugrundliegenden technischen Prozesse zu erhéhen. Gleichwohl ist
der in der nichtlinearen Regelungstheorie verwendete mathematische Apparat gefiirchtet.
Genau an dieser Stelle setzt dieses Lehrbuch an: Die Darstellung ist einerseits in sich ma-
thematisch schliissig und nachvollziehbar, andererseits aber auch in einer fiir Ingenieure
verstindlichen Sprache formuliert. Der inhaltliche Fokus des Buches liegt dabei auf der
Methode der exakten Linearisierung zum Regler- und Beobachterentwurf.

Das Buch richtet sich maf3geblich an Studierende der Elektrotechnik und Mechatronik
in der Vertiefungsrichtung Automatisierungs- bzw. Regelungstechnik, die bereits {iber
fortgeschrittene regelungstechnische Kenntnisse verfiigen. Doktoranden kénnen anhand
des Buches ihr systemtheoretisches bzw. regelungstechnisches Verstindnis nichtlinearer
Systeme vertiefen. Fiir Ingenieure in der Industrie, die mit der Regelung nichtlinearer
Systeme konfrontiert sind, werden verschiedene Entwurfsansitze detailliert beschrieben.

Im Teil I des Buches werden nach einigen Einfithrungsbeispielen die benétigten ma-
thematischen Konzepte aus den Bereichen der linearen Algebra, der Vektoranalysis bzw.
der Differentialgeometrie vermittelt. Zur Festigung der Lehrinhalte sind am Ende der
» Kap.2 und 3 Ubungsaufgaben vorgesehen. Die Teile IT und III behandeln den Regler-
bzw. Beobachterentwurf. Die jeweilige Herangehensweise bzw. Entwurfsmethodik wird
an verschiedenen Beispielen veranschaulicht bzw. durch den Einsatz des Open-Source-
Computeralgebrasystems MAXIMA illustriert.

Erste Skizzen zum vorliegenden Buch entstanden in Verbindung mit der Vorlesung
»Mathematische Grundlagen der nichtlinearen Regelungstheorie®, die ich im Sommerse-
mester 2006 an der Fakultidt Mathematik und Naturwissenschaften der TU Dresden hielt.
Diese Lehrveranstaltung fiihre ich seit 2007 als Wahlpflichtfach ,,Nichtlineare Regelungs-
technik 2 fiir verschiedene Ingenieurstudiengdnge fort. Meine zehnjahrige Lehrtatigkeit
in diesem Gebiet hat das vorliegende Buch mafigeblich gepragt.

Es ist mir ein Bediirfnis, zuallererst meinem Lehrer, Herrn Prof. Kurt Reinschke,
fiir seine langjahrige Unterstiitzung zu danken. Besonderer Dank gilt auch Herrn Prof.
Andreas Griewank fiir seine Anregungen zur Beschiftigung mit dem algorithmischen
Differenzieren. Ebenso méchte ich Herrn Prof. Wolfgang V. Walter danken, durch den
ich in den Jahren 2006 bis 2007 die Vertretung der Professur ,, Wissenschaftliches Rechnen
und Angewandte Mathematik wahrnehmen konnte.

Bei der Gestaltung der dem Buch zugrundeliegenden Vorlesung und der Konzeption
des Manuskripts haben mich zahlreiche Diplomanden, heutige und ehemalige Mitarbei-
ter und Doktoranden unterstiitzt. Besonderer Dank gilt Dr. Carsten Knoll, der das Buch
durch zahlreiche Verbesserungsvorschlige erheblich bereichert hat. Auflerdem danke ich
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Dr. Jan Winkler, Dr. Matthias Franke und Prof. Frank Woittennek fiir die interessanten
und hilfreichen Diskussionen wihrend der Entstehung dieses Buches. Herrn M.Sc. Rick
Vofiwinkel danke ich fiir die sehr gewissenhafte Durchsicht des Manuskripts. Mein Dank
gebiihrt auch Dr. Carsten Collon, Dipl.-Ing. Mirko Franke, Dipl.-Ing. Chenzi Huang,
Dipl.-Ing. Fabian Paschke, Dipl.-Ing. Klemens Fritzsche, Dipl.-Ing. Gunter Nitzsche und
Dipl.-Ing. Robert Huber.

Zahlreiche Diskussionen bei Konferenzen, Tagungen und Workshops haben mein
Verstindnis fiir nichtlineare Systeme vertieft. Fiir fachliche Anregungen mochte ich da-
her Dr. Albrecht Gensior (TU Dresden), Associate Prof. Pranay Goel (Indian Institute of
Science Education and Research, Pune), PD Dr. Lutz Groll (Karlsruher Institut fiir Tech-
nologie), Prof. Alan F. Lynch (University of Alberta, Kanada), Prof. Jaime A. Moreno
(Universidad Nacional Auténoma de México), Prof. Joachim Rudolph (Universitat des
Saarlandes), Prof. Andrea Walther (Universitit Paderborn) und Prof. Zeitz (Universitit
Stuttgart) danken.

Frau Eva Hestermann-Beyerle und Frau Birgit Kollmar-Thoni vom Springer-Verlag
danke ich fiir die angenehme Zusammenarbeit. Mein Dank gilt auch dem De Gruyter-
Verlag fiir die Nutzungsgenehmigung im Zusammenhang mit » Kap. 7. Meiner Frau und
meinen Kindern danke ich fiir ihre Geduld und ihr Verstidndnis.

Dresden, Marz 2017 Klaus Rébenack
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4 Kapitel 1 - Motivationsbeispiele

Dieses Kapitel befasst sich mit der Modellierungen einiger technischer Beispielsysteme,
bei denen man auf nichtlineare Modellgleichungen gefiihrt wird. Auf diese Beispielsys-
teme wird in den weiteren Kapiteln mehrfach zuriickgegriffen.

1.1 Mobiler Roboter

Mobile Roboter spielen eine wichtige Rolle bei der automatisierten Lagerhaltung und bei
flexiblen Fertigungsprozessen, finden aber auch als Inspektions- bzw. Serviceroboter An-
wendung. B8 Abb. 1.1 (links) stellt einen fiir Lehrzwecke entwickelten mobilen Roboter mit
zwei Radern dar [Rob15].

Fiir den mobilen Roboters wird nachfolgend ein kinematisches Modell hergeleitet.
Dieses Modell beschreibt die Bewegung in der Ebene ohne Beriicksichtigung der die
Bewegung verursachenden Krifte. Der Antrieb des Roboters erfolgt iiber zwei Rider
mit dem Radius ». Das linke Rad habe die Winkelgeschwindigkeit w;, das rechte die
Winkelgeschwindigkeit wg. An den Auflagepunkten der Rdder erhilt man die Tangen-
tialgeschwindigkeiten

VL = @rr,

VR = WRF.

Fir unterschiedliche Winkelgeschwindigkeiten (also w; # wg) dreht sich der Roboter.
Wir stellen uns diese Drehung als Umfahrung eines (fiktiven) Punktes P vor, der zum
Mittelpunkt Q des Roboters den Abstand R habe. Linkes und rechtes Rad haben von dem
Punkt P die Abstinde

Ry

R+
Rrp =R-

>
El

N~ o~

B Abb. 1.1 Mobiler Roboter, Prototyp nach [R6b15] (links), Modell in der (x1, x2)-Ebene (rechts)



1.1 - Mobiler Roboter

wobei L den Abstand beider Rider voneinander bezeichnet. Beschreibt man die Rotation
um den Punkt P mit dem in 8 Abb. 1.1 (rechts) eingefithrten Winkel ¢, so erhélt man die
Rotationgeschwindigkeit

w=¢ (11)

als zeitliche Ableitung des Winkels. Zu den Tangentialgeschwindigkeiten der beiden
Réder besteht dann der Zusammenhang

v = wRy,
VR = C()RR.

Aus gegebenen Winkelgeschwindigkeiten w; und wr der Motoren kann man damit
einerseits die Rotationsgeschwindigkeit des Roboters um die eigene Achse bestimmen

,
w = — (v —wp),
7 (wp — wp)
andererseits auch den Abstand
L +
PR (M)
2 Wy — WR

zwischen dem Punkt Q und dem Drehpunkt P. Damit erhilt man zugleich die translato-
rische Geschwindigkeit

’
v:wR:E(a)L-i-a)R)

des Roboters. Mit dem Winkel ¢ und der Geschwindigkeit v lisst sich die translatorische
Bewegung beschreiben:

X1 = v sing,
! v (12)

X, = v cos @.

Fithrt man den Zustand

X1 X1
X = X2 = X2
X3 ¢

sowie die Eingénge #; = v und u» = w ein, so liefert die Kombination aus (1.1) und (1.2)
das kinematische Gesamtmodell

)'Cl sin X3 0
X | = | cosxz Jur+ | 0 |u. (1.3)
X3 0 1
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Bedingt durch die Winkelfunktionen liegt damit ein Modell als nichtlineares Differen-
tialgleichungssystem vor. Genauer gesagt ist das Modell (1.3) nichtlinear beziglich des
Zustands x, aber linear hinsichtlich der Eingdnge #; und u;.

Das kinematische Robotermodell (1.3) ldsst sich als einachsiges Fahrzeugmodell auf-
gefassen. Kinematische Fahrzeugmodelle werden auch bei aktuellen Forschungsvorhaben
genutzt, beispielsweise bei der Spurregelung und beobachterbasierten Spurschitzung fiir
mehrachsige, mehrgliedrige bzw. mehrachsgelenkte Fahrzeuge (LKWs, LKWs mit An-
hinger, iiberlange Beférderungssysteme wie z. B. AutoTram®, siche [HZWR12, NVR" 14,
RSWK16]).

1.2  Wagen mit Pendel

Verladebriicken bzw. Briickenkrine werden in Montagehallen, in Lagern und auf Gtiter-
umschlagplitzen (z. B. Giiterbahnhéfen, Hifen) eingesetzt. Fiir eine schnelle Bewegung
bzw. hochprizise Positionierung der zu transportierenden Lasten ist eine Regelung
erforderlich.

Aus physikalischer Sicht kann man eine Verladebriicke als ein horizontal bewegliches
Pendel auffassen. @ Abb. 1.2 zeigt einen Wagen, an welchem ein Pendel der Lange ¢ ange-
bracht ist. Zur Vereinfachung gehen wir von einer festen Seillinge £ aus. Der Wagen habe
die Masse m, die Last die Masse m,. Das Seil selber werde als masselos angenommen. Die
Lage des Systems wird durch die Wagenposition ¢; und den Pendelwinkel ¢, beschrieben.
Eine auf den Wagen wirkende Kraft /- stellt den Eingang des Wagen-Pendel-Systems dar.

Die kinetische Energie hat die Form

mp ., my ., .5
T:7q1+7(s+ys)’
wobei die Position der Last durch die Koordinaten

Xg =¢q1 +{sing;
ys = £ Ccosqr

beschrieben wird. Daraus ergibt sich unmittelbar

B Abb. 1.2 Wagen mit Pendel




1.2 - Wagen mit Pendel

my+my . . my ,.
—q% +mylg1g cosq + 76251%.

T =
Mit der potentiellen Energie

V = mpgl(l —cos gy)

erhilt man die Lagrange-Funktion L = T — V. Die Bewegungsgleichungen haben die
Form

M(q)q + Clg,q) +K(q) = Q

mit der Massematrix

M(q) = my +my €my cos q;
D= ZWIQ COS g2 EZWZQ ’

Die Vektoren C und K beinhalten die Zentrifugal- und Corioliskrafte bzw. die Potential-
krafte

i —myg? sing 0
C(q,q)=< 23 2>, K(q)=<m2ggsinq2>-

Als duflere Krifte wirken die Reibungskrifte (viskose Reibung mit den Koeffizienten d,
und d5) sowie die auf den Wagen eingepragte Kraft f

[ F—diqu
Q_< _dzqz >.

Mit dem Zustand x = (¢1,§1,42,¢2)” und dem Eingang u = f erhilt man das folgende
nichtlineare Modell:

X 1 = X2
_ mzézxi sinx3—d €xp+cos x3(mygl sinx3+dyxs ) +Hu

Xy = -

2 E(mlerz sin’ X3) (1 4)
X3 =X4
% —(m+my)(mygl sin x3+dpx4)—cOS X3 (KZ m3x3 sinx3—d €max, )%mzu cosx3

e

Zznzz(n1|+n72 sin’ x;)

Das Modell ist nichtlinear im Zustand x, aber affin im Eingang u.
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1.3 Hochsetzsteller

Mit Spannungswandlern lassen sich verschiedene Spannungsniveaus aneinander anpas-
sen, z. B. zwischen einer bereitgestellten Versorgungsspannung und einem Verbraucher.
Gleichsspannungswandler sind beliebte Objekte fiir die Erprobung und den Vergleich
nichtlinearer Regelungsverfahren [SRLA91, Kug00, GWRGO06]. Aufgrund ihres Wir-
kungsgrades werden geschaltete Spannungswandler in vielen Bereichen der Leistungs-
elektronik und der Antriebstechnik eingesetzt.

Ein Hochsetzsteller bzw. Aufwartswandler (engl. Boost Converter) ist ein Gleich-
spannungswandler, der eine Eingangsspannung in eine hohere Ausgangsspannung iiber-
fihrt [EM04, BMB14]. Das Schaltbild in @ Abb.1.3 zeigt die grundsitzliche Schal-
tungstopologie bzw. das Netzwerkmodell eines Hochsetzstellers. Der Leistungstransistor
wird zusammen mit der Freilaufdiode als Umschalter modelliert, wobei d = 1 einem
durchgesteuerten Transistor und d = 0 einem sperrenden Transistor entspricht.

Fiir den Spulenstrom / gilt aufgrund des Maschensatzes

Ii—E+ 0fird =1,
U furd = 0.

Die Bilanzierung der in den Kondensator flieflenden Strome (Knotensatz) liefert

CU=-——
R I fird = 0.

U { 0 fird = 1,

+
Mit Einfithrung des Vektors x = (x1,x)7 = (I, U)T erhilt man das Differentialglei-
chungssystem

. 1 E
)'cl =1 fa?zxz + 1—, (15)
Xy = (1 =d)gx1 — zeXa-
Das System ist aufgrund der Produktbildung zwischen dem Eingang ¢ und den Kompo-
nenten des Zustands x nichtlinear. Ein solches Modell nennt man auch bilinear [Sch91].
Der Eingang d beschreibt das Verhalten des als Schalter modellierten Transistors und
kann zunichst nur die diskreten Werte d € {0, 1} annehmen. In diesem Kontext liegt mit
GL. (1.5) ein geschaltetes Modell (engl. switched model) vor. Mit einer Pulsweitenmo-
dulation (kurz PWM, engl. pulse width modulation) lassen sich auch Zwischenwerte

M L

B Abb. 1.3 Prinzipschaltbild (links) und Netzwerkmodell (rechts) eines Hochsetzstellers
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B Abb. 1.4 Signalverlauf des d(t) A T ‘ T ‘ T ‘
Eingangs d bei Pulsweitenmodulation e
(PWM) d=1

Zeitt

einstellen (siche @ Abb.1.4). Das Verhiltnis der Einschaltzeit mit d = 1 gegeniiber der
Schaltperiode 7 > 0 bezeichnet man dabei als as Tastverhéltnis d (engl. duty ratio),
welches Werte aus dem Intervall d € [0, 1] annehmen kann.

Das Tastverhiltnis d gibt den Mittelwert des Schaltsignals d iiber eine Periode T an:

t+T

Ezm:lT / d(t)dr.

t

In analoger Weise kann man auch fiir alle anderen Systemgréf3en (Stréme, Spannungen,
ggf. Ladungen usw.) gemittelte Groflen einfithren. In diesem Sinne erhélt man mit
T

1
xi(t) = T /xi(T)dT fir i=1,2

t

die gemittelten Zustandskomponenten aus dem Modell (1.5). Der zeitliche Verlauf der
gemittelten Grof3en lasst sich wiederum durch ein Differentialgleichungssystem beschrei-
ben. Fiir den Grenziibergang 7 — 0, was aus technischer Sicht durch eine hinreichend
hohe Schaltfrequenz 1/T angendhert wird, erhilt man fiir die gemittelten Gréflen das
gemittelte Modell (engl. averaged model):

= —(ltdzz_x2+l%_ (16)

= —d)Exl — zcX2-
Da das gemittelte Modell (1.6) in seiner Struktur vollstindig mit dem Modell (1.5) tiber-
einstimmt, wird man in der praktischen Handhabung darauf verzichten, die gemittelen
Groflen separat auszuweisen. Den Reglerentwurf fithrt man an dem (hinsichtlich des
Eingangssignals wertkontunierlichen) gemittelten Modell durch, bei der Implementie-
rung wird das Reglerausgangssignal nach einer Pulsweitenmodulation dem geschalteten
System zugefiihrt.
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12 Kapitel 2 - Mathematische Grundlagen

Dieser Abschnitt soll dem Leser einige Grundlagen der linearen Abgebra sowie der Vek-
toranalysis in Erinnerung rufen. Dabei finden auch erste Begriffe und Konzepte der
Differentialgeometrie Erwahnung. Zusitzlich werden ausgewéhlte Aspekte gewdhnli-
cher Differentialgleichungssysteme behandelt. In diesem Kapitel werden nur diejenigen
Aussagen bewiesen, die fiir regelungstheoretische Anwendungen in den folgenden Ab-
schnitten des Buches von besonderer Bedeutung sind. Zur Festigung und Vertiefung der
behandelten Konzepte seien dem Leser die Lehrbiicher [Arn01, KvW07] empfohlen.

2.1 Lineare Algebra

Sei R die Menge der reellen Zahlen. Der n-dimensionale reelle Vektorraum wird mit R”
bezeichnet, seine Elemente heiflen Vektoren. Ein Vektor x € R” wird oft in der Form
eines Spaltenvektors

X1
Xn
mit den Komponenten xi, . ..,x, € R dargestellt. Zur Unterscheidung von Zeilenvekto-

ren spricht man hier auch von kontravarianten Vektoren.
Die n Einheitsvektoren

1 0
0 :
€1 = . 55O = )
: 0
0 1

bilden eine Basis des R”, die sogenannte kanonische Basis oder Standardbasis. Jeder
Vektor (2.1) lasst sich eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren darstellen:

x =x1e+---tx,e,.

Die lineare Hiille (engl. linear hull, linear span) von r Vektoren vy, ..., v, € R" ist die
Menge aller Linearkombinationen dieser Vektoren:

spann {vi,...v,} : = {avi +--- T, v;aq,...,a € R}.

Die lineare Hiille ist damit ein Untervektorraum, Unterraum bzw. Teilraum (engl. sub-
space) des R”, d.h. eine nichtleere Teilmenge des R”, welche selber ein Vektorraum
ist.

Zu zwei Vektoren x,y € R” definiert man durch

(x,y): = inyi (2.2)
i=1
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das (kanonische) Skalarprodukt. Die Vektoren x und y sind zueinander orthogonal
(bzw. stehen senkrecht aufeinander), falls

(x,») = 0.

Jeder Unterraum U des R” kann mit Hilfe eines geeignet gewahlten weiteren Unter-
raums V zum urspriinglichen Vektorraum R” ergénzt werden, so dass

R'"=U+V.
Haben zusitzlich beide Unterrdume nur den Nullvektor gemeinsam, d. h.
Unv={0},

dann ist der Unterraum V der Komplementarraum (bzw. das Komplement) des Unter-
raumes U. In diesem Fall kann man den Vektorraum R” als direkte Summe der beiden
Unterraume darstellen:

R'=UeV.

Die Zerlegung in direkte Summen bedeutet, dass es fiir jeden Vektor x € R” eine
eindeutige Darstellungx = # + vmitu € Uund v € V gibt.

Die Erginzung eines Unterraumes U um einen Komplmentédrraum V ist nicht eindeu-
tig. Wahlt man den Komplementirraum unter Zuhilfenahme des Skalarprodukts (2.2)
derart, dass alle Vektoren # € U und v € V jeweils senkrecht aufeinander stehen, so
erhilt man das orthogonale Komplement U+ von U:

Ut:={veR"VuelU:(uv)=0}. (2.3)
Hinsichtlich der Dimensionen besteht folgender Zusammenhang (Dimensionsformel):

dimU+dimUt = n. (2.4)

Beispiel 2.1
Die Vektoren

1 4
uy=1\2 und uwp, =| 5
3

spannen im Vektorraum R? einen zweidimensionalen Unterraum U = spann{u, >} auf. In
MAXIMA [Max, Haa14] definiert man die Spaltenvektoren mit dem Befehl columnvector
aus dem Paket eigen. Das orthogonale Komplement ist eindimensional und wird von dem
Vektor

aufgespannt:
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($11) load(eigen)s

(%12) wul:columnvector([1,2,3]1)S$
(%$13) wu2:columnvector([4,5,6]1)S
($14) orthogonal complement (ul,u2) ;

-3
($04) span 6
-3

Eine m x n-Matrix 4 € R™*” besteht aus m Zeilen und » Spalten:

ap -+ din

aml " Amn

Gilt m = n, so spricht man von einer quadratischen Matrix. Die n x n-Einheitsmatrix
(engl. identity matrix) wird mit /, bzw. mit / bezeichnet. Bei ihr sind die Hauptdiagonal-
elemente Eins, alle anderen Elemente Null.

Unter dem Bild (engl. image, range) einer Matrix versteht man die Menge

imA4 : = {y e R";3x € R" mity = Ax}
= {(4x) e R";x e R"}.

Besteht die Matrix 4 spaltenweise aus den Vektoren ay,...,a, € R”,d.h.
A= (ai,...,a,),

so gilt
imA4 = spann{ay,...,a,}.

Das Bild einer Matrix ist die lineare Hiille der Spalten. Das Bild ist somit ein Untervektor-
raum des R™. Der Rang (engl. rank) der Matrix 4 ist die Dimension ihres Bildes:

rang 4 : = dim (im A4). (2.5)
Der Kern oder Nullraum (engl. kernel, null space) einer Matrix 4 ist definiert durch
ker 4: = {x e R"; Ax =0},

d.h. er ist die Losungsmenge des zur Matrix 4 gehdrenden linearen homogenen Glei-
chungssystems. Der Kern ist ein Untervektorraum des R”. Die Dimension des Kerns heif3t
Defekt (engl. nullity, corank):

corang 4 : = dim (ker 4) = n—rang 4. (2.6)
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Der Defekt gibt den Rangabfall einer Matrix an.

Mit Bild und Kern sind folgende Zerlegungen der Vektorraume R” und R” in jeweils

direkte Summen zweier Untervektorraume moglich:
R” = imA4 & ker A7,

2.7
R" =ker 4 @ imA”. @7)

Bei dieser Zerlegung wird der jeweilige Unterraum (im A bzw. ker 4) um sein entspre-
chendes orthogonales Komplement erweitert. Die sich zum Vektorraum R” erganzenden
Unterrdume haben nur den Nullvektor gemeinsam:

imANker 47 = {0} und ker 4 Nim4” = {0}.
Die Dimensionsformel (2.4) nimmt in diesem Fall die Gestalt
dim (ker 4) + dim (imA4) = n (2.8)

an [Lor92, Beu01]. Der Zusammenhang (2.8) ist auch unter der Bezeichnung Rangsatz
bekannt.

Beispiel 2.2
Man betrachte die 2 x 3-Matrix

123
A= .
<456)

Bild und Kern einer Matrix lassen sich in MAXIMA mit den Funktionen columnspace bzw.
nullspace des Pakets 1inearalgebra berechnen:

e a

($11) A:matrix([1,2,3]1,[4,5,6]);

oy (123
50O
456

(%12) columnspace (3) ;

sorr wn(().2)

($13) nullspace(d);
-3
(%03) span 6
-3

\. J

Mit rank und nullity kann man sich zusatzlich die Dimensionen (2.5) und (2.6) von
Bild und Nullraum angeben lassen. Die Dimensionsformel (2.8) ist bei diesem Beispiel
offensichtlich erfiillt.

Die Matrix 4 € R"*" wird mitunter synonym zur linearen Abbildung bzw. zum linearen
Operator

A:R" - R” mit x+— Ax
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behandelt. Dabei verwendet man die Notation A € L(R",R™), wobei L(R",R") die
Menge der linearen Abbildungen vom R” in den R™ bezeichnet. Diese Menge besitzt auch
die Struktur eines Vektorraumes der Dimension n - m.

Der Dualraum (engl. dual space) (R")* des R” besteht aus den auf R” definierten
linearen Funktionalen (Linearformen), d. h. aus linearen Abbildungen R” — R. Der
Dualraum ldsst sich daher auch durch (R")* = L(R",R) angeben. Die Elemente w €
(R™)* des Dualraums, die man auch Kovektoren oder kovariante Vektoren nennt, kann
man als Zeilenvektoren

w:(wla"'aa)n)

darstellen. Der Dualraum (R")* ist selber ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit der
kanonischen Basis

et =(1,0,...,0),

et =(0,...,0,1).

Im Zusammenhang mit dem Dualraum nennt man den urspriinglichen Vektorraum
manchmal auch Primalraum.

Anmerkung 2.3 Bei den hier betrachteten endlichdimensionalen Vektorraumen sind
Primal- und Dualraum zueinander isomorph, d. h. es existiert eine lineare invertierbare
(bijektive) Abbildung zwischen beiden Rdumen. Mit einer solchen Abbildung, die man
Isomorphismus nennt, kann jeder Vektor des Primalraumes eindeutig einem Kovektor
des Dualraumes zugeordnet werden und umgekehrt. Bei der Darstellung der Vektoren
und Kovektoren als Spalten- und Zeilenvektoren wird dieser Isomorphismus fiir beide
Abbildungsrichtungen durch die Transposition beschrieben, d. h.

xeR" = xf e ®)" und we@®) = o eR".

Die Transposition kann in beide Richtungen angewandt werden. In der Differentialgeo-
metrie sind je nach Zuordnungsrichtung die Abbildungen

b:R" - (R")* und £:(R")* - R”,

die aufgrund der verwendeten Symbole mitunter auch als musikalische Isomorphismen
bezeichnet werden, tiblich [MRO1, BL04, Jdn05]. Dabei gilt:

yeR" = ¥ e (®R)* und we R = o eR"
Durch Verkniipfung von Elementen aus Primal- und Dualraum erhilt man mit

X1 n
(w,x) =0 -x=(w1,...,0,) | : =Za),-x,- (2.9)
i=1

Xn
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eine natiirliche Paarung (-, -) :(R")* x R” — R, die man auch als duale Paarung, in-
neres Produkt oder Kontraktion zwischen Kovektoren und Vektoren auffasst. Die Basis
{e’l‘, e, e:} ist die zu {ey, ..., e, } duale Basis, d. h. es gilt

mit dem Kroneckersymbol

5 — 1 firi =,
7] 0 sonst.

Die natiirliche Paarung (2.9) entspricht im Wesentlichen dem Skalarprodukt (2.2),
nur dass anstelle von zwei Vektoren wie beim Skalarprodukt jetzt ein aus Kovektor
und Vektor bestehendes Paar als Argumente iibergeben werden. Daher wird mitunter
fir (2.9) auch die Bezeichnung Skalarprodukt verwendet [BG80]. In der gleichen Weise,
wie mit dem Skalarprodukt zu einem gegebenen Unterraum U C R” das orthogo-
nale Komplement (2.3) konstruiert wird, kann man mit der natiirlichen Paarung den
Annihilatorraum

Ut: = {w e (R")*; Vx € U: (w,x) =0} (2.10)
erzeugen. Fiir einen gegebenen Unterraum sind sein orthogonales Komplement und sein
Annihilatorraum zueinander isomorph, so dass wir ohne Probleme in (2.3) und (2.10) die

gleiche Bezeichnung verwenden koénnen. Die Dimensionsformel (2.4) gilt daher auch in
gleiche Weise fiir den Annihilatorraum (2.10).

2.2 Felder und Ableitungen

Im vorangegangenen Abschnitt wurden konstante Groflen, insbesondere Zeilen- und
Spaltenvektoren, betrachtet. Hingen diese Grofien von einem Vektor ab (z.B. der Po-
sition im Raum), dann wird man auf den Begriff des Feldes und damit in den Bereich der
Differentialgeometrie gefiihrt.

Sei M C R” eine offene Teilmenge des Vektorraums R”. Abbildungen der Form
hM — R bzw. f:M — R” nennt man Skalarfeld bzw. Vektorfeld. Eine Abbildung
w:M — (R")* heifst Kovektorfeld, Differentialform ersten Grades (kurz 1-Form)
oder Pfaffsche Form. Bei den betreffenden Feldern konnen weitere Abhingigkeiten
auftreten, z.B. von der Zeit oder von Parametern. Dann wiirde man von zeit- bzw.
parameterabhangigen Feldern sprechen.

Neben der Darstellung eines Vektorfeldes

Six)
Jo=|
Su(X)
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als Spaltenvektor mit den Komponenten f;(x), . . ., f,(x) wird hdufig auch die Notation

0 d
J&) =f1(X)a—x1 T @) (2.11)

verwendet. Dabei symbolisiert

d d
ey T 2.12
{Bxl an} ( )

die kanonische Basis, die im Punkt x € M den sogenannten Tangentialraum 7 M
aufspannt (sieche Anmerkungen2.4 und2.6). Die zugehorige duale Basis wird mit
{dxy,...,dx,} bezeichnet, d. h.

B
<dx,-,—> =46, fir 1<ij<n
BXj

Von der dualen Basis wird im Punkt x der Kotangentialraum 7' M, d.h. der Dualraum
des Tangentialraumes, aufgespannt. Ein Kovektorfeld @ kann dann als Zeilenvektor

w(x) = (01(X), . . ., w(x))
oder in der Form

w(x) = w1 (x)dx; + - - - + w,(x)dx, (2.13)
angegeben werden.

Anmerkung 2.4 (Tangentialraum) Der Begriff Tangentialraum ist im Zusammenhang mit
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten verbreitet [AMRS83, Jan05, Lee06]. Fiir die hier be-
trachtete offene Teilmenge M C R” kann man den im Punkt p € M aufgespannten
Tangentialraum 7, M durch

T,M:={({p,v);veR"}

definieren. Zusammen mit den Operationen (p,v) + (p,w): = (p,v+w)und o - (p,v): =
(p,av) fir v,w € R” und @ € R erhilt man einen n-dimensionalen reellen Vektorraum,
der von den Basisvektorfeldern

d
E™ P):p+— (pe) (2.14)
X

fir i = 1,...,n aufgespannt wird (siche @ Abb.2.1). Fiir verschiedene Punkte p,q €
M erhilt man formal unterschiedliche Tangentialrdume 7, M und 7, M, die aber je-
weils isomorph (gleichwertig) zum Vektorraum R” sind. Daher diirfen wir statt der
Tangentialrdume einfach den Vektorraum R” verwenden und konnen bei den Basisvek-
torfeldern (2.14) den Bezugspunkt p weglassen.



19

2.2 - Felder und Ableitungen

T2

B Abb. 2.1 Tangentialrdume T, M und Tg M von M in den Punkten p und g

Die Ableitung einer differenzierbaren vektoriellen Funktion F:M — R™ ist die m x
n-Matrix

TOREE 6
, OF ) .
F'(x)=dF(x) = a(x): = o , (2.15)
%(x) %:’(x)

die Jacobimatrix bzw. Differential genannt wird. Die Jacobimatrix eines Vektorfeldes
f:M — R" ist eine quadratische n x n-Matrix. Bei einem Skalarfeld #:AM — R nennt
man die Ableitung

ah ah ah
W) = dhx) = - (): = (8_x1(x)’ e a(x)) (2.16)

Gradient bzw. totales Differential. In Anlehnung an GI. (2.13) ist auch die Notation

, 9h(x)

Xn

M)y
1

dh(x) = dx,

gebrauchlich. Der in Gl. (2.16) definierte Gradient ist ein von x abhingiger Zeilenvektor,
also ein Kovektorfeld. Diese Darstellung ist konsistent mit der in Gl. (2.15) definierten
Jacobimatrix fiir m = 1.

Anmerkung 2.5 (Gradientenfeld) In einigen anderen Fachgebieten (u.a. der Vektorana-
lysis und der Optimierung) fasst man den Gradienten nicht als Zeilenvektor, sondern als
Spaltenvektor und damit als Vektorfeld auf:

Vh(x): = (dh)(x) = (dh)" (x)

Ein solches Vektorfeld nennt man Gradientenfeld [Kon04, Knal2].

Anmerkung 2.6 (Notation der Basisvektorfelder) Die in Anmerkung 2.4 verwendete No-
tation (2.11) bzw. (2.14) der Basisvektorfelder erscheint auf den ersten Blick willkiirlich
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und in keinerlei Verbindung mit einer Ableitung zu stehen. Zur Veranschaulichung be-
trachten wir die Richtungsableitung eines Skalarfeldes # im Punkt p € M in Richtung
v e R™

— h(p +vt)l o = (H (p),V) Zv]

Setzt man fir v den Einheitsvektor e; ein, so erhilt man
d h(p +eit)|,—g = (K (p), e;) = 0 h(p)
dt =0 T 9 ’

d.h. ;= erzeugt die Richtungsableitung in Richtung des Einheitsvektors e;.
Mitunter bendtigt man auch Ableitungen verschiedener Produkte von Feldern:

Proposition 2.7 Die Vektorfelder f,g:M— R", das Skalarfeld M — R und das
Kovektorfeld o:M — (R")* seien differenzierbar. Dann gilt

ad
F (hx)f (x)) = h)f" (x) + f (0K (x), (2.17a)
d
o2 (€T @) = 2" @) + /(g (), (2.17b)
dw’ (x)

,f) (x) = 0()f @)+ (0)——=

P (2.17¢)

Die Gl (2.17a)-(2.17c) ergeben sich unmittelbar aus der klassischen Produktregel
(Leibniz-Formel), vgl. Ubungsaufgabe 2.2.
Die n x n-Matrix

%h
ﬁ(x) T axu)x (x)
h//(x) —
3%h 8h
0x,0x1 ()C) e r)_xﬁ(x)

der zweiten partiellen Ableitungen des Skalarfeldes / heifit Hessematrix.

Beispiel 2.8

Zu dem gegebenen Skalarfeld A(x) = x%x% + 1 sind der Gradient und die Hessematrix zu
berechnen. Furr die Berechnung mit MAXIMA fassen wir den Gradienten als Spezialfall einer Ja-
cobimatrix auf und nutzen die Funktion jacobian. Die Berechnung der Hessematrix erfolgt
mit hessian:

(%1
(%0

o\°

1
1) x12x23+1

o\°

) h:(x172)*(x273)+1; ]
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) jacobian ([h], [x1,x2]);
) (2x122° 3512222)

(%$13) hessian(h, [x1,x2]);

T 2x23 6x1x2?
50O
6x1x22 6x1%x2

Sind die Elemente der Hessematrix wie in Beispiel 2.8 auch stetig, dann ist die Matrix
symmetrisch [Kon04]:

Lemma 2.9 (Satz/Lemma von Schwarz) Das Skalarfeld h:M — R sei im Punktp € M
zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

9%h 9h
@)

Bxiaxj - 8x_,~8xi

) fir i,j=1,...,n (2.18)

Der Gradient ist selber ein Kovektorfeld. Lisst sich umgekehrt ein Kovektorfeld als Gra-
dient eines Skalarfeldes darstellen, so nennt man es exaktes Differential bzw. exakte
Differentialform. Das zugehorige Skalarfeld heifit Potential. Das Lemma von Schwarz
fuhrt auf eine Existenzbedingung eines solchen Potentials fiir ein gegebenes Kovektorfeld.
Man spricht dabei auch von einer Integrabilititsbedingung fiir Differentialformen:

Lemma 2.10 (Poincarésches Lemma) Sei w: M — (R")* ein stetig differenzierbares Kovektor-
feld undU C M eine offene Kugel mit Zentrump € M, d. h.

U={xe M;|x-pll <r} firein r=>D0.
Die Differentialform w ist auf U genau dann exakt, wenn

da; da;
Veeuvije(l,....n: L= ). (2.19)
an 8xi

Eine Differentialform w, die Gl. (2.19) erfiillt, hei3t geschlossene Differentialform. Nach
dem Poincaréschen Lemma ist eine Differentialform also genau dann (lokal) exakt, wenn
sie geschlossen ist.

Beweis ,,=“ Das Kovektorfeld w sei exakt, d. h. es gibt ein Skalarfeld #:l/ — Rmitdh = w
bzw. w; = dh/dx;. Wegen Lemma 2.9 gilt

Ba),-_ 32]’! i 82]’! _aa)j

8Xj - 8xj8x,- - Bx,»axj - 8x,» '

»<="Seix € U. Die Verbindungsstrecke {(1 —#)p +#x; 0 < ¢ < 1} liegt ganz in &/. Ohne
Einschrinkung sei p = 0 (andernfalls Verschiebung des Koordinatensystems). Fiir
w(x) = (w1(x), ..., w,(x)) definiert man das Skalarfeld 4 durch



