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Geleitwort

Jana bekommt folgende Aufgabe gestellt: ,Du hast 30 Euro. Du kaufst eine CD fiir
19,95 Euro und ein Buch fiir 9,55 Euro. Reicht das Geld?’ Jana macht einen Uber-
schlag und antwortet: ,,Das reicht nicht das Geld.” Wie kommt sie auf diese Ant-
wort? Und: Was wissen wir iiberhaupt {iber denkbare Vorgehensweisen oder Fehl-
vorstellungen von Grundschiilerinnen und Grundschiilern beim Uberschlagsrech-
nen?

Die vorliegende Arbeit behandelt ein wichtiges Thema der (Grund-) Schulmathe-
matik, welches jedoch empirisch erst ansatzweise erforscht ist. Die Autorin be-
schreibt das Losungsverhalten von 42 Viertkladsslern bei der Bearbeitung von Auf-
gaben zum Uberschlagsrechnen mit additiver bzw. multiplikativer Struktur im
Rahmen klinischer Interviews. Erstmalig werden in der Arbeit gezielt sog. direkte
Uberschlagsfragen (,,Wie viel kostet es ungefdhr?*) im Vergleich zu indirekten
Uberschlagsfragen (,,Reicht das Geld“?) eingesetzt.

Im Anschluss an eine Kldrung der verwendeten Begrifflichkeiten stellt Frau Hunke
zunichst in der Literatur benannte Merkmale des Uberschlagsrechnens systema-
tisch und tibersichtlich neu zusammen, stellt in luzider Weise den Zusammenhang
zwischen dem Uberschlagsrechnen und dem Zahlensinn her, erarbeitet eine Syste-
matik der verschiedenen Strategien des Uberschlagsrechnens und befasst sich re-
flektiert mit verschiedenen Ansitzen zur unterrichtlichen Umsetzung des Uber-
schlagsrechnens.

Sodann werden vorliegende Untersuchungen zu den Themenfeldern Vorgehens-
weisen beim Uberschlagsrechnen, Flexibilitit beim Uberschlagsrechnen, Kompo-
nenten des Uberschlagsprozesses und Fehler beim Uberschlagsrechnen dargestellt
und auf dieser Grundlage Forschungsfragen formuliert.

Frau Hunke beschreibt und analysiert schlieBlich die Ergebnisse ihrer Untersu-
chung im Hinblick auf die Themen Vorgehensweisen beim Uberschlagsrechnen,
Flexibilitit beim Uberschlagsrechnen, Komponenten des Uberschlagsprozesses
und Fehler beim Uberschlagsrechnen. Die Autorin beantwortet in klarer Weise ihre
Forschungsfragen sowohl anhand von tabellarischen Ubersichten als auch mit Hil-
fe von klug ausgewihlten schriftlichen Schiilerdokumenten oder Transkripten.

Und sie beschreibt, wie Jana zur ihrer Losung gekommen ist. Zundchst rundet die-
se die beiden Eurobetrige und kommt so zu dem Uberschlagsergebnis 10 Euro plus
20 Euro gleich 30 Euro. Im Sinne einer Komma-Trennt-Strategie will sie dann



VI Geleitwort

noch die Cent-Betrige runden und dazu rechnen, bricht ihre Rechnung dann aber
ab, weil ihr bewusst wird, dass sie die 30 Euro bereits iiberschritten hat.

Das Aufzeigen dieser Fehlvorstellung ist nur eines einer ganzen Reihe von sehr
interessanten und fiir die weitere fachdidaktische Diskussion bereichernden Resul-

taten — eine prézise argumentierende Arbeit liber das ungefahre Rechnen.

Christoph Selter
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1 Einleitung

,.In nichts zeigt sich der Mangel an mathematischer Bildung mehr als in
einer iibertrieben genauen Rechnung™ (Carl Friedrich GauB, zitiert in
Wielpiitz 1995, S. 31).

Das Uberschlagsrechnen ist ein wichtiger Inhalt der Grundschulmathematik, des-
sen stirkere Betonung in den vergangenen Jahrzenten immer wieder gefordert
wurde (vgl. z.B. Carpenter, Coburn, Reys & Wilson 1976; Herget 1998; 1999;
Selter 2003; 2007). Mehrfach wird dabei kritisiert, dass das Uberschlagsrechnen zu
héaufig an die schriftlichen Rechenverfahren gekoppelt ist (Rechenkontrolle), nicht
selten auf die Behandlung der Rundungsregeln beschrankt wird und somit oft von
den Schiilern' als listige Zusatzaufgabe empfunden wird (vgl. z.B. Blankenagel
1983a; 1983b; Schroder 1988; Bobrowski 1990; Krauthausen 1993; Schroder
1997; Blankenagel 1999; Padberg & Benz 2011). Die ,,Schiiler sehen den Sinn oft
nicht ein, sondern tun es — aufgetragen durch die Aufgabenformulierung oder die
Lehrkraft — notgedrungen, als unangenehme Begleiterscheinung, bevor sie 'richtig'
rechnen (verifizieren)* (Krauthausen 1993, S. 199).

Damit scheint es, als wiirden bisherige unterrichtliche Umsetzungen des Uber-
schlagsrechnens den zentralen inhaltsbezogenen Zielen eines zeitgemafien Mathe-
matikunterrichts — Verstindnis, Sicherheit und Flexibilitit (vgl. Selter 2007) —
nicht gerecht werden. Gleichzeitig gibt es zum Uberschlagsrechnen insbesondere
im deutschsprachigen Raum kaum empirische Untersuchungen, die zudem biswei-
len erst in Ansétzen Einblicke in die Denkweisen (einschlieBlich Fehlern) der Kin-
der geben (z.B. Selter 2007). Entsprechende Studien aus dem Ausland sind haufig
quantitativer Natur und im Kontext anderer Unterrichtsgrundsétze oder (kogniti-
ons-) psychologischer Forschungsinteressen entstanden.

Doch gerade vor dem Hintergrund des weithin anerkannten Unterrichtsgrundsatzes
des ,,aktiv-entdeckenden Lernens® (vgl. Wittmann 1993; 1995) und der Notwen-
digkeit einer individuellen Forderung (vgl. Schulgesetz NRW, o.J., §1), erscheint
es zwingend erforderlich auch fiir das Uberschlagsrechnen die Denkwege von
Schiilerinnen und Schiilern systematisch zu erheben, damit an diese angekniipft
werden kann. Dies hat sich die vorliegende Untersuchung zur Aufgabe gemacht.
Neben den Ldsungsstrategien stehen dabei insbesondere Fehler im Zentrum des

! Zur besseren Lesbarkeit werden Begriffe wie Lehrer und Schiiler im Folgenden sowohl fiir
weibliche als auch ménnliche Personen genutzt.
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Interesses, da diesbeziiglich auch international keine systematischen Untersuchun-
gen vorliegen. Weiterhin sollen Aussagen gemacht werden, inwiefern die Kinder
ein Verstindnis vom Uberschlagsrechnen haben und flexible Rechenkompetenzen
zeigen, um damit die eingangs formulierte Kritik empirisch zu hinterfragen.

Aus diesem Grund wurde das Losungsverhalten von 42 Viertkldsslern beim Losen
von additiven und multiplikativen Aufgaben zum Uberschlagsrechnen im Rahmen
klinischer Interviews erhoben und qualitativ ausgewertet. Erstmals wurden dabei
gezielt sogenannte direkte Uberschlagsfiragen (,,Wie viel kostet es ungefiahr?*) im
Vergleich zu indirekten Uberschlagsfiragen (,Reicht das Geld*?) eingesetzt, da es
Hinweise in der Literatur gibt, dass insbesondere die indirekten Uberschlagsfragen
zu anderen Losungsstrategien fithren als die direkten Uberschlagsfragen (vgl. Traf-
ton 1978). Dies wurde bisweilen jedoch nicht empirisch erforscht. Desweiteren
wird konstatiert, dass indirekte Uberschlagsfragen besonders gut zum Einstieg ins
Uberschlagsrechnen geeignet seien (vgl. van den Heuvel-Panhuizen 2001). Diese
These soll mithilfe der in der vorliegenden Untersuchung gewonnenen Daten dis-
kutiert werden. SchlieBlich wird im Theorieteil dieser Arbeit herausgestellt, dass
die indirekten ,,Reicht das Geld?*“-Aufgaben im besonderen Mafle einen verstind-
nisvollen Einsatz des Uberschlagsrechnens erfordern (konzeptuelles Wissen: vgl.
Hiebert 1986; LeFevre, Greenham & Waheed 1993; Schneider 2006). So muss die
Antwort auf die ,,Reicht das Frage?* aus dem numerischen Uberschlagsergebnis
erst noch abgeleitet werden. Inwiefern Kinder solch eine Interpretation des Uber-
schlagsergebnisses vornehmen, wird in der vorliegenden Untersuchung ebenfalls
erstmalig untersucht.

Die Arbeit beginnt zundichst mit auf Literatur basierenden theoretischen Uberle-
gungen zum Uberschlagsrechnen (Kapitel 2), die die Bedeutsamkeit der Thematik
herausstellen sollen. Dazu wird insbesondere geklirt, was unter Uberschlagsrech-
nung verstanden wird und durch welche Merkmale sich ein Uberschlag auszeich-
net, um aufzuzeigen, dass das Uberschlagsrechnen weit iiber die reine Anwendung
der Rundungsregeln hinaus geht. In diesem Kontext wird auch der Zusammenhang
zu Zahlensinn aufgezeigt, der in der Literatur immer wieder hervorgehoben wird
(vgl. z.B. Sowder 1988; 1992a; 1992b; Trafton 1992; Lorenz 1998a; 1998b; Bonig
2001) und es wird ein Uberblick iiber verschiedene Uberschlagsstrategien gegeben.
Das abschlieBende Unterkapitel geht auf das Uberschlagsrechnen im Unterricht
ein, wobei einerseits Lehrpldne und Bundesbildungsstandards, erste bereits vor-
handene didaktische Uberlegungen, verschiedene Aufgabentypen sowie das Vor-
kommen in Schulbiichern in den Blick genommen werden.

Die Kapitel 3 bis 6 geben eine Ubersicht insbesondere iiber empirische For-
schungsergebnisse zum Uberschlagsrechnen. Dabei werden in Kapitel 3 Studien
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vorgestellt, die sich vorrangig mit Vorgehensweisen beim Uberschlagsrechnen
beschéftigt haben. Unterschieden wird dabei hinsichtlich allgemein moglicher L6-
sungsstrategien (genaue Losungen oder ungefihre Losungen?) und Uberschlags-
strategien. Weiterhin werden Forschungsergebnisse zum Einfluss von Aufgabenty-
pen auf Vorgehensweisen und zum Einsatz verschiedener Rechenmethoden (im
Kopf, halbschriftlich oder schriftlich) zur Lésung von Uberschlagsrechnungen
referiert. Kapitel 4 erortert zundchst den Begriff des flexiblen Rechnens allgemein,
bevor in einem zweiten Abschnitt diesbeziigliche Forschungsergebnisse dargestellt
werden. Da es bisweilen eher wenige empirische Ergebnisse zu Flexibilitit beim
Uberschlagsrechnen gibt, werden auch Forschungsergebnisse zum genauen Rech-
nen hinzugezogen. In Kapitel 5 wird ebenfalls anhand empirischer Ergebnisse wei-
ter ausdifferenziert, welche (Wissens-) Komponenten beim Uberschlagsrechnen
erforderlich sind. Von besonderem Interesse ist dabei das sogenannte konzeptuelle
Wissen (vgl. Hiebert 1986; LeFevre, Greenham & Waheed 1993; Schneider 2006),
da hier insbesondere aufgezeigt wird, was das eingangs erwihnte Lernziel Ver-
stindnis bezogen auf das Uberschlagsrechnen bedeutet. In Kapitel 6 werden empi-
rische Ergebnisse zu Fehlern beim Uberschlagsrechnen referiert. Die eher geringe
und unsystematische Datenlage wird dabei als Grundlage fiir die Analyse in der
eigenen Untersuchung herangezogen.

In Kapitel 7 wird die Konzeption der vorliegenden Untersuchung offen gelegt.
Ausgehend von den in den Kapitel 3-6 aufgezeigten Forschungsdefiziten, werden
zunichst die Forschungsfragen formuliert, bevor die Methoden der Datenerhebung,
der Aufbau der Interviews sowie die Methoden der Datenauswertung prasentiert
werden.

Die Auswertungskapitel 8-11 sind analog zu den Kapiteln 3-6 gegliedert. So wer-
den in Kapitel 8 zuniichst die Vorgehensweisen (Losungsstrategie, Uberschlags-
strategien und Rechenmethoden) der untersuchten Kinder analysiert und darge-
stellt. Dabei geht es sowohl um die Illustration der verschiedenen Vorgehenswei-
sen als auch um die Herausstellung von Hauptstrategien. Weiterhin hat sich in
Folge der Unterscheidung in direkte und indirekte Uberschlagsfragen zusitzlich
die Unterscheidung in formelle und informelle Uberschlagsstrategien als sinnvoll
erwiesen. Kapitel 9 untersucht das Losungsverhalten der Kinder hinsichtlich des
Aspekts der Flexibilitdt. Ausgehend von einem Verstindnis von Flexibilitét als
aufgabenadéquates, aber auch von personlichen Priferenzen abhingigen Handelns
(vgl. Selter 2009; Rathgeb-Schnierer 2010), wird zunéchst der Einfluss von Aufga-
benmerkmalen auf die Vorgehensweisen aller Kinder analysiert, bevor im zweiten
Abschnitt des Kapitels am Beispiel ausgewéhlter Kinder untersucht wird, inwiefern
sich diese flexiblen Uberschlagskompetenzen #uBern. Kapitel 10 stellt anschlie-
Bend den Aspekt Verstindnis in den Fokus. Als ausgewéhlter Teilaspekt konzeptu-
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ellen Wissens wird dargestellt, inwiefern die Kinder eine Interpretation des Uber-
schlagsergebnisses vornehmen. Schlielich werden in Kapitel 11 Fehler beim
Uberschlagsrechnen analysiert, sodass erstmalig eine systematische Ubersicht hin-
sichtlich dieser Thematik vorliegt.

Den Abschluss der Arbeit bildet das Kapitel 12. Hier werden die zentralen Ergeb-
nisse der Arbeit zusammengefasst, auf Grundlage derer Konsequenzen fiir eine
Didaktik des Uberschlagsrechnens gezogen werden sollen. Insbesondere soll dabei
die Rolle der direkten und indirekten Uberschlagsfragen diskutiert werden.



2 Uberschlagsrechnen —
mathematikdidaktischer Hintergrund

"Regardless of the approaches chosen, remember that estimation is es-
sential, not extra." (O'Daffer, 1979, S. 51).

Mit der zunehmenden Akzeptanz des aktiv-entdeckenden und ganzheitlichen Ler-
nens (vgl. Wittmann 1993, 1995; Hengartner 1999), das das auf Verstindnis basie-
rende Lernen von Mathematik in den Vordergrund riickt, hat es auch einen Para-
digmenwechsel hinsichtlich der Bedeutung der verschiedenen Rechenmethoden
gegeben. Die halbschriftlichen Rechenstrategien haben vor diesem Hintergrund
zunehmend an Bedeutung gewonnen, wéhrend die Bedeutung der schriftlichen
Rechenverfahren zunehmend schwindet (vgl. Krauthausen 1993; Selter 1999b).
Mit diesem Paradigmenwechsel, geht auch eine verdnderte Sichtweise auf den
Stellenwert des Uberschlagsrechnens einher (vgl. z.B. Levin 1981; Krauthausen
1993; Reys B. & Reys R. 1998). So kommt dem Uberschlagsrechnen eine groBe
Bedeutung sowohl im Alltag als insbesondere auch im Mathematikunterricht zu.

Alltagsbezogener Eigenwert — Bedeutung im Alltag

Im Alltag des Mathematikunterrichts dominieren Prézision und Exaktheit, obwohl
viele Zahlen- und GrofBenangaben in realen Anwendungssituationen, wie bei-
spielsweise Einwohnerzahlen, zwangslidufig ungenau sind (vgl. Bonig 2003,
S. 102). In vielen solcher Anwendungssituationen ist genaues Rechnen somit nicht
immer noétig, moglich und vor allem nicht immer sinnvoll (vgl. van den Heuvel-
Panhuizen 2001; Selter 2003; 2007). Es macht beispielsweise nur wenig Sinn,
seinen wochentlichen Spritverbrauch genau ausrechnen zu wollen, weil dies von so
vielen Faktoren abhéngt, die eine genaue Rechnung kaum ermdglichen (vgl. van
den Heuvel-Panhuizen 2001) und weil eine genaue Rechnung gleichzeitig fiir die-
sen Zweck auch viel zu umsténdlich wire. Eine weitere typische Situation, in der
eine genaue Rechnung (im Kopf) viel zu umsténdlich wére, ist das Berechnen von
Rabatten, wie z.B. ,,20 % auf alles" in Kaufhiusern. In der Regel reicht es hier vor
dem Kauf eines Produkts aus zu wissen, ob die 20 % eher eine Ersparnis von viel-
leicht 5 €, 10 € oder gar 30 € bringen und ob das gewiinschte Produkt dann auf-
grund des Rabatts tatsdchlich giinstiger ist als in einem anderen Kauthaus ohne
Rabattaktion. Auch wird sich ein USA-Reisender in der Regel nicht die Miihe ma-
chen bei kleineren Einkdufen den Preis bis auf den Cent genau in Euro umzurech-
nen, da die Wechselkurse hdufig bis auf mehrere Stellen nach dem Komma ange-
geben werden, es sich also um Rechnungen handelt, die nicht mehr im Kopf
durchzufiihren sind und die Kurse aulerdem tiglich schwanken und man deshalb
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in der Regel auf ungefdhre Werte zuriickgreift. Neben der Funktion als Kontrol-
linstrument von (genauen) Rechnungen hat das Uberschlagsrechnen also einen
stark alltagsbezogenen Eigenwert (vgl. Selter 2007).

Didaktischer Eigenwert — Bedeutung fiir das Mathematiklernen

Bisweilen kommt dem Uberschlagsrechnen insbesondere die Bedeutung zu, dass es
ein wichtiges Werkzeug zur Kontrolle von schriftlich oder mit dem Taschenrech-
ner gewonnenen Ergebnissen darstellt (vgl. Breidenbach 1969; Gerster 1982; Legel
& Scheller 1986). Gerade ,,bei der Verwendung des Taschenrechners bietet nur sie
[die Uberschlagsrechnung, SH] einen gewissen Schutz gegen Bedienungsfehler
(Gerster 1982, S. 101). Weiterhin fiihrt die Verbreitung von Taschenrechnern zu
einer verinderten Sichtweise auf das Uberschlagsrechnen:

,.In fact, to check the reasonableness of a calculator result one is primari-
ly concerned with orders of magnitude and hence the most critical need
(minimum skill) is the ability to do single-digit arithmetic and work with
powers of 10” (Johnson 1979, S. 37).

Neben der Kontrolle von Ergebnissen, wird dhnlich wie in dem Zitat von Johnson
immer auch die Feststellung der GréBenordnung von (schriftlichen) Rechnungen
als wichtige Funktion des Uberschlagsrechnens angefiihrt (vgl. z.B. Schipper, Dro-
ge & Ebeling 2008; Grassmann, Eichler, Mirwald & Nitsch 2010).

Auch wenn diese beiden Funktionen weiterhin von Bedeutung sind, so hat das
Uberschlagsrechnen auch einen hohen didaktischen Eigenwert und eine Reduzie-
rung auf das Uberschlagsrechnen als Kontrollwerkzeug allein wiirde der Thematik
nicht gerecht werden (vgl. z.B. Bobrowski 1990; Lorenz 2005b; Schipper et al.
2008). Uberschlagsrechnen fordert das Stellenwertverstindnis, die Entwicklung
von (Kopf-) Rechenstrategien, den Aufbau von Zahl- und GréBenvorstellungen
(vgl. Threadgill-Sowder 1984; Schroder 1988; van den Heuvel-Panhuizen 2001;
Schipper et al. 2008) und ist somit eng verbunden mit der Entwicklung eines Zah-
lensinns (vgl. Kapitel 2.2). Aus dieser Perspektive kénnen Uberschlige schlieBlich
als ,,pddagogisches Werkzeug® (Threadgill-Sowder 1984, S. 332) bzw. ,didakti-
sche Hilfe* (van den Heuvel-Panhuizen 2001, S. 174) betrachtet werden und sind
,,dann nicht mehr nur lastige Pflichtiibungen, z.B. zur Kontrolle einer schriftlichen
Rechnung, die eigentlich mit Hilfe des Taschenrechners besser durchgefiihrt wer-
den konnte; die regelmiBige Durchfiihrung von Uberschligen stellt vielmehr eine
Fortsetzung des Kopfrechenkurses auch im Kontext schriftlicher Rechenverfahren
dar" (Schipper et al. 2008, S. 101). Dieser didaktische Eigenwert wird auch durch
einen zeitgeméfBen Einsatz des Taschenrechners weiterhin betont. So kann man
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nicht nur mit einem Uberschlag ein Ergebnis des Taschenrechners iiberpriifen,
sondern andersrum kann der Taschenrechner genutzt werden, um Uberschlagser-
gebnisse zu kontrollieren und diese mit dem genauen Ergebnis — welches schlieB3-
lich mit dem Taschenrechner bestimmt wird — in Beziehung zu setzen (vgl. Spiegel
1988). Der Uberschlag riickt so im Vergleich zur genauen Rechnung in den Vor-
dergrund.

Insgesamt ist das Uberschlagsrechnen ein sehr reizvolles Thema mit vielen Eigen-
gesetzlichkeiten, ,,bei dem offene Aufgaben mdglich sind, bei dem Schiiler eigene
Wege gehen und Strategien entdecken konnen, bei dem die Argumentationsfahig-
keit und der Sinn fiir die angemessene Genauigkeit geschult werden konnen*
(Blankenagel 1983b, S. 320). Aus diesen Griinden ist das Uberschlagsrechnen ein
wichtiges Lernziel und liefert somit einen Beitrag zur mathematischen Bildung,
was auch in den Beitragen von Gerster (1982) und Winter (2001) sowie vom Nati-
onal Council of Teachers of Mathematics (NCTM 1980) herausgestellt wird. Dem-
nach stellt das Uberschlagsrechnen eine mathematische Grundfiihigkeit (Gerster
1982, S. 189; vgl. auch NCTM 1980; Smart 1982) bezichungsweise einen Teilas-
pekt der ,,Fundamentalen Ideen in der Grundschule*? (Winter 2001) dar.

Ausgehend von der nun aufgezeigten Bedeutsamkeit des Uberschlagsrechnens soll
die Thematik im Folgenden aus theoretischer Perspektive durchleuchtet werden.
Dazu werden anfangs die Begriffe Runden, Schétzen und Uberschlagen verglichen
und voneinander abgegrenzt sowie den englischen Pendants gegeniibergestellt
(Kap. 2.1.1). In Kapitel 2.1.2 wird der Begriff des Uberschlagsrechnens konkreti-
siert, indem verschiedene Merkmale eines Uberschlags herausgestellt werden.

Kapitel 2.2 erortert die eng mit dem Uberschlag verwandte Thematik des Zahlen-
sinns, die die Bedeutsamkeit des Uberschlagsrechnens weiter betont. In Kapitel 2.3
werden verschiedene Uberschlagsstrategien illustriert und diskutiert, was den Aus-
gangspunkt zur Einschitzung verschiedener Beitrdge zu einer Didaktik und Me-
thodik des Uberschlagsrechnens bildet, welche Gegenstand von Kapitel 2.4 sind.
Dort werden zunichst die Lehrpldne in den Blick genommen (Kap. 2.4.1), an-

2 Die »~Fundamentalen Ideen in der Grundschule® (FI) sind ein Versuch von Winter dem
Abgleiten des Mathematikunterrichts (MU) in ein unsystematisches Abarbeiten von Aufga-
ben entgegenzutreten. ,,Jhr Hauptzweck liegt wohl darin, die Lehrerinnen dafiir zu gewin-
nen, sich immer mehr bewusst zu werden, was denn im MU wesentlich, zentral, fundamen-
tal sein soll, und sich immer stdrker zu befdhigen, den FI im téglichen Unterricht Geltung zu
verschaffen. Ob die FI eine ernsthafte Antwort auf das Problem der Stofffiille sind, bleibt
noch abzuwarten* (Winter 2001, S. 2). Das Uberschlagsrechnen wird dabei als Teilaspekt
der FI ,Nédherungsrechnen aufgefiihrt.
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schlieBend werden anhand drei, fiir zentral erachteten Beitrdgen Leitideen fiir das
Uberschlagsrechnen im Unterricht aufgestellt (Kap. 2.4.2) bevor abschlieBend
verschiedene Aufgabentypen vorgestellt (Kap. 2.4.3) sowie Einblicke in Schulbii-
cher gewéhrt und hinsichtlich der Lehrplanvorgaben und Leitideen diskutiert wer-
den (Kap. 2.4.4).

2.1 Begriffsklirung Uberschlagsrechnen

In der Literatur findet sich das Uberschlagsrechnen hiufig in Verbindung mit den
Begriffen Runden und Schitzen. Dabei werden die Begriffe Schitzen und Uber-
schlagen im Deutschen nicht selten synonym gebraucht, teilweise wird der Begriff
Schétzen auch als Oberbegriff genutzt (vgl. z.B. Freudenthal 1978; 1985; Peter-
Koop 1999; Selter 1999a), was mitunter darauf zuriickzufiihren ist, dass beide Ta-
tigkeiten, abhéngig von der konkreten Aufgabe, aber auch bei der Analyse von
Rechenwegen, nicht immer scharf voneinander trennbar sind. Gemeinsam ist dem
Runden, dem Schitzen und dem Uberschlagen, dass es sich hierbei um Titigkeiten
handelt, die der ,,Welt der ungenauen Zahl*“ (Blankenagel 1983b, S. 315; Bonig
2003, S. 103) zuzuordnen sind, welche im Kontrast zur ,Welt der genauen Zahl*
steht (vgl. Freudenthal 1978). Siegler & Booth (2005, S. 198) sprechen in diesem
Zusammenhang auch von einem ,,process of translating between alternative quanti-
tative representations, at least one of which is inexact®.

2.1.1 Abgrenzung der Begriffe Runden, Schiitzen, Uberschlagen

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Uberschlagsrechnen (Uberschlagen) als eine
vom Schitzen verschiedene, wenn auch damit verwandte Tatigkeit betrachtet. Eine
Klérung der Begriffe, an der sich auch die vorliegende Arbeit orientiert, findet sich
z.B. bei Breidenbach (1969, S. 159) und insbesondere bei Lorenz (2005a; vgl. auch
Selter 2007). Auch die Betrachtung der englischen Begrifflichkeiten gibt weiteren
Aufschluss iiber die Unterschiede zwischen dem Schiitzen und Uberschlagen (vgl.
Sowder 1992a; Verschaffel, Greer & De Corte 2007; Hogan & Brezinski 2003).

Runden

Das Runden wird von Lorenz (2005a, S. 44) als eine Technik beschrieben, bei der
durch ein nach genauen Regeln vorgeschriebenes Verfahren eine Informationsver-
minderung vorgenommen wird, mit dem Ziel eine ,,vielziffrige Zahl leichter hand-
habbar (ebd.) zu machen. In diesem Sinne kann man die Ausgangszahl 135788
auf den nichstgelegenen Zehner (135790), auf den nichsten Hunderter (135800),
auf den néchsten Tausender (136000) usw. runden. Dies geschieht unabhéngig
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davon, ob die Zahl als Rechenzahl benutzt wird oder nicht. Folgende Regeln sind
beim Runden zu beachten:

,Beim Runden einer Zahl auf eine bestimmte Stelle entscheidet die
Ziffer in der rechten Nachbarstelle, ob abgerundet oder aufgerundet
wird. Steht in der rechten Nachbarstelle 0,1, 2, 3, 4, so wird abgerundet.
Steht in der rechten Nachbarstelle 5, 6, 7, 8, 9, so wird aufgerundet.”
(Breidenbach, 1969, S. 158)

Schitzen

Das Schdtzen hingegen kommt ohne vorgeschriebene Verfahren aus. Das Schitzen
bezieht sich in der vorliegenden Arbeit auf das Schitzen von GréBen und Anzahlen
(ebd.), wihrend Breidenbach (1969) beispielsweise nur vom ,,Entfernungsschét-
zen™ spricht. Das Schétzen zeichnet sich unter anderem dadurch aus, ,,daBl (1) wir
eine genaue Angabe mindestens fiir den Augenblick nicht machen koénnen* (Brei-
denbach 1969, S. 159). Somit muss man ,,ausgehend von sog. Stiitzpunktvorstel-
lungen (etwa der Hohe einer Tiir) durch Vereinfachung oder Bildung von Bruchtei-
len zu ungefihren Anzahl- bzw. Gréflenangaben® (Selter 2007) ein folglich unge-
fahres Ergebnis bestimmen, so wie die nachstehenden Beispiele dies verdeutlichen
(vgl. Bild 2-1).

Vor allem die englischen Bezeichnungen machen deutlich, dass die beiden Aufga-
ben fiir unterschiedliche Arten des Schitzens stehen. So geht es bei der ,,Murmel-
Aufgabe® um das Schitzen von Anzahlen (numerosity estimation), die Frage ,,Wie
viele?* ist dabei charakteristisch (Sowder 1992a, S 371; vgl. auch O’Daffer 1979).
Bei der ,,Dinosaurier-Aufgabe™ geht es um das Schétzen von Grofen (measure-
ment estimation). Die englische Bezeichnung (measurement = ,das Messen®)
macht dabei deutlich, dass es sich bei dieser Art des Schitzens gewissermallen um
eine Alternative zum Messen handelt. Es ist ein Prozess, der zu einem Messergeb-
nis fiihrt, ohne dass ein Messinstrument genutzt wird (Sowder 1992a, S. 371).

Uberschlagen

Beim Uberschlagen, was im Zentrum der vorliegenden Arbeit steht, geht es hinge-
gen darum, ,,das Ergebnis einer arithmetischen Operation ungeféhr, das heif3t, mit
einer gewissen Naherung, aber damit durchaus auch mit einem einkalkulierten
Fehler zu bestimmen* (Lorenz 2005a, S. 44). Vereinzelt findet man dafiir auch die
Bezeichnung ,,Schiatzendens Rechnen® (Selter 1999a).



10 2 Uberschlagsrechnen — mathematikdidaktischer Hintergrund

*3 Schitzen und rechnen

a) Wie viele Murmeln? ) b) Wie groR ist der Dinosaurier?

Ungefdhr wie viele Murmeln liegen auf der |Ungefahr wie hoch ist der Dinosaurier?
Tischdecke?

[J ungefdhr 100 Murmeln [ ungefdhr 1,90 Meter
K ungefdhr 200 Murmeln [0 ungefdhr 2 50 Meter
[0 ungefdhr 500 Murmeln Bd ungefdhr 3,50 Meter

Meine Begrindung: Ry RechlecRas 72 | Meine Begrindung: € e “Eyroun LNt
,Az-qﬂm ~ 1,10 m gmyﬁ Der Diro

WY Mypradhn £70 int Port W/w
50 -4= 200 arof.

A FOm 2 :3’qomr;:_-— 3'50'"

by ]

Bild 2-1 Schitzaufgaben (in Anlehnung an Sundermann & Selter 2006, S. 93f.)

Die entsprechende englische Bezeichnung ist computational estimation, welche
verdeutlicht, dass das Rechnen (computation) hier im Vordergrund steht. Breiden-
bach (1969) macht in diesem Zusammenhang darauf aufmerksam, dass man bei
einer Uberschlagsaufgabe sehr wohl genau rechnen kénnte (da alle Angaben an-
ders als beim Schitzen verfligbar sind), man aber bewusst auf eine genaue Rech-
nung verzichtet. Die Intention eines Uberschlags liegt in der Vereinfachung der
Aufgabe (Lorenz 2005a, S. 44). Dabei gibt es kein vorgeschriebenes Verfahren
(ebd.), obgleich hiufig der Eindruck entsteht, Uberschlagen bedeute stets das
Rechnen mit gerundeten Zahlen. Dass dem nicht so ist, wird im weiteren Verlauf
dieser Arbeit ausfiihrlich diskutiert.

Weitere englische Begrifflichkeiten

Auch wenn die obige Zuordnung der englischen Begriffe vermuten lédsst, dass es
im englischen Sprachgebrauch weniger Unklarheiten beziiglich der Begrifflichkei-
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ten gibt, so gibt es auch beziechungsweise gerade in der englischsprachigen Litera-
tur Diskussionen. So wird der Begriff estimation einerseits hdufig als Oberbegriff
fiir das Schiitzen (numerosity, measurement estimation) und das Uberschlagen
(computational estimation) genutzt, wie z.B. bei Sowder (1992a), andererseits be-
zieht sich der Begriff estimation in einigen Artikeln auch nur auf eine Form, sodass
es nicht immer eindeutig ist, ob eher das Schitzen oder das Uberschlagen oder
beides gemeint ist (vgl. z.B. Faulk 1962).

Des Weiteren trifft man haufig auch auf die Bezeichnungen numerical estimation
und quantitative estimation. Teilweise werden diese als Oberbegriffe genutzt: Sieg-
ler & Booth (2005, S. 198) beispielsweise verstehen unter numerical estimation
alle Formen von estimation, bei denen Zahlen im Gebrauch sind (vgl. auch Booth
& Siegler 2006). Hogan et al. (2003) hingegen nutzen die Bezeichnung quantitati-
ve estimation als Oberbegriff fiir das Schiitzen und Uberschlagen. Lang (1999)
dagegen versteht darunter eher nur das Schétzen von Anzahlen.

Uberschlagen/Schiitzen und Approximation

Dariiber hinaus werden im Englischen die Begriffe estimation und approximation
haufig missverstanden, worauf insbesondere Sowder (1992a, S. 373) hinweist.
Zum einen werden die beiden Begriffe synonym gebraucht. So benutzt Smart
(1982, S. 642) beispielsweise den Begriff der Approximation zur Definition des
Begriffs estimation ohne dabei in die o.g. verschiedenen Typen von estimation zu
unterscheiden. Zum anderen plédieren Siegel, Goldsmith & Madson (1982, S. 212)
fiir eine klare Trennung der beiden Bezeichnungen und die synonyme Verwendung
wird als problematisch betrachtet. Sie sehen ,,estimation to be a process leading to
a solution to a problem of counting or measurement™ (S. 211). Dies entspricht aber
eher dem Schétzen im oben beschriebenen Sinne. Mit ihrer Definition von Appro-
ximation (,,approximation provides a rough solution to arithmetic problems, start-
ing and ending in numbers* (ebd.)) beziehen sie sich gleichzeitig auf das, was in
der vorliegenden Arbeit als Uberschlag bzw. bei Sowder (1992a) und Hogan et al.
(2003) als computational estimation bezeichnet wird.

Hall (1984) hingegen grenzt die Begriffe estimation und approximation anders
voneinander ab (vgl. auch Sowder 1992a, S. 373). Er sieht estimation im Sinne der
oben vorgenommenen Zuordnung eher als Oberbegriff fiir das Schitzen und Uber-
schlagen. Die wesentliche Unterscheidung sicht Hall (1984) darin, dass es sich
beim Schitzen/Uberschlagen eher um ein sinnvolles, an Stiitzpunkten orientiertes
Raten handelt, wihrend man beim Approximieren versucht so nah wie mdglich
bzw. nétig an den genauen Wert zu gelangen. Als ein Beispiel dafiir wird das Fol-
gende angegeben (vgl. Hall 1984, S. 517):
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Geht es darum, zu 4/17 den passenden Dezimalbruch zu finden, wére eine schit-
zende Losung zu sagen, dass 4/17 etwas weniger als 1/4 ist und somit kdnnte ein
gut geschétzter Dezimalwert 0,238 sein. Die Losung beruht also auf einer Annah-
me, einer ,,wohlbegriindeten Vermutung*, wie sich die Bezeichnung des Schitzens
als ,,educated guess* (Thompson 1979; Hall 1984) frei {ibersetzen lasst. Will man
den Dezimalbruch approximieren, so rechnet man hingegen genau (hier z.B. mit
dem schriftlichen Divisionsalgorithmus) und gibt sich dann durch vorzeitiges Be-
enden der genauen Rechnung mit drei Nachkommastellen zufrieden, man ndhert
sich dem Ergebnis an (vgl. Hall 1984; Sowder 1992a). Eine dhnliche Unterschei-
dung findet sich bei Thompson (1979). Auch wenn die Begriffe estimation und
approximation nicht einheitlich verwendet werden, so scheint die Unterscheidung,
wie man sie bei Hall (1984) und Thompson (1979) findet, sinnvoll, weil diese am
ehesten der Unterscheidung entspricht, wie sie auch von Mathematikern unter-
nommen wird (vgl. Sowder 1992a). Gleichzeitig erscheint eine scharfe Trennung
aber nicht immer sinnvoll, da die Ubergiinge flieBend sein konnen.

Fazit

Im der vorliegenden Arbeit wird das Uberschlagsrechnen im Sinne von Lorenz
(2005a), als das Bestimmen eines ungefahren Ergebnisses einer Rechnung ver-
standen. Eine arithmetische Operation wird dabei bewusst durch eine leichtere
Rechnung ersetzt. Man wechselt also bewusst von der ,,Welt der genauen Zahl*
in die ,,Welt der ungenauen Zahl®.

Eine Approximation hingegen wird in der vorliegenden Arbeit als eine Nahe-
rungsrechnung verstanden, bei der man sich durch (wiederholtes) Anwenden
genauer Rechnungen oder durch das Abbrechen einer genauen Rechnung, wie
oben beschrieben, dem genauen Wert von Rechenschritt zu Rechenschritt weiter
annihert. Letztlich bleibt man in der ,,Welt der genauen Zahl®, erreicht nur nicht
das genaue Ergebnis. Beim Uberschlagsrechnen dagegen rechnet man zur Ver-
einfachung der eigentlichen Rechnung vielmehr mit ,Stellvertretern® genauer
Zahlen und erhélt folglich eine Art Modelllosung.
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2.1.2  Merkmale des Uberschlagsrechnens

Im vorhergehenden Abschnitt wurde bereits dargelegt, dass sich ein Uberschlag
unter anderem dadurch auszeichnet, dass man eine genaue Rechnung vereinfacht.
Betrachtet man weitere Definitionen eines Uberschlags, so zeigt sich, dass auch
weitere Merkmale mitunter eine Rolle spielen und der Aspekt der Vereinfachung
gleichzeitig nicht immer im Vordergrund steht oder unterschiedlich aufgefasst
wird.

Vereinfachung

So halten es beispielsweise De Corte & Somers (1981) eher allgemein, wie eine
ungefahre Losung entsteht: ,,by passing roughly and in an abbreviated way through
the solution process® (ebd., S. 7). Andere Definitionen hingegen verweisen konkret
auf das Runden von Zahlen als Form der Vereinfachung (vgl. z.B. Oehl 1965; Ko-
yama 1994). Dies wiederum steht im Gegensatz zu Lorenz‘ Definition (Lorenz
20054, s.0.), der explizit darauf hinweist, dass der Uberschlag nicht nach vorgefer-
tigten Regeln gelingen kann (Lorenz 2005a, S. 44). Gleichzeitig findet der Aspekt
der Vereinfachung in vielen Verdffentlichungen auch gar keine Erwéhnung.

Miindlichkeit

Eng verbunden mit dem Merkmal der Vereinfachung ist die Sicht auf das Uber-
schlagsrechnen als ein Kopfrechnen (auch miindliches Rechnen, vgl. Selter 1999b),
wobei hier mitunter zwei Sichtweisen auszumachen sind.

So wird in mehreren Definitionen des Uberschlagsrechnens explizit vom Kopf-
rechnen bzw. mental computation/processes gesprochen (Oehl 1965; Reys, R. &
Bestgen 1982; Reys B. 1986b; Koyama 1994; Kirk 1998). LeFevre, Greenham &
Waheed (1993, S. 95) sprechen zum Beispiel von einem ,,process of simplifying an
arithmetic problem [...] through mental calculation”. In anderen Veré6ffentlichun-
gen ist hingegen zusitzlich oder stattdessen die Rede von Rechnungen, die ohne
externe Hilfen wie beispielsweise Notizen oder schriftlichen Rechnungen aus-
kommen (Dickey 1934; Reys, R., Rybolt, Bestgen & Wyatt 1980; Reys, R.E, Traf-
ton, Reys, B.B., Zawojewski 1984; Koyama 1994).

Diesen unterschiedlichen Sichtweisen begegnen Reys R., Lindquist, Lambdin,
Smith & Suydam in neueren Verdffentlichungen, indem sie deutlich machen, dass
das Uberschlagsrechnen zwar in der Regel im Kopf durchgefiihrt werden sollte, es
aber auch Situationen gibt, in denen es sinnvoll sein kann etwas aufzuschreiben
(2004, S. 239). Insbesondere erscheint es fiir lingere Uberschlagsrechnungen hilf-
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reich Zwischenergebnisse oder die gerundeten Zahlen zu notieren, um das Kurz-
zeitgeddchtnis zu entlasten. Auch wird man im Unterricht nur schwer vollstindig
auf Verschriftlichungen verzichten konnen.

Somit gilt es also das Kopfrechnen mit Notizen nicht mit dem schriftlichen Rech-
nen im Sinne der Algorithmen zu vermischen. In diesem Zusammenhang sei auf
die Unterscheidung der Rechenmethoden in das Zahlen- und Ziffernrechnen ver-
weisen, so wie sie von Selter (1999b) formuliert wird. Zwar unterscheidet man
traditionellerweise in das schriftliche, das halbschriftliche und das miindliche
Rechnen (Kopfrechnen). Wahrend das schriftliche Rechnen ein Ziffernrechnen ist,
geht es beim halbschriftlichen und miindlichen Rechnen aber um das Operieren mit
Zahlganzheiten und wird somit von Selter als Zahlenrechnen zusammengefasst und
dem Ziffernrechnen gegeniibergestellt. Mit Bezug auf die oben dargestellten unter-
schiedlichen Sichtweisen auf das Uberschlagsrechnen, erscheint somit der Blick
auf das Uberschlagsrechnen als ein Zahlenrechnen sinnvoll, auch das miindliche
Rechnen ist zutreffend, insofern informelle Notationen eingeschlossen werden.

Schnelligkeit

Teilweise in Ergdnzung und teilweise unabhingig von dem Aspekt der Vereinfa-
chung, findet man in einigen Definitionen zum Uberschlag den Aspekt der Schnel-
ligkeit, welcher wiederum in Beziehung zum Uberschlagsrechnen als Kopfrechnen
steht. So betont Oehl (1965), dass der Uberschlag ,,schnell im Kopf durchgefiihrt
werden kann“ (S. 89), Reys, R. & Bestgen (1982) sprechen von einem ,,mental
process which is performed quickly“ (S. 142). Auch wenn die Schnelligkeit in
einem GroBteil der Literatur nicht direkt in den jeweiligen Definitionen des Uber-
schlags erwihnt wird, so spielt dieses Merkmal in empirischen Untersuchungen
hiiufig eine zentrale Rolle. In vielen Untersuchungen zum Uberschlagsrechnen
bekommen die Versuchspersonen nur eine stark begrenzte Zeit (z.B. 15 Sekunden
pro Aufgabe), um die Tests zu l6sen (z.B. Reys, R. et al. 1980; Rubenstein 1985),
sodass in diesen Untersuchungen eben davon ausgegangen wird, dass es sich bei
einer Uberschlagsrechnung um eine schnelle Rechnung handelt.

Kontextabhéngiger Grad der Genauigkeit
Wihrend der Uberschlag nahezu einheitlich als ungefihre Losung verstanden wird,
so wird dariiber hinaus héufig auf den Grad der Genauigkeit bezichungsweise die

Néhe zum genauen Ergebnis verwiesen.

So sprechen zum Beispiel LeFevre et al. (1993, S. 95) von einer ,,approximate but
satisfactory answer”. Reys et al. beschreiben Uberschldge als ,,answers that are
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reasonably close to a correctly computed result” (Reys et al. 1980; Reys & Bestgen
1982; Reys et al. 1984), und Reys, B. definiert einen Uberschlag als ,,answer that is
sufficiently close to allow decisions to be made” (Reys, B. 1986a, S. 22). Smart
(1982) argumentiert dhnlich, stellt den Grad der Genauigkeit in Abhéngigkeit vom
jeweiligen Kontext aber noch deutlicher heraus. Ein Uberschlag ist fiir ihn eine
ungefihre Losung ,.that is sufficiently exact for a specified purpose® (S. 642).

Auch Lorenz (2005) sieht diese Kontextabhéngigkeit und hilt diese fiir zentral. Er
betont aber ebenso, dass das Uberschlagsergebnis nicht zu weit vom genauen Er-
gebnis abweichen und innerhalb tolerierbarer Grenzen liegen sollte. Solche Gren-
zen werden nicht selten durch prozentuale Abweichungen festgelegt, wobei aber
bisweilen kein Konsens herrscht, welche Abweichung sinnvoll ist. Clayton (1996)
hat in diesem Zusammenhang mehrere Studien zum Schitzen und Uberschlagen
verglichen und konnte feststellen, dass in einigen Studien nur diejenigen Ergebnis-
se als sinnvoll erachtet wurden, die um hochstens 15 % vom genauen Ergebnis
abwichen (z.B. Paull 1971, zitiert in Clayton 1996), bei anderen Studien galten alle
Ergebnisse, die bis zu 50 % vom genauen Ergebnis abwichen (z.B. Siegel et al.
1982), noch als korrekt. Folglich stellt sich die Frage, wie sinnvoll die prozentuale
Abweichung des Uberschlagsergebnisses vom genauen Ergebnis in Hinblick auf
den Grad der Genauigkeit iiberhaupt ist (vgl. auch Sowder 1992a).

Insgesamt finden sich somit drei Richtungen in Bezug auf den Grad der Genauig-
keit eines Uberschlags: Entweder der Grad der Genauigkeit spielt in einzelnen
Untersuchungen und Artikeln gar keine Rolle, der Grad der Genauigkeit spielt eine
Rolle, ist kontextabhingig, aber nicht néher definiert bzw. muss kontextabhéngig
diskutiert werden oder der Grad der Genauigkeit wird durch prozentuale Abwei-
chungen definiert.

Ubersicht zum Vorkommen der verschiedenen Merkmale

AbschlieBend erlaubt die Tabelle 2.1 einen Uberblick, in welchen Beitriigen die
aufgezeigten und diskutierten Merkmale in welcher Auspragung vorkommen.

Die Tabelle verdeutlicht einerseits die unterschiedliche Haufigkeit der verschiede-
nen Merkmale, andererseits die unterschiedlichen Auspragungen. Insgesamt gibt es
somit bisweilen keinen klaren Konsens dariiber, was einen (guten) Uberschlag
ausmacht, wobei die verschiedenen Begriffsklarungen sicher auch vor dem Hinter-
grund des jeweiligen Forschungsinteresses der einzelnen Beitrdge zu sehen sind.



