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Vorwort

Bei vielen technischen Prozessen und dynamischen Systemen &ndern sich
die beschreibenden Systemgrofien nicht nur mit der Zeit, sondern hangen
auch signifikant vom Ort ab. Typische Beispiele hierfiir sind raumliche
Temperaturverteilungen bei thermischen Prozessen oder elastische Verfor-
mungen von Leichtbaustrukturen im Anlagen-, Maschinen- und Fahrzeug-
bau. Im Gegensatz zu konzentriert-parametrischen Systemen, die durch ge-
wohnliche Differentialgleichungen beschrieben werden, fiihrt die Modellbil-
dung dieser Systeme auf partielle Differentialgleichungen. Gegenstand die-
ses Buches ist der Entwurf von Steuerungen und Regelungen fiir solche
sog. verteilt-parametrische Systeme. Um einen einheitlichen Zugang zu die-
ser Problemstellung zu ermoglichen, wird die Zustandsbeschreibung verteilt-
parametrischer Systeme als Ausgangspunkt gewéhlt. Damit ist es moglich, be-
wahrte Verfahren der Zustandsraummethodik fiir konzentriert-parametrische
Systeme auf den verteilt-parametrischen Fall zu verallgemeinern. Dies hat
auch den Vorteil, dass die Betrachtung konzentriert-parametrischer Systeme
in den resultierenden Entwurfsverfahren als Spezialfall enthalten ist, was den
Einstieg in die anspruchsvolle Thematik fiir den Leser erleichtert. Ein weiteres
besonderes Merkmal des Buches ist die konsequente Verwendung einer Struk-
tur mit zwei oder mehr Freiheitsgraden fiir die Steuer- und Regeleinrichtung.
Diese Struktur schafft die Voraussetzung fiir einen zielgerichteten Entwurf,
indem sie es ermoglicht, das gewiinschte Sollverhalten sowie die geforderte
Unterdriickung der Storeinfliisse getrennt und unabhéngig voneinander ein-
zustellen.

Vorausgesetzt wird vom Leser, dass er mit der Zustandsraummethodik
flir konzentriert-parametrische Mehrgrofsensysteme vertraut ist, wie man sie
beispielsweise in [27,57] findet. Der Hauptteil des Buches ist so angelegt,
dass man auch ohne Vorkenntnisse der Funktionalanalysis der Darstellung
leicht folgen kann. Fiir das Verstédndnis der Beweise im Anhang sind aller-
dings Grundlagen zur Funktionalanalysis notwendig, die man beispielsweise
in [14,43,46,56] findet. Auf die Modellbildung von verteilt-parametrischen



vi Vorwort

Systemen wird im Buch nicht eingegangen. Eine anschauliche Einfithrung in
diese Thematik bietet [28].

Dieses Buch ist aus meiner Habilitationsschrift ,,Zwei-Freiheitsgrade-Rege-
lung linearer verteilt-parametrischer Systeme im Zustandsraum® fiir das
Fachgebiet Regelungstechnik hervorgegangen, die 2010 von der Technischen
Fakultét der Universitit Erlangen-Niirnberg angenommen wurde. Die vor-
liegende Fassung ergab sich aus den Erfahrungen mit einer anschliefenden
Vorlesungstitigkeit zum Themenfeld der Habilitation sowie einer Uberarbei-
tung und Erweiterung der Habilitationsschrift. Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. G.
Roppenecker bin ich fiir die Betreuung der Habilitation sowie fiir den mir in
diesem Zusammenhang gewédhrten Freiraum zu Dank verpflichtet. Mein Dank
gilt auch den weiteren Mitgliedern des Fachmentorats Herrn Prof. Dr.-Ing.
M. Albach und Herrn Prof. Dr. J. Jahn, die das Habilitationsvorhaben wis-
senschaftlich begleitet haben. Externe Gutachten fiir die Habilitationsschrift
wurden von Herrn Prof. Dr.-Ing. U. Konigorski und Herrn Prof. Dr.-Ing.
habil. B. Lohmann angefertigt, wofiir ich mich ebenfalls herzlich bedanken
mochte. Unterstiitzt bei der Erstellung des Buches wurde ich auch von mei-
nen Doktoranden aus der Forschungsgruppe ,,Unendlich-dimensionale Syste-
me* am Lehrstuhl fiir Regelungstechnik der Universitdt Erlangen-Niirnberg.
Herr Dipl.-Ing. Ch. Harkort und Herr Dipl.-Ing. M. Bduml haben das ge-
samte Manuskript einer kritischen Priifung unterzogen und mir durch viele
konstruktive Verbesserungsvorschlidge bei Erstellung der Endversion geholfen.
Teile der Buches wurden auch von Herrn Dipl.-Ing. A. Mohr durchgesehen.
All diesen Mitarbeitern sowie den Studenten, die in Projekt-, Studien- und
Diplomarbeiten Vorarbeiten zum Buch geleistet haben, méchte ich meinen
Dank aussprechen.

Fragen und konstruktive Kritik sowie Verbesserungsvorschlidge, die von
mir dankbar entgegengenommen werden, kénnen an meine E-Mail-Adresse
joachim.deutscher@rt.eei.uni-erlangen.de gesendet werden.

Erlangen, im September 2011 Joachim Deutscher
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Kapitel 1
Einfithrung und Ubersicht

1.1 Einfiihrung

Bei vielen technischen Prozessen wird das Systemverhalten durch ortliche
Transportprozesse, Ausgleichsvorgidnge oder ortliche Wellenausbreitung be-
stimmt. Damit sind die Systemgréfien nicht nur zeitabhéngig sondern auch
ortsabhéngig. Die Modellbildung solcher technischer Prozesse fiihrt somit auf
verteilt-parametrische Systeme, deren Dynamik durch partielle Differential-
gleichungen beschrieben wird, da die dynamische Entwicklung sowohl vom
Ort als auch von der Zeit abhéngt. Aus diesem Grund ist die Behand-
lung von verteilt-parametrischen Systemen deutlich aufwéndiger als die von
konzentriert-parametrischen Systemen. Letztere werden ndmlich durch ge-
wohnliche Differentialgleichungen modelliert, weil keine ortliche Abhéngigkeit
der Systemgrofen auftritt. Beispiele fiir verteilt-parametrische Systeme sind
die Beschreibung der Temperaturverteilung auf einem warmeleitenden Stab
oder die Verbiegung eines Balkens. Diese einfachen Modelle kénnen als Aus-
gangspunkt zur Modellierung technischer Prozesse wie z.B. von Schmelzéfen
fiir die Glasherstellung oder von mechanischen Schwingungen in elastischen
Industrierobotern dienen.

Bei konzentriert-parametrischen Systemen ermdéglicht die Beschreibung
im Zustandsraum eine systematische Analyse der Systemdynamik. Da der
zugehorige Zustandsraum stets ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist,
gehoren die konzentriert-parametrischen Systeme zur Klasse der endlich-
dimensionalen Systeme. Die Grundidee der Zustandsbeschreibung im konzen-
triert-parametrischen Fall besteht darin, die anhand der Modellbildung ge-
wonnenen Differentialgleichungen, die i.Allg. héherer Ordnung sind, durch
Einfiihrung von Zustandsgrofen als ein Differentialgleichungssystem erster
Ordnung darzustellen. Die Systemdynamik wird dann durch die Lésung ei-
nes Anfangswertproblems fiir dieses Differentialgleichungssystem beschrieben,
die fiir lineare zeitinvariante Systeme bei Kenntnis des Anfangszustands und
eventuell auftretender stiickweise stetiger Anregungssignale existiert und ein-

J. Deutscher, Zustandsregelung verteilt-parametrischer Systeme,
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2 1 Einfiihrung und Ubersicht

deutig ist. Damit erfasst der Zustand die vollstdndige systeminterne Infor-
mation, welche die dynamische Weiterentwicklung des Systems festlegt. Die
Zustandsbeschreibung ist auch Grundlage fiir systematische Verfahren zum
Entwurf von konzentriert-parametrischen Steuerungs- und Regelungssyste-
men. Deshalb ist es nahe liegend, zur Steuerung und Regelung eines verteilt-
parametrischen Systems dieses durch ein konzentriert-parametrisches Sys-
tem zu approximieren und anschliefsend die Zustandsraummethodik auf die
endlich-dimensionale Approximation anzuwenden. Diese als , early-lumping*
Methode bezeichnete Vorgehensweise besitzt jedoch den wesentlichen Nach-
teil, dass die gewiinschten Anforderungen an das resultierende Steuerungs-
und Regelungssystem nicht vorab durch den Entwurf sichergestellt werden
kénnen. Bestimmt man beispielsweise einen Regler mit dem ,early-lumping*-
Ansatz, dann muss die Stabilitéit der resultierenden verteilt-parametrischen
Regelung nachtriglich untersucht werden, weil der Regler i.Allg. nur die Ap-
proximation der Strecke stabilisiert (siehe z.B. [2]). Dariiber hinaus kommt
bei Anwendung dieser Vorgehensweise die Ordnung des Approximationsmo-
dells als weiterer wesentlicher Entwurfsparameter hinzu. Da man keine Aus-
sage iiber dessen genauen Zusammenhang mit dem Entwurfsergebnis hat,
wahlt man ihn meist vergleichsweise hoch, um den Approximationsfehler
klein zu halten. Dies bedeutet aber wiederum einen erhéhten Realisierungs-
aufwand fiir die Implementierung des Entwurfsergebnisses, wie z.B. die Rea-
lisierung eines Reglers sehr hoher Ordnung. Beim ,late-lumping‘-Ansatz wird
nicht die Strecke, sondern das Entwurfsergebnis endlich-dimensional approxi-
miert. Dies bedeutet beim Reglerentwurf, dass man zunéchst einen verteilt-
parametrischen Regler fiir die verteilt-parametrische Strecke entwirft. An-
schlieffend muss dieses resultierende verteilt-parametrische System endlich-
dimensional approximiert werden, um einen realisierbaren Regler zu erhal-
ten. Dieser Ansatz hat bei der Reglerbestimmung den unmittelbaren Vorteil,
dass man einerseits beim Entwurf des verteilt-parametrischen Reglers die
Systemeigenschaften der Strecke berticksichtigen kann und sich andererseits
die Reglerapproximation so durchfiihren lésst, dass Regelungseigenschaften,
welche der verteilt-parametrische Regler sicherstellt, auch bei Verwendung
der Reglerapproximation fiir die resultierende Regelung gelten. Aus diesen
Griinden fithrt der Entwurf mittels ,late-lumping” meist zu besseren Ergeb-
nissen.

Die Durchfiihrung des ,late-lumping*“-Ansatzes erfordert eine allgemei-
ne Methodik zur Bestimmung von Steuerungs- und Regelungssystemen fiir
verteilt-parametrische Systeme. Es ist nahe liegend, auch hier wie bei konzen-
triert-parametrischen Systemen die Zustandsraummethodik heranzuziehen
(siehe [14]). Bei diesen Systemen ergibt sich durch die Modellbildung zunéchst
ein Anfangs-Randwertproblem fiir eine partielle Differentialgleichung. Durch
Einfiihrung eines geeigneten Zustands lasst sich diese Systembeschreibung in
ein abstraktes Anfangswertproblem tiberfithren, das formal mit dem Anfangs-
wertproblem einer konzentriert-parametrischen Zustandsbeschreibung iiber-
einstimmt. Allerdings muss sowohl bei der Einfiihrung des Zustands als auch



1.1 Einfiihrung 3

bei der Wahl des Zustandsraums darauf geachtet werden, dass das resul-
tierende abstrakte Anfangswertproblem eine sinnvolle Systembeschreibung
darstellt. Dies lasst sich beispielsweise leicht anhand eines Wéarmeleiters ver-
anschaulichen. Der Zustand ist offensichtlich durch die Temperaturvertei-
lung auf dem Wirmeleiter gegeben, die neben der Zeit auch vom Ort ab-
héngt. Bei der Zustandsbeschreibung von verteilt-parametrischen Systemen
ist der Zustand eine sog. abstrakte Funktion, d.h. im betrachteten Beispiel
ist die Ortsfunktion der Temperatur fiir jeden Zeitpunkt Element eines ge-
eigneten Funktionenraums, der als Zustandsraum eingefiihrt wird. Bei der
Wahl des Zustandsraums bzw. des Funktionenraums ist zu beachten, dass
die Losung des Anfangs-Randwertproblems Element dieses Funktionenraums
ist. Diese Betrachtung macht bereits deutlich, dass man bei der Zustands-
beschreibung von verteilt-parametrischen Systemen wesentlich sorgfiltiger
vorgehen muss als bei konzentriert-parametrischen Systemen. Eine syste-
matische Behandlung der im Zusammenhang mit der Zustandsbeschreibung
von verteilt-parametrischen Systemen auftretenden Probleme ist mit Hilfe
der linearen Funktionalanalysis moglich, die man als eine Verbindung der
Analysis mit der linearen Algebra ansehen kann. Da der Zustandsraum von
verteilt-parametrischen Systemen ein Funktionenraum und damit unendlich-
dimensional ist, gehdren die verteilt-parametrischen Systeme zur Klasse der
unendlich-dimensionalen Systeme.

Bei linearen zeitinvarianten konzentriert-parametrischen Systemen hat
sich die Zustandsraummethodik unter Verwendung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren bei der Systemanalyse und -synthese als sehr tragfihig erwiesen.
Insbesonders erlaubt diese Betrachtungsweise einen unmittelbaren Einblick
in die vorliegende Systemdynamik oder ermdoglicht eine klare Vorstellung
iiber die vorzugebende Dynamik. Aus diesem Grund ist dieser Ansatz fiir
konzentriert-parametrische Systeme bereits weitestgehend untersucht (siehe
z.B. [27,57]). Die bisherige Behandlung der linearen zeitinvarianten verteilt-
parametrischen Zustandsregelung mit diesem Ansatz beschrankt sich nur auf
den Eingrofenfall (siehe z.B. [5, 68, 71]) oder wird erst gar nicht betrach-
tet, weil die modale Charakterisierung der Systemdynamik zu aufwindig er-
scheint. Dies steht aber im Widerspruch zur Tatsache, dass sich die Dyna-
mik von vielen verteilt-parametrischen Mehrgrofensystemen, die in techni-
schen Problemstellungen auftreten, mittels Eigenwerten und Eigenvektoren
anschaulich charakterisieren lésst. Dariiber hinaus wurden in [14] die sog.
Riesz-Spektralsysteme eingefithrt, mit denen eine sehr grofe Klasse solcher
verteilt-parametrischer Systeme in einem einheitlichen Rahmen geeignet be-
schrieben werden kann. Ein weiterer Vorteil der modalen Betrachtungswei-
se ist, dass sich Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen konzentriert-
parametrischen und verteilt-parametrischen Systemen einfach herausarbei-
ten lassen. Damit sind einerseits Vorgehensweisen der Zustandsraummetho-
dik flir konzentriert-parametrische Systeme auf den verteilt-parametrischen
Fall {ibertragbar und andererseits konnen Ergebnisse der Zustandsraum-
methodik fiir verteilt-parametrische Systeme im Rahmen der konzentriert-
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parametrischen Systeme interpretiert werden. Dariiber hinaus wird die Zu-
standsraummethodik fiir verteilt-parametrische Systeme unter Verwendung
der modalen Betrachtungsweise durch verfiighare leistungsfahige Software-
pakete gestiitzt, welche die Berechnung modaler Kenngrofsen auch fiir kom-
plizierte Geometrien mittels Finiter Elemente erlauben. Deshalb wird in
diesem Buch eine systematische Zustandsraummethodik fir lineare verteilt-
parametrische Mehrgrifiensysteme zum Entwurf von Steuerungs- und Rege-
lungssystemen entwickelt, wobei Eigenwerte und Eigenvektoren wesentliche
Kenngrofsen fiir die Analyse als auch fiir die Synthese sind.

1.2 Ubersicht

Bisherige Darstellungen der Zustandsbeschreibung verteilt-parametrischer
Systeme setzen fortgeschrittene Kenntnisse im Bereich der Funktionalanalysis
voraus und sind meist sehr abstrakt gehalten. Aus diesem Grund wird bei der
Einfiihrung der Zustandsbeschreibung von verteilt-parametrischen Systemen
im zweiten Kapitel besonderer Wert auf eine anschauliche Darstellung ge-
legt. Voraussetzung sind dabei nur die Grundlagen zur Zustandsbeschreibung
konzentriert-parametrischer Systeme. Die Ergebnisse dieses Kapitels werden
auch anhand von zwei konkreten Beispielen verdeutlicht. Die Auswahl der da-
bei betrachteten verteilt-parametrischen Systeme orientiert sich an dem Ziel,
den Zugang zu den vorgestellten Ergebnissen zu erleichtern. Das erste verteilt-
parametrische System ist der Widrmeleiter, d.h. ein eindimensionaler Stab
mit endlicher Lange, welcher einen verteilten Energiespeicher besitzt und der
zur Klasse der Sturm-Liouville-Systeme gehort. Diese Klasse von verteilt-
parametrischen Systemen lasst sich mit der modalen Betrachtungsweise sehr
einfach und anschaulich behandeln. Beispielsweise besitzt der Wéarmeleiter
nur einfache relle Eigenwerte, wobei nur endlich viele in der rechten Halbebe-
ne liegen. Dariiber hinaus bilden seine Eigenvektoren eine orthogonale Basis
im Zustandsraum, womit man Elemente des Zustandsraums problemlos nach
den Eigenvektoren entwickeln kann. Aus diesem Grund wird der Warme-
leiter verwendet, um die betrachteten Sachverhalte zunéchst anschaulich zu
verdeutlichen. Das zweite Beispielsystem ist ein beidseitig drehbar gelager-
ter Euler-Bernoulli-Balken, welcher aufgrund der zwei vorhandenen verteil-
ten Energiespeicher auch Schwingungsverhalten zeigen kann. Anhand dieses
verteilt-parametrischen Systems lésst sich die Anwendungsbreite der vorge-
stellten Ergebnisse gut darstellen, da es kein Sturm-Liouville-System mehr
ist. Beispielsweise bilden die Eigenvektoren des Euler-Bernoulli-Balkens im
geddmpften Fall keine orthogonale Basis im Zustandsraum. Erst durch For-
mulierung des Balkens als Riesz-Spektralsystem wird eine modale Analyse
sowie die darauf aufbauende modale Synthese ermdglicht. Damit bietet sich
dieses System an, um allgemeinere Zusammenhénge zu veranschaulichen. In
den nachfolgenden Kapiteln werden der Warmeleiter und der Euler-Bernoulli-
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Balken wieder aufgegriffen, um die vorgestellten Entwurfsverfahren anhand
von konkreten Beispielen zu erproben. Im Vordergrund der Betrachtungen
stehen verteilt-parametrische Systeme, bei denen der Stelleingriff im Inneren
des Ortsbereichs auftritt, d.h. die Systembeeinflussung erfolgt durch einen
verteilten Eingriff. Beim Warmeleiter bedeutet dies, dass die Erwirmung
entlang des Stabes und nicht am Anfang oder am Ende erfolgt. Bei vielen An-
wendungsbeispielen ist ein Eingriff aber nur am Rand mdoglich oder einfacher
zu realisieren. Beispielsweise kann die Erwéarmung eines Stabes nur am Stab-
anfang oder -ende moglich sein, wenn der Rest des Stabes fiir die Erwarmung
nicht zuganglich ist. In diesem Fall spricht man von verteilt-parametrischen
Systemen mit Randeingriff. Am Ende des zweiten Kapitels wird gezeigt, dass
sich die meisten verteilt-parametrischen Systeme mit Randeingriff in Systeme
mit verteiltem Eingriff {iberfiihren lassen. Deshalb ist die Betrachtung von
verteilt-parametrischen Systemen mit verteiltem Eingriff keine wesentliche
Einschrankung.

Ein weiteres besonderes Merkmal dieses Buches ist der durchgingige
Entwurf von Steuerungs- und Regelungssystemen auf Grundlage der Zwei-
Freiheitsgrade-Struktur (siehe [41,45]) und deren Verallgemeinerung auf mehr
als zwei Freiheitsgrade. Bei solchen Regelungen wird das Fiihrungsverhalten
und das Verhalten beziiglich messbarer Stérungen vorgesteuert. Unabhén-
gig davon lasst sich das Storverhalten beziiglich nichtmessbarer Stérungen
und Modellunsicherheit durch eine Regelung einstellen. Diese Eigenschaften
ermoglichen somit einen systematischen Entwurf von Steuerungs- und Rege-
lungssystemen. Diese Zusammenhénge werden im dritten Kapitel zunéchst
allgemein vorgestellt. Danach folgt die Besprechung der Besonderheiten, die
man bei Anwendung dieses Ansatzes auf verteilt-parametrische Systeme be-
achten muss.

Der weitere Aufbau des Buches ist durch den Entwurf von Regelungen
mit mehreren Freiheitsgraden festgelegt, der sich in zwei weitere Kapitel
zum Entwurf der Vorsteuerung und des Folgereglers gliedert. Im vierten Ka-
pitel werden Methoden zur Bestimmung von Vorsteuerungen fir verteilt-
parametrische Systeme entwickelt. Hierbei wird zunéchst der Entwurf von
modellgestiitzten Vorsteuerungen behandelt. Die Grundidee der modellge-
stiitzten Vorsteuerung besteht darin, mittels eines Modellregelkreises den
flir die Vorsteuerung ndtigen Stellsignalverlauf und die zugehorige Solltra-
jektorie fiir die Regelgrofe zu erzeugen. Damit ist es moglich, Sollwert-
vorgaben eines Bedieners oder eines iibergeordneten Systems online umzu-
setzen. Im Vergleich zur Regelung der tatsdchlichen Strecke zeichnet sich
dieser Ansatz durch zwei Besonderheiten aus. Einerseits sind alle Zustéin-
de des in der modellgestiitzen Vorsteuerung vorhandenen Streckenmodells
unmittelbar zugénglich und andererseits ist das Modell exakt bekannt. Die
erste Eigenschaft legt nahe, die modellgestiitzte Vorsteuerung mittels ei-
ner Zustandsriickfithrung durch Eigenwertvorgabe zu stabilisieren. Hierfiir
wird im vierten Kapitel eine explizite Losung des zugehorigen Eigenwertvor-
gabeproblems hergeleitet, die eine Verallgemeinerung der von konzentriert-
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parametrischen Systemen her bekannten Volistindigen Modalen Synthese
ist (siehe [57]). Die zweite Eigenschaft der modellgestiitzten Vorsteuerung
kann genutzt werden, um das Fiihrungs- und Storverhalten mittels einer
Fihrungs- und Storgroffenaufschaltung einzustellen. Die Robustheitsproble-
matik dieser Entwurfsmethode kommt bei Bestimmung der Steuerung nim-
lich nicht zum Tragen, da sie fiir das bekannte Streckenmodell entwor-
fen wird. Da in diesem Buch von verteilt-parametrischen Mehrgrofensys-
temen ausgegangen wird, muss auch die Einstellung des Fiihrungsverhal-
tens durch eine Fin-/Ausgangsentkopplung behandelt werden. Auf Grundlage
des zu Beginn des Kapitels entwickelten parametrischen Entwurfsverfahrens
flir Zustandsriickfiihrungen wird hierzu ein Ansatz zur systematischen Ein-
/Ausgangsentkopplung von Riesz-Spektralsystemen angegeben. Nach dem
Entwurf von modellgestiitzten Vorsteuerungen fiir verteilt-parametrische Sys-
teme ergibt sich noch das Problem der endlich-dimensionalen Realisierung.
Begleitend zur Entwicklung der Entwurfsverfahren fiir die Bestimmung der
modellgestiitzten Vorsteuerung wird deshalb die Realisierung der resultie-
renden unendlich-dimensionalen Vorsteuerung mittels ,late-lumping* vorge-
stellt. In manchen Fillen kann die sich ergebende Vorsteuerung jedoch von
vergleichsweise hoher Ordnung sein. Aus diesem Grund wird diese Vor-
gehensweise noch um eine weitere Entwurfsmethodik fiir Vorsteuerungen
niedriger Ordnungen ergénzt. Bei diesem Ansatz erfolgt die Bestimmung
der Vorsteuerung mittels ,early-lumping“. Die beim Entwurf vernachlassig-
te Streckendynamik l&sst sich anschliefend durch Bestimmung einer zusétzli-
chen Storgrofenaufschaltung auf Grundlage der verteilt-parametrischen Stre-
cke berticksichtigen, die stationdre Genauigkeit im vorgesteuerten Fithrungs-
und Storverhalten sicherstellt. Dieses Ergebnis macht deutlich, dass auch
der klassische ,early-lumping“-Ansatz durch die Zustandsraumbetrachtung
des verteilt-parametrischen Systems beim Entwurf sinnvoll erweitert werden
kann. Das Kapitel zum Vorsteuerungsentwurf wird durch die Realisierung von
Arbeitspunktwechsel abgeschlossen, die in praktischen Anwendungen haufig
vorkommen. Bei dieser Problemstellung wird im Gegensatz zur modellge-
stiitzten Vorsteuerung die Solltrajektorie und die zugehorige Steuerung off-
line bestimmt. Damit muss kein dynamisches System in der Vorsteuerung
realisiert werden, was die Verwendung modaler Approximationsmodelle sehr
hoher Ordnung fiir den Steuerungsentwurf nahe legt. Ausgehend von diesem
Ansatz wird der zugehérige Steuerungsentwurf fiir den Arbeitspunktwech-
sel unter Verwendung der Flachheitseigenschaft des Approximationsmodells
vorgestellt.

Um nichtmessbare Storungen und Modellunsicherheit zu beriicksichti-
gen, muss man die modellgestiitzte Vorsteuerung um eine Regelung ergin-
zen. Hierzu sind endlich-dimensionale Regler fiir verteilt-parametrische Sys-
teme zu entwerfen. Da sich nur solche Regler in praktischen Anwendun-
gen realisieren lassen, stellt die endlich-dimensionale Regelung von verteilt-
parametrischen Systemen eine grundlegende Problemstellung dar. Sie wird
durch die Tatsache erschwert, dass sich der systematische Entwurf einer be-
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obachterbasierten Zustandsriickfiihrung nicht auf verteilt-parametrische Sys-
teme iibertragen lédsst, da der resultierende Regler unendlich-dimensional
ist. Durch die endlich-dimensionale Approximation dieses Reglers im Rah-
men des ,late-lumping*-Ansatzes verliert das Separationsprinzip seine Giiltig-
keit, womit dem Entwurf seine Grundlage entzogen wird. Im fiinften Kapitel
wird deshalb ein alternativer Ansatz zum systematischen Entwurf endlich-
dimensionaler Regler vorgestellt, der weder auf einer Streckenapproximati-
on noch auf einer Reglerapproximation aufbaut. Vielmehr wird der endlich-
dimensionale Regler direkt fiir die verteilt-parametrische Strecke entworfen,
weshalb man auch von einem direkten Reglerentwurf spricht. Beim vorge-
stellten Ansatz wird die Grundidee der klassischen Zustandsregelung, beob-
achtete Systemgrofien zuriickzufiihren, so verallgemeinert, dass sie sich auch
zur endlich-dimensionalen Regelung von verteilt-parametrischen Systemen
verwenden ldsst. Dies wird durch Entwurf eines endlich-dimensionalen Aus-
gangsbeobachters erreicht, der zusétzliche Ausgangsgrofien asymptotisch re-
konstruiert. Mit ihm lésst sich dann eine statische Ausgangsriickfiihrung der
verfiighbaren Messgrofien und der rekonstruierten Ausgangsgrofsen implemen-
tieren. Fiir diese beobachterbasierte Ausgangsrickfiihrung gilt das Separati-
onsprinzip, weshalb der resultierende Regler bereits beim Entwurf die Sta-
bilitét der Regelung sicherstellt. Die systematische Durchfiihrung des Ent-
wurfs von beobachterbasierten Ausgangsriickfiihrungen mittels Eigenwert-
vorgabe wird durch die allg. Parametrierung solcher Regler auf Grundlage
der Vollstdndigen Modalen Synthese ermdglicht. Damit lassen sich endlich-
dimensionale Regler fiir verteilt-parametrische Systeme mittels Parameter-
optimierung gezielt bestimmen. Um externe Stérungen, die sich durch Si-
gnalmodelle darstellen lassen, robust asymptotisch kompensieren zu kénnen,
wird die beobachterbasierte Ausgangsriickfiihrung mit Hilfe des internen Mo-
dellprinzips erweitert. Der endlich-dimensionale Reglerentwurf wird durch
Einfiihrung von strukturellen Mafsnahmen zur Vermeidung der durch Stellsi-
gnalbegrenzungen ausgelosten Probleme abgeschlossen.

Das sechste Kapitel gibt einen Ausblick auf die Anwendungsméglichkeiten
der vorgestellten Ergebnisse auf weitere Klassen linearer Systeme.

Um die Lesbarkeit des Buches zu verbessern, wurden die Beweise von Sét-
zen sowie umfangreichere Herleitungen in den Anhang verschoben. Er enthalt
auch einige wichtige mathematische Grundlagen sowie weitere Ergdnzungen
zu den beiden verteilt-parametrischen Beispielsystemen.



Kapitel 2
Zustandsbeschreibung linearer
verteilt-parametrischer Systeme

In diesem Kapitel sind die wesentlichen systemtheoretischen Grundlagen zur
Beschreibung von linearen verteilt-parametrischen Systemen im Zustands-
raum zusammengestellt. Die Auswahl orientiert sich dabei an den im weiteren
Verlauf des Buches vorgestellten Methoden zum Steuerungs- und Regelungs-
entwurf, weshalb kein Anspruch auf Vollstdndigkeit besteht. Eine umfassende
Darstellung der Zustandsbeschreibung unendlich-dimensionaler Systeme fin-
det man im Standardwerk [14], das in diesem Buch auch als Referenz fiir funk-
tionalanalytische Grundlagen dient. Die Struktureigenschaften Steuerbarkeit
und Beobachtbarkeit sind in dieser Zusammenfassung nicht aufgenommen,
sondern werden erst in den nachfolgenden Kapiteln als Voraussetzungen fiir
die Anwendung der Entwurfsverfahren eingefiihrt.

Zu Beginn des Kapitels wird zunéchst die Problematik bei der Beschrei-
bung verteilt-parametrischer Systeme im Zustandsraum anhand eines einfa-
chen Wirmeleiters aufgezeigt. Diese Betrachtungen dienen als Motivation fiir
die bei verteilt-parametrischen Systemen umfangreicheren Begriffsbildungen
sowie fiir den mathematischen Aufwand, der nétig ist, um zu einer fundier-
ten Systembeschreibung fiir den Steuerungs- und Regelungsentwurf zu kom-
men. Dariiber hinaus wird im weiteren Verlauf des Buches dieses einfache
Beispielsystem verwendet, um die eingefiihrten Entwurfsverfahren méglichst
anschaulich darstellen zu kénnen.

Der darauf folgende Abschnitt fiihrt die Riesz-Spektralsysteme ein, mit
denen sich viele lineare verteilt-parametrische Systeme im Zustandsraum
beschreiben lassen. Diese Systeme zeichnen sich insbesonders dadurch aus,
dass sich ihre Eigenschaften unter Verwendung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren analysieren lassen. Da bei diesen Systemen ein verteilter Ein-
griff angenommen wird, stimmen ihre Zustandsgleichungen formal mit denen
konzentriert-parametrischer Systeme iiberein. Dies ermdglicht eine Einfiih-
rung der systemtheoretischen Grundlagen verteilt-parametrischer Systeme in
naher Analogie zum konzentriert-parametrischen Fall, womit Gemeinsam-
keiten sowie Unterschiede in den Eigenschaften dieser Systemklassen deut-
lich dargestellt werden kénnen. Im Gegensatz zu konzentriert-parametrischen

J. Deutscher, Zustandsregelung verteilt-parametrischer Systeme,
DOI 10.1007/978-3-642-19559-4 2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012
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Systemen setzt die Wahl eines geeigneten Zustandsraums sowie die Einfiih-
rung geeigneter Zustandsvariablen bei verteilt-parametrischen Systemen eine
genaue Analyse des zugrundeliegenden Anfangs-Randwertproblems voraus,
damit sich fiir den Steuerungs- und Regelungsentwurf ein geeignetes mathe-
matisches Modell ergibt. Um diese Problematik aufzeigen zu kénnen, wird
die Zustandsbeschreibung eines FEuler-Bernoulli-Balkens ausfiihrlich herge-
leitet. Bei diesem System ist ndmlich die Wahl des Zustandsraums und der
Zustandsgrofen nicht offensichtlich und bedarf einer genauen Untersuchung.
Zudem eignet sich dieses System auch zur Veranschaulichung der in diesem
Kapitel vorgestellten allgemeinen Aussagen, da es bei der Systemanalyse we-
sentlich schwieriger zu behandeln ist als der zu Beginn eingefiihrte Warmelei-
ter. Anschliefend wird die Losung der Zustandsgleichungen in Abhéngigkeit
der Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt. Dies erlaubt einen Einblick in
die Moglichkeiten der Systembeeinflussung im verteilt-parametrischen Fall,
wenn man bei der Regelung auf eine Eigenwert- und Eigenvektorvorgabe
abzielt. Ausgehend von der Lésung der Zustandsgleichungen wird ein fiir
die Betrachtungen in diesem Buch geeigneter Stabilitdtsbegriff eingefiihrt.
Fiir diese Stabilitétsdefinition lasst sich zeigen, dass damit die Stabilitat von
Riesz-Spektralsystemen anhand der Eigenwerte tiberpriifbar ist. Neben der
Systembeschreibung im Zeitbereich wird auch die Beschreibung des Ubertra-
gungsverhaltens von Riesz-Spektralsystemen im Frequenzbereich durch die
Ubertragungsmatrix niher erliutert. Diese Systembeschreibung ist von be-
sonderer Bedeutung, da sich viele in diesem Buch vorgestellte Steuerungen
und Regelungen unter Verwendung der Ubertragungsmatrix exakt angeben
lassen. Weil dabei die Ubertragungsmatrix nur an bestimmten Punkten aus-
gewertet werden muss, ist eine effiziente numerische Durchfiihrung des Ent-
wurfs dann immer moglich.

In diesem Buch werden ausschlieflich verteilt-parametrische Systeme mit
verteiltem Eingriff betrachtet, d.h. die Systembeeinflussung erfolgt im Inne-
ren des physikalischen Prozesses. Allerdings tritt in praktischen Anwendun-
gen haufig der Fall auf, dass der Stelleingriff am Rand des Systems erfolgt.
Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird deshalb gezeigt, dass sich solche
Systeme mit Randeingriff in den meisten Féllen als Riesz-Spektralsysteme
mit verteiltem Eingriff formulieren lassen. Damit sind die in diesem Buch
vorgestellten Methoden ebenfalls auf Systeme mit Randeingriff anwendbar
und die Betrachtung von Systemen mit verteiltem Eingriff stellt somit keine
allzu restriktive Einschréinkung dar.

2.1 Einfiihrendes Beispiel

Die Grundideen der Zustandsbeschreibung linearer verteilt-parametrischer
Systeme sollen anhand eines typischen Beispiels dargestellt werden, ndm-
lich mittels des oOrtlich eindimensionalen Wirmeleiters. Dieses mathemati-
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sche Modell beschreibt die dynamische Entwicklung der iiber einen Leiter
verteilten Temperatur durch Warmeleitung unter dem Einfluss von Warme-
quellen und -senken. Die gleiche Systembeschreibung erhélt man auch bei
anderen Ausgleichsprozessen wie z.B. Diffusionsvorgéngen. Mit dem Wérme-
leiter lassen sich auch zahlreiche industrielle Prozesse, wie z.B. Induktionso-
fen, Durchlauf- und Stofséfen oder Metall- und Glasvorherde modellieren.

Betrachtet wird ein beheizter Stab der normierten Lénge 1, wie er in
Abbildung 2.1 skizziert ist. Er wird als hinreichend diinn angenommen, so
dass die Temperatur iiber dem Querschnitt nahezu konstant ist, was eine
eindimensionale Modellierung der Ausgleichsvorgidnge ermoglicht. Die orts-
und zeitabhéngige Temperatur auf dem Stab ist durch das Temperaturpro-
fil z(z,t) gegeben. Zur Einstellung einer gewiinschten Temperaturverteilung
wird angenommen, dass zwei Wérmequellen zur Verfiigung stehen, die das
Temperaturprofil durch die Quellenfunktion ug(z,t) = by (z)uq (t)+ba(2)ua(t)
beeinflussen. Die Ortscharakteristiken bi(z) und by(z) der Eingéinge uq und
us sind durch

1 :05<2<06
bi(z) = { - (2.1)
0 : sonst
und
0.5 : 0.15<2<0.25
ba(z) =<0.5 : 0.75<2<0.85 (2.2)
0 : sonst

definiert und geben an, wie sich die Heizleistungen w4 (¢) und ug(t) der War-
mequellen auf den Stab im Inneren des Ortsbereichs 0 < z < 1 verteilen.
Durch Aufstellung einer Bilanzgleichung fiir die Warme (siehe hierzu z.B.
Kapitel 2.2 in [28]) und Einfithrung des Vektors

b"(2) = [b1(2) ba(z)] (2.3)
ergibt sich die parabolische partielle Differentialgleichung (PDgl.)
Oz (z,t) = %x(2,t) + bL (2)u(t), t>0, z€(0,1) (2.4)

fiir das Temperaturprofil z(z,t). Hierbei werden zur Vereinfachung der Dar-
stellung alle Grofen als dimensionslos und normiert angenommen. In (2.4)
sind die partiellen Differentialoperatoren d; und 8% durch

82

0
O = und 97 = 952

o (2.5)

definiert. Diese abkiirzende Schreibweise fiir partielle Differentialoperatoren
wird im Buch durchgehend verwendet. Die PDgl. (2.4) beschreibt die dyna-
mische Entwicklung der Temperaturverteilung x(z,¢) im Intervall 0 < z < 1.
Da der Warmeleiter nur einen verteilten Energiespeicher besitzt, tritt in (2.4)
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Abb. 2.1: Wirmeleiter mit der Temperatur z(z,t), den Eingéingen w1 (¢) und uz(t) sowie
den RegelgroRen y1 (¢) und y2(t)

nur die erste zeitliche Ableitung auf. Bei Systemen mit zwei verteilten Ener-
giespeichern, wie z.B. Balken oder schwingende Saiten, konnen auch zweite
Zeitableitungen sowie gemischte Zeit- und Ortsableitungen vorkommen. Da
die Stellgrofen in einem Bereich innerhalb des Intervalls 0 < z < 1 und nicht
am Rand eingreifen, liegt ein verteilt-parametrisches System mit verteiltem
Eingriff vor. Zur vollstindigen Charakterisierung des Problems miissen noch
die Rand- und Anfangsbedingungen gegeben sein. Die Randbedingungen be-
schreiben, wie das verteilt-parametrische System mit seiner Umgebung wech-
selwirkt. Im Unterschied zu den Anfangsbedingungen legen die Randbedin-
gungen damit wesentliche Eigenschaften des verteilt-parametrischen Systems
fest. Im vorliegenden Beispiel wird der Stab an den Réndern z =0 und z = 1
auf einer konstanten Temperatur z(0,¢) = z(1,t) = 0 gehalten, was sog.
Dirichletschen Randbedingungen entspricht. Die Temperaturverteilung zum
Zeitpunkt ¢ = 0 ist durch die Anfangsbedingung x(z,0) = xo(z) vorgegeben.
Die Regelgrofsen y; und ys sind Temperaturen, welche {iber endliche Ortsin-
tervalle gemittelt werden. Diese Intervalle sind durch die Ortscharakteristiken

1 :037<2<0.43
ca(z) = { - - (2.6)
0 : sonst
und
1 :067<2<0.73
ca(z) = { - (2.7)
0 : sonst

c(z) = {Cl(zﬂ (2.8)
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beschrieben. Damit wird entsprechend zum Eingriff eine wverteilte Messung
vorgenommen, wenn man die Regelgroffen als messbar voraussetzt. Insge-
samt ergibt sich fiir den Wéarmeleiter die Beschreibung durch das Anfangs-
Randwertproblem

Ox(z,t) = O2x(z,t) + b7 (2)u(t), t>0, z€(0,1) (2.9)
2(0,t) =2(1,t) =0, t>0 (2.10)
x(z,0) = zo(2), =z€]0,1] 2.11)

y(t) = /0 c(z)x(z,t)dz, t>0 (2.12)

mit zwei Eingangsgrofen zusammengefasst im Vektor u und zwei Ausgangs-
grofen als Elemente des Vektors y. Hierbei wird angenommen, dass der An-
fangswert 2 in (2.11) mit den Randbedingungen (2.10) konsistent ist, d.h.
20(0) = 20(1) = 0 gilt. Aufgrund der zwei Ein- und Ausgénge handelt es sich
beim Warmeleiter um ein lineares verteilt-parametrisches MehrgrifSensystem.

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie sich eine Zustandsbeschreibung des
Warmeleiters in Form des (abstrakten) Anfangswertproblems

#(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, z(0)=uxzo€ H (2.13)
y(t) =Cx(t), t>0 (2.14)

einfithren ldsst. Wie man sofort erkennt, stimmt (2.13)—(2.14) formal mit
der Zustandsdarstellung konzentriert-parametrischer Systeme iiberein (sie-
he z.B. [27]). Im Unterschied zu solchen Systemen ist der zugehdrige Zu-
standsraums jedoch nicht von vorneherein festgelegt. Vielmehr gehort die
Wahl des Zustandsraums bei verteilt-parametrischen System mit zur Modell-
bildung. Gesichtspunkte fiir die Bestimmung des Zustandsraums und i.Allg.
auch der Zustandsgrofen sind Aussagen iiber die Existenz- und Eindeutigkeit
der Losung von (2.13). Im vorliegenden Beispiel wihlt man als Zustandsgro-
Be die Temperatur des Warmeleiters, d.h. man fiihrt den (skalaren) Zustand
x(,t) = {x(z,t), z € [0,1]} ein. Besitzt das verteilt-parametrische System
mehr als einen verteilten Energiespeicher, dann ist z(¢) ein Vektor und die
Wahl des Zustands kann nicht mehr so offensichtlich sein wie hier (siche Bei-
spiel 2.4 und z.B. Kapitel 7.2 in [29]). Als Zustandsraum H wahlt man den
Funktionenraum Lo (0, 1) der im Intervall [0, 1] absolut quadratisch Lebesgue-
integrierbaren und komplexwertigen Funktionen, d.h.

L20.1) = {£: [0,1] — C| / ()P < oo}, (2.15)

und fithrt dort das Skalarprodukt

(x,y) :/0 x(2)y(z)dz (2.16)
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ein, worin y die zu y konjugiert komplexe Grofe bezeichnet. Man kann zeigen,
dass der Raum L (0, 1) zusammen mit dem Skalarprodukt (2.16) ein Hilbert-
raum ist. Solche Vektorrdume sind vollstindig (d.h. jede Cauchy-Folge ist in
diesem Raum konvergent) und normiert, wobei die Norm durch das im Raum
eingefiihrte Skalarprodukt induziert wird, d.h. || - || = 1/(-,-). Der Zustand
x(t) ist eine abstrakte Funktion, d.h. fir jeden festen Zeitpunkt ¢ > 0 ist
die Ortsfunktion z(z,t) im Intervall [0, 1] Element des Hilbertraums H. Da
hierbei nur die Zeit ¢ als Ordnungsparameter auftritt, wird in (2.13)—(2.14)
die Ortsabhéngigkeit weggelassen. Auf dem Zustandsraum H ldsst sich nun
der Systemoperator A : D(A) C H — H mit dem Definitionsbereich D(A)
gemaf

d2
= 2.1
A=, h (2.17)
h € D(A) ={h € L2(0,1) | h, ddzh absolut stetig,
& h € Ly(0,1) und h(0) = (1) = 0} (2.18)

definieren (fiir Details siche Anhang B.1). Anhand von (2.18) erkennt man,
dass die in (2.10) geforderten Randbedingungen bei der Formulierung (2.13)
im Definitionsbereich von A beriicksichtigt werden. Hierbei ist zu beachten,
dass die Randbedingungen homogen sein miissen. Diese Forderung macht
Probleme, wenn z.B. am Rand des Wérmeleiters eine Storung eingreift. Dies
wiirde bedeuten, dass sich der Definitionsbereich von A nicht mehr unab-
héngig von dieser Anregung einfiihren lisst. Deshalb muss man in diesem
Fall die Randbedingungen erst homogenisieren, bevor man solche Systeme
im Zustandsraum darstellen kann (fiir weitere Details siehe Abschnitt 2.3).

Beim Definitionsbereich D(A) in (2.18) ist zu beachten, dass . h und dd;h
schwache Ableitungen von h sind (siehe Anhang B.1), welche auch fiir nicht
klassisch differenzierbare Funktionen h existieren. Der zweite in (2.13) auf-

tretende Operator ist der Eingangsoperator BB, der durch
Bu(t) = blul(t) + bous (t) (2.19)

gegeben ist (siehe (2.3) sowie (2.9)). In der Ausgangsgleichung (2.14) tritt der
Ausgangsoperator C auf, der sich mit Hilfe des Skalarprodukts (2.16) geméif

Calt) = [@(t)’ Clq (2.20)

einfithren ldsst (siche (2.8) und (2.12)). Wie man anhand von (2.1)—(2.2)
und (2.6)—(2.7) erkennt, sind die Ortscharakteristiken Element des Zustands-
raums H = Ly(0,1). Dies ist wichtig, weil sich fiir die modale Analyse von
verteilt-parametrischen Systemen diese Kenngréfien im Zustandsraum ent-
wickeln lassen miissen. Hatte man fiir H einen klassischen Funktionenraum,
wie z.B. den Raum der zweifach stetig differenzierbaren Funktionen gewéhlt,
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dann wiirde sich der Wéarmeleiter nicht mit den im Folgenden dargestellten
Methoden behandeln lassen, da die Ortscharakteristiken unstetig sind.

In Beispiel 2.3 wird gezeigt, dass durch Wahl des Zustandsraums H und
des Definitionsbereichs D(A) der Operator A ein infinitesimaler Generator
einer Cy-Halbgruppe ist (fiir Details sieche Anhang A.1). Dies bedeutet, dass
die milde Losung der homogenen Zustandsgleichung

(t) = Ax(t), t>0, x(0)=xz0€ H (2.21)

(siehe (2.13)) in der Form
x(t) = Ta(t)xo (2.22)

dargestellt werden kann, worin die durch ¢ parametrierte Familie 74(¢) von
Operatoren eine Cy-Halbgruppe ist. Diese Aussage erinnert formal an die bei
linearen konzentriert-parametrischen Systemen bekannte Losung der homoge-
nen Zustandsgleichungen mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion. In der Tat
kann man die Cp-Halbgruppe als Verallgemeinerung der Matrixexponential-
funktion auf verteilt-parametrische Systeme ansehen. Diese Betrachtungswei-
se hat den Vorzug, dass man aufgrund des Zusammenhangs des Generators
A mit T4(t) Aussagen iiber 74(¢) und damit iiber das System machen kann,
ohne dazu 7 4(t) explizit berechnen zu miissen. Die milde Lisung der inhomo-
genen Zustandsgleichung (2.13) ist analog zum konzentriert-parametrischen
Fall durch

2(8) = Ta(t)zo + /O Ta(t — 7)Bu(r)dr (2.23)

gegeben. An dieser Stelle kann man sich fragen, wie die Losung des abstrakten
Anfangswertproblems (2.13) mit der Losung des Anfangs-Randwertproblems
(2.9)—(2.11) zusammenhéngt. Hierzu wird in [14] gezeigt, dass die milde
Losung (2.23) des abstrakten Anfangswertproblems (2.13) mit der schwa-
chen Losung des Anfangs-Randwertproblems (2.9)—(2.11) iibereinstimmt. Die
schwache Losung stellt einen allgemeineren Losungsbegriff dar als die klas-
sische Lisung. Letztere besitzt die durch die Differentialgleichung (2.9) ge-
forderte Differenzierbarkeitseigenschaft. In vielen Fillen wird das Verhalten
technischer Systeme aber durch Losungen beschrieben, die nicht die noti-
gen Differenzierbarkeitseigenschaften besitzen. Man denke beispielsweise bei
linearen konzentriert-parametrischen Systemen an die sprungférmige Anre-
gung eines Integrierers, welche auf eine nicht differenzierbare Systemantwort
flihrt. Diese Sprungantwort ist dann eine schwache Losung der zugehorigen
Differentialgleichung. In manchen Fillen ist es sogar so, dass die physika-
lische Modellbildung gar nicht die Differenzierbarkeitseigenschaften fordert.
Erst durch den Ubergang zur Beschreibung mittels einer Differentialgleichung
kommt diese Forderung hinzu. Dies wird auch bei der Wahl des Definitionsbe-
reichs D(A) in (2.18) beriicksichtigt, da dort nur die Existenz der schwachen
Ortsableitungen gefordert wird, die beispielsweise auch fiir Funktionen mit
,JKnicken* definiert sind. Damit sind auch nicht (klassisch) differenzierbare
Temperaturprofile zuléssig, die beispielsweise Knicke in der ersten Ableitung
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besitzen. Ein weiterer Grund, warum man bei der Betrachtung von PDgln.
immer erst von der schwachen Lésung ausgeht, besteht darin, dass sich dann
die Existenz und Eindeutigkeit der Losung mit den Methoden der Funktio-
nalanalysis systematisch untersuchen ldsst, was fiir klassische Losungen nicht
so einfach moglich ist. Falls eine schwache Losung existiert, kann man sie
nachtriglich auf ihre klassische Differenzierbarkeit untersuchen. Allerdings
sind die Methoden zur Untersuchung der klassischen Differenzierbarkeit der
Loésung von der jeweiligen PDgl. abhéngig und kénnen deshalb nicht fiir eine
grofe Klasse von PDgln. allgemein angegeben werden. Damit lasst sich ei-
ne systematische Zustandsraummethodik fiir eine grofe Klasse von verteilt-
parametrischen Systemen nur ausgehend von der schwachen bzw. milden L6-
sung formulieren.

Diese Betrachtungen zeigen, dass man ein Anfangs-Randwertproblem als
abstraktes Anfangswertproblem (2.13) im Zustandsraum darstellen kann, in-
dem ein geeigneter Zustandsraum H eingefiihrt wird und man den 6rtlichen
Differentialoperator auf diesem Zustandsraum als Operator A mit homoge-
nen Randbedingungen und geeignetem Definitionsbereich interpretiert. Die
Systembeeinflussung durch den Eingang w und die Messung von Systemgro-
fen y ldsst sich dann durch die Operatoren B und C beschreiben. Um die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung des abstrakten Anfangswertproblems
sowie deren stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten sicherzustellen, ist
vom Operator A nachzuweisen, dass er ein infinitesimaler Generator einer
Co-Halbgruppe ist. Zur Uberpriifung dieser Eigenschaft von A kann man auf
Ergebnisse der Funktionalanalysis zuriickgreifen, die z.B. in [14] zu finden
sind.

Weitere besondere Vorteile der Beschreibung von linearen verteilt-parame-
trischen Systemen durch die Zustandsgleichungen (2.13)—(2.14) sind:

e Mit den Zustandsgleichungen (2.13)—(2.14) kann formal nahezu wie mit der
Zustandsbeschreibung linearer konzentriert-parametrischer Systeme gear-
beitet werden, womit Vorgehensweisen beim Reglerentwurf fiir konzentriert-
parametrische Systeme auf verteilt-parametrische Systeme iibertragbar
sind.

e Beider Regelung von verteilt-parametrischen Systemen treten neben parti-
ellen Differentialgleichungen auch partielle Integro-Differentialgleichungen
(z.B. bei der Zustandsregelung in Abschnitt 4.1) oder Kombinationen
aus gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen (siehe z.B. die
Fiihrungs- und Stoérgrofenaufschaltung in Kapitel 4.2) auf. All diese Be-
schreibungsformen lassen sich im Rahmen der Zustandsgleichungen (2.13)—
(2.14) einheitlich darstellen und analysieren.

e Die Zustandsbeschreibung (2.13)—(2.14) umfasst neben den verteilt-para-
metrischen Systemen nicht nur die konzentriert-parametrischen Syste-
me als Spezialfall, sondern auch lineare Totzeitsysteme (siehe Kapitel 6
und [14]). Damit kénnen Entwurfsmethoden fiir die Zustandsbeschreibung
(2.13)—(2.14) auf mehrere Klassen linearer Systeme angewendet werden.
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Diese Betrachtungen machen deutlich, dass die Zustandsbeschreibung
als Grundlage fiir die systematische Analyse und Synthese von verteilt-
parametrischen Systemen dienen kann.

2.2 Riesz-Spektralsysteme

Im Abschnitt 2.1 wurde eine Zustandsbeschreibung fiir den Warmeleiter ex-
emplarisch eingefiihrt. In den folgenden Abschnitten 2.2.1-2.2.3 wird diese
Zeitbereichsbeschreibung von linearen verteilt-parametrischen Systemen all-
gemein betrachtet und die damit verbundenen systemtheoretischen Grund-
lagen dargestellt. Damit die Ergebnisse fiir eine grofe Klasse von verteilt-
parametrischen Systemen anwendbar sind, ist die Zustandsbeschreibung von
sog. Riesz-Spektralsystemen Ausgangspunkt der Betrachtungen, bei welcher
der Systemoperator ein Riesz-Spektraloperator ist und die Ein- und Aus-
gangsoperatoren beschrinkte lineare Operatoren darstellen. Im letzten Ab-
schnitt 2.2.4 wird auf die Frequenzbereichsbeschreibung des Ein-/Ausgangs-
verhaltens von Riesz-Spektralsystemen eingegangen.

2.2.1 Systembeschreibung durch Zustandsgleichungen

Eine grofse Klasse linearer verteilt-parametrischer Systeme mit verteiltem
Eingriff kann durch die Zustandsbeschreibung

(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, z(0)=z9€ H (2.24)
y(t) = Cx(t), t>0 (2.25)

dargestellt werden, worin u(t) € RP der Vektor der Eingangsgrofen und
y(t) € R™ der Vektor der Ausgangsgrofen ist. Der Zustand x(t) hat die
Form

x(-,t) = {x(z,t),z € 2}. (2.26)

Darin ist 2 C R!, I € {1,2,3}, der Abschluss eines Gebiets, den man
als Ortsbereich des verteilt-parametrischen Systems bezeichnet. Bei verteilt-
parametrischen Systemen mit einem verteilten Energiespeicher — wie z.B.
beim Wérmeleiter — ist x(t) skalar. Besitzt das verteilt-parametrische Sys-
tem jedoch n > 1 verteilte Energiespeicher, dann ist z(¢) ein n-dimensionaler
Vektor und A, B sowie C sind Matrizen mit Operatoren als Elemente. Dies
ist fiir den in Beispiel 2.4 vorgestellten Balken der Fall, der zwei Energiespei-
cher hat. Der Zustandsraum des Systems ist ein unendlich-dimensionaler und
komplexer Hilbertraum, d.h. z(t) € H, ¥Vt > 0, in dem das Skalarprodukt (-, -)
eingefiihrt ist.
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Der beschrinkte lineare Eingangsoperator B in (2.24) hat die allgemeine
Darstellung

P
Bu(t) = biui(t) firx beH i=12...,p, (2.27)
=1

worin b; die Ortscharakteristiken der FEingdnge sind. Dabei ist B ein be-
schrankter linearer Operator, wenn es eine reelle Zahl « gibt, so dass

IBh|| < allhlice, VheC? (2.28)

erfiillt ist. Der Operator B beschreibt wie der Stelleingriff v im Inneren des
Ortsbereichs §2, d.h. in 2\ 012, auf das System einwirkt. Es handelt sich also
um einen verteilten Eingriff . Man beachte, dass der Operator B den komplex-
wertigen Vektorraum C? als Definitionsbereich hat und auch der Bildbereich
ein komplexwertiger Hilbertraum H ist, d.h. B : C» — H (siehe auch Ab-
schnitt 2.2.2). Der beschrinkte lineare Ausgangsoperator C : H — C™ (siehe
(2.25)) ist durch den Operator

(x(t), c1)
Ca(t) = : fir ¢;€H, i=1,2,....,m (2.29)

(x(t), cm)

mit den Ortscharakteristiken der Ausgdinge c; gegeben, der die verteilte Mes-
sung y(t) charakterisiert. Mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes lasst
sich nachweisen, dass sich jede Messung y(t) eindeutig in der Form (2.29) be-
schreiben ldsst (siche Satz 4.1), sofern man die Elemente von C als beschrankte
lineare Funktionale ansetzt. Dies sind lineare Operatoren f, die von H nach
C abbilden und beschrinkt sind, d.h. es gilt f: D(f) C H — C sowie

[f(M] < allpll, vhe D(f) € H (2.30)

fiir eine reelle Zahl a.. Damit stellt der in (2.29) definierte Operator in diesem
Sinn keine Einschréankung der Allgemeinheit dar.

Die Systembeschreibung (2.24)—(2.25) schliefst den Fall von punktformigem
Eingriff

p
ug(z,t) = 0(z— z)ui(t), 2z €N\0R, i=12...p (2.31)

i=1

in (2.24) und punktformiger Messung
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x(z1,t) (x(t),6(z — 21))
y(t) = = , Z e\, i=1,2,....m
$Gmrt)]  L(@(8),8( — 2)

(2.32)
aus, wobei 6(z — zg) den ortlichen Dirac-Impuls bei z = zy bezeichnet. Dies
liegt daran, dass die Ortscharakteristiken b;(z) = d(z — z;) in (2.31) sowie
¢i(z) = 6(z — Z) in (2.32) nicht Element des Hilbertraums H sind, da die-
ser Raum Dirac-Impulse nicht enthélt. Dies macht auch deutlich, dass wegen
b; € H in (2.27) und ¢; € H in (2.29) der Operator B einen verteilten Eingriff
und C eine verteilte Messung beschreiben. Jedoch kénnen die Betrachtungen
durch Einbettung des Zustandsraums in einen erweiterten Raum, der auch
Distributionen umfasst, verallgemeinert werden (fiir Details siehe Kapitel 8
in [12]). Allerdings setzt dies voraus, dass die von A generierte Cy-Halbgruppe
(siehe Abschnitt A.1) eine ,glidttende Wirkung besitzt. Dies ist beispielswei-
se flir parabolische Systeme der Fall, zu denen auch der bereits vorgestellte
Warmeleiter gehort. Ein allgemeineres Konzept zur Zustandsdarstellung von
verteilt-parametrischen Systemen mit punktférmiger Messung und Eingriff
sind die ,linear regular systems* (siehe [13,69]). Diese Systembeschreibung
ist allgemein genug, um viele Regelungsprobleme auch fiir solche verteilt-
parametrische Systeme zu l6sen. Im Rahmen der in diesem Buch vorgestell-
ten Methoden lassen sich punktformige Eingriffe oder Messungen stets durch
Anngherung mittels Rechteckimpulse wie z.B. in (2.1) oder (2.6) behandeln.
Dariiber hinaus wird in Abschnitt 2.3 gezeigt, wie sich verteilt-parametrische
Systeme mit Randeingriff in der Form (2.24)-(2.25) darstellen lassen. Da-
mit sind die in diesem Buch beschriebenen Entwurfsverfahren auf viele in
Anwendungen auftretende Systeme mit verteilten Parametern anwendbar.

Ist der Systemoperator A : D(A) C H — H ein Riesz-Spektraloperator,
zu denen auch der Operator in (2.17)—(2.18) und die Systemoperatoren vie-
ler Anwendungsbeispiele gehoren, dann ist das System (2.24)—(2.25) mit dem
beschriankten Eingangsoperator B in (2.27) und dem beschrinkten Ausgangs-
operator C in (2.32) ein Riesz-Spektralsystem (siehe auch Definition 4.1.1
in [14]).

Um Riesz-Spektraloperatoren genauer zu charakterisieren, betrachtet man
das FEigenwertproblem

Api = Ny, i>1 (2.33)

fiir den Operator A mit den Eigenvektoren (oder auch FEigenfunktionen) ¢;
und den FEigenwerten \;, die bei Riesz-Spektraloperatoren immer abzidhlbar
sind. In (2.33) ist zu beachten, dass die Eigenvektoren ¢; nur bei verteilt-
parametrischen Systemen mit mehr als einem Energiespeicher vektorwertig
sind. Diese (abstrakte) Darstellung des Eigenwertproblems wird im folgen-
den Beispiel fiir den im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Warmeleiter
veranschaulicht.
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Beispiel 2.1.  Figenwerte und Eigenvektoren des Wdrmeleiters mit Diri-
chletschen Randbedingungen

Fiir den im Abschnitt 2.1 betrachteten Warmeleiter sollen die Eigenwerte
A; und die zugehorigen Eigenvektoren ¢; von A bestimmt werden. Wegen
(2.33) miissen die Eigenvektoren ¢; in dem durch (2.18) beschriebenen De-
finitionsbereich von A enthalten sein, d.h. es gilt ¢; € D(A). Hieraus folgen
fiir die Eigenvektoren die Randbedingungen ¢;(0) = ¢;(1) = 0. Zusammen
mit der Definitionsgleichung (2.17) des Operators A handelt es sich somit
beim Eigenwertproblem (2.33) um das Randwertproblem

o) = a0i2), zeO1), i1 (2.34)
51(0) = di(1) = 0, (2.35)

bei dem der Parameter )\; zunéchst unbestimmt ist. Jede nichtverschwin-
dende Losung ¢; dieses Randwertproblems, die sich fiir einen bestimmten
Wert \; € C ergibt, ist ein Figenvektor zum Eigenwert A; von A. Um dieses
Randwertproblem zu 16sen, bestimmt man zunéchst die allgemeine Losung
der Differentialgleichung (2.34). Die charakteristische Gleichung von (2.34)
lautet

p? =X\ =0 (2.36)

und besitzt die Nullstellen
pr2 = £V (2.37)

Im Folgenden wird angenommen, dass A; € R gilt. D.h. es werden nur reelle
Eigenwerte bestimmt, was sich spdter noch als ausreichend herausstellt. Da
man leicht nachweisen kann, dass es fir A; > 0 keine Eigenvektoren gibt,
wird zunéchst der Fall A; = 0 untersucht. Fir diesen Fall wird aus (2.34) die
Differentialgleichung

d2
g2 0i(z) =0 (2.38)
mit der allgemeinen Losung
¢i(z) = Aiz + B;. (2.39)

Einsetzen von (2.39) in die Randbedingungen (2.35) fiihrt auf
$:i(0) =B; =0 (2.40)
bi(1) = A; =0, (2.41)

womit sich die triviale Losung ¢; = 0 ergibt. Folglich ist Null kein Eigenwert
von A. Fiir den noch verbleibenden Fall \; < 0 lautet die allgemeine Losung
von (2.34)

¢i(2) = Aisin(y/|\i]z) + Bicos(v/|\ilz),  Ai, Bi € R. (2.42)
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Weil (2.42) die Randbedingungen (2.35) erfiillen muss, folgt

CZ)i(O) = B; ; 0
¢i(1) = A;sin \/|)\i| L 0.

Wegen (2.43) ergibt sich fiir A; = 0 gerade die triviale Losung ¢; = 0 (siehe
(2.42)). Um eine nichttriviale Losung zu erhalten, folgt deshalb aus (2.44) die
transzendente charakteristische Gleichung

(2.43)
(2.44)

sin /| A\ =0 (2.45)

von A. Sie besitzt die Losungen

VNl =im, i=£1,42,., (2.46)
womit
|| = %72 (2.47)
bzw. mit A\; < 0
Ai = —i*n’ (2.48)

gilt. Hierbei wird der Fall ¢+ = 0 ausgeschlossen, da — wie bereits gezeigt —
Null kein Eigenwert von A ist. Insgesamt ergeben sich somit die Eigenwerte

o= —i?r? i>1 (2.49)
und mit (2.42)—(2.43) die Eigenvektoren
¢i(z) = A;sin(inz), i>1, A; e R\{0}. (2.50)

Diese Vorgehensweise zur Losung des Eigenwertproblems geht von einer klas-
sischen Losung des Randwertproblems (2.34)—(2.35) aus. Aufgrund des Defi-
nitionsbereichs D(.A) in (2.18) werden wegen ¢; € D(A) und (2.33) aber die
bei der klassischen Losung vorausgesetzten Differenzierbarkeitseigenschaften
gar nicht gefordert. Es konnten deshalb noch Losungen der schwachen For-
mulierung von (2.34)—(2.35) existieren. Da es sich bei —A jedoch um einen
Sturm-Liouville-Operator handelt (siche Anhang A.3), ist aus der Literatur
bekannt, dass es keine weiteren Losungen von (2.34)—(2.35) bzw. Eigenvek-
toren mehr gibt. Wie man anhand von (2.49) erkennt, sind die Eigenwer-
te einfach und isoliert. Dies bedeutet, dass das Punktspektrum von A (d.h.
die Menge aller Eigenwerte) diskret ist. Im allgemeinen Fall setzt sich das
Spektrum eines Operators jedoch aus dem Punktspektrum, dem kontinuier-
lichen Spektrum und dem Restspektrum zusammen. Die Bezeichnung ,konti-
nuierliches Spektrum® kommt daher, dass Spektralpunkte aus diesem Anteil
des Spektrums méoglicherweise kontinuierlich verteilt sind, d.h. beispielsweise
ein ganzes reelles Intervall einnehmen kénnen. Solche Spektralanteile tre-
ten bei parabolischen Systemen mit einem halb-unendlichen Ortsbereich auf
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(siehe [50]). In Beispiel A.1 im Anhang A.2 wird fiir den Operator A in
(2.17)—(2.18) nachgewiesen, dass sein Spektrum nur aus dem eben berechne-
ten reellen diskreten Punktspektrum besteht. Damit besitzt A ein diskretes
Spektrum, das aber i.Allg. auch isolierte reelle wie konjugiert komplexe Ei-
genwerte mit endlicher algebraischer Vielfachheit haben darf. Man beachte,
dass bei verteilt-parametrischen Systemen die Stabilitdtseigenschaften nicht
nur von den Eigenwerten allein, sondern von allen Spektralpunkten, d.h. allen
Elementen des Spektrums, abhéngen. Dies erklart, warum im Gegensatz zu
konzentriert-parametrischen Systemen der Begriff des Spektrums im verteilt-
parametrischen Fall allgemeiner eingefiihrt werden muss. Aufgrund der Or-
thogonalitdtsrelation

1
/ sin(irz) sin(jrz)dz = }4;; (2.51)
0

gilt mit dem in H eingefithrten Skalarprodukt (2.16) fir die Eigenvektoren

1
<¢z‘,¢j>/0 A;sin(inz)A;jsin(jrz)dz

YAA s i=
— LA A8 =) 25
= 2AZA]&]{O it (2.52)

worin d;; das Kronecker-Delta bezeichnet. Damit sind die Eigenvektoren
paarweise zueinander orthogonal. Die in (2.50) auftretende multiplikative
Konstante A; kann genutzt werden, um die Eigenvektoren zu orthonormieren.
Hierzu muss die Orthonormalitdtsrelation

1 . ..
(¢1, ;) :/0 A; sin(imz)A; sin(jrz)dz = 6;; = {(1) ; z;; (2.53)

gelten, die wegen (2.52) fiir A; = /2, i > 1, erfiillt ist. Damit lauten die
orthonormierten Eigenvektoren von A

$i(2) = V2sin(inz), i> 1. (2.54)

Da dieses Funktionensystem sogar eine orthonormale Basis in H bildet (siehe
Beispiel A.1 in Anhang A.2) und damit ein vollstdndiges Funktionensystem
ist, ldsst sich jedes Element von H nach den Eigenvektoren von A eindeutig
entwickeln. «

Bei vielen Analyse- und Syntheseverfahren fiir verteilt-parametrische Sys-
teme werden Elemente des Zustandsraums nach den Eigenvektoren von A
entwickelt. Dazu miissen die Eigenvektoren eine Basis im Zustandsraum bil-
den. Bei einer grofen Klasse verteilt-parametrischer Systeme, den sog. Sturm-
Liouwville-Systemen (sieche Anhang A.3), bilden die Eigenvektoren nach geeig-
neter Normierung eine orthonormale Basis im Zustandsraum, was eine Rei-
henentwicklung nach den Eigenvektoren ermdoglicht. In Anwendungen treten



