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VORWORT

Das Ziel dieses Buches ist eine vereinheitlichende Darstellung der Grundlagen der Signalver-
arbeitung in optoelektronischen Sensorsystemen. Die Vielzahl der Arbeiten auf diesem multi-
disziplindren Gebiet mit ihren von Disziplin zu Disziplin unterschiedlichen Formulierungen
und Bezeichnungen hat zu Schwierigkeiten im gegenseitigen Versténdnis und zu Mehrfachent-
wicklungen gefiihrt. Durch die konsequente Nutzung des Instrumentariums der Systemtheorie
(und der Theorie der Zufallsgréen und Zufallsprozesse) kann dieser Zustand iberwunden und
dem Wissenschaftler und Ingenieur ein leistungsfshiges Werkzeug fiir die Konzipierung und
Entwicklung optoelektronischer Systeme in die Hand gegeben werden.

Bei der langjihrigen Titigkeit der Autoren auf dem Gebiet der Entwicklung optoelektroni-
scher Sensoren fiir den Einsatz in Weltraumforschung und Erderkundung hat sich das System
im Sinne der Systemtheorie als zentraler Begriff als besonders niitzlich erwiesen. Zur Lésung
spezieller wissenschaftlicher Probleme mit Hilfe optoelektronischer Sensoren ist es zweckmi-
Big, den Sensor zusammen mit seiner signalwandelnden Umgebung (planetare Oberflichen,
Atmosphire) als Gesamt-System aufzufassen und einheitlich zu beschreiben. Man kommt
dabei zu einem Gesamt-Modell des signalwandelnden Prozesses, auf dessen Basis man, z.B.
mit Hilfe der Schitz- und Entscheidungstheorie, mehr oder weniger optimale Algorithmen zur
Verarbeitung der Daten ableiten und damit (unter Beriicksichtigung technologischer und finan-
zieller Randbedingungen) zum bestmdglichen wissenschaftlichen Ergebnis kommen kann.
Sieht man die, im Sinne gewisser Kriterien, bestmdgliche Losung der wissenschaftlichen Auf-
gabe als ultimatives Gitekriterium flir das optolektronische System an, dann kann man durch
Minimierung von Schiitz- oder Entscheidungsfehlern der zu bestimmenden Grofien (wieder
unter Beachtung technologischer und finanzieller Randbedingungen) Parameter oder sogar die
Konfiguration des optoelektronischen Systems in optimaler Weise wihlen. Es existiert somit
ein geschlossener Kreis, der von der wissenschaftlichen Aufgabenstellung tiber die Konzipie-
rung des Sensors und des Auswerteverfahrens zur bestméglichen L8sung der gestellten Auf-
gabe fiihrt. Die durchgtingige modellm#Bige Formulierung der einzelnen Komponenten des
Gesamtsystems ermdglicht die Systemoptimierung in diesem Sinne.

Eine Komponente als System im Sinne der Systemtheorie vermittelt den Zusammenhang zwi-
schen Eingangssignal und Ausgangssignal. Dieser Zusammenhang kann deterministisch, aber
auch stochastisch sein, wenn Zufallsprozesse (Rauschen) eine Rolle spielen. Zufallsprozesse
als Modelle realer physikalischer Prozesse, aber auch zur Beschreibung vorhandener Unkennt-
nis, bestimmen oft die Grenzen der Mefigenauigkeit optoelektronischer (und auch anderer )
Systeme und sind bei vielen MeB- und Verarbeitungsproblemen zu berticksichtigen. Aus die-
sem Grunde wird neben der Behandlung determinierter linearer (und in geringerem Mafe auch
nichtlinearer) Systeme besonderer Wert auf die Beschreibung von ZufallsgréBen und -prozes-



6 Vorwort

sen als system-mitbestimmende Grofien gelegt.

Die in diesem Buch zu behandelnden optischen und elektronischen Komponenten als wesentli-
che Teile der erwihnten optoelektronischen Gesamtsysteme kdnnen nur in idealisierter Weise
in Form geschlossener (determinierter oder stochastischer) mathematischer Zusammenhinge
formuliert werden. Wenn die Darstellung dieser Art von Input-Output-Beziehungen auch den
Hauptteil dieses Buches einnimmt, so darf doch nicht verschwiegen werden, da bei den
immer komplizierter und komplexer werdenden Systemen der Signalverarbeitung (insbeson-
dere, wenn man es mit der Verarbeitung bildhafter Information zu tun hat) Modelle dieser Art
in reiner Form immer seltener zur Anwendung gelangen. Selbst wenn die Input-Output-Rela-
tion eines Teilsystems physikalisch klar ist und mathematisch in geschlossener Form formu-
liert werden kann, dann ist wegen der oft riesigen Anzahl der InputgréBen (z.B. aller
beteiligten Lichtstrahlbiindel) die Auswertung derartiger Zusammenhinge nur durch Simula-
tion auf dem Computer moglich. Dies gilt vor allem auch dann, wenn wesentliche Berechnun-
gen nur in iterativer oder rekursiver Form mdglich sind. Der Simulation kommt deshalb bei der
Konzipierung optoelektronischer Systeme, sowie der Einschétzung ihrer Giite (hinsichtlich der
zu 1dsenden wissenschaftlichen Aufgabe) wachsende Bedeutung zu. Es wird deshalb in diesem
Buch Wert darauf gelegt, Méglichkeiten zur Simulation der formulierten Zusammenhiinge auf-
zuzeigen und an einem Beispiel, der Erzeugung von Bilddaten des im Institut flir Weltraum-
sensorik der DLR entwickelten und gebauten Stereosensors WAOSS, zu demonstrieren.

Zur Umsetzung des umrissenen inhaltlichen Konzeptes werden im Kapitel I zun#chst einige
signal- und systemtheoretische Grundlagen ein- und mehrdimensionaler Systeme behandelt.
Impulsantwort und Frequenzgang, Punktverschmierungsfunktion und (optische) Transferfunk-
tion werden zusammen mit der diese GréBen in Beziehung setzenden Fouriertransformation
sowohl fiir kontinuierliche, als auch fiir diskrete Systeme behandelt. Dynamische Zustandsmo-
delle und Funktionen mit finitem Spektrum zusammen mit Zufallsprozessen und Zufallsfel-
dern dienen als geeignete Modelle filr Signale in optoelektronischen Systemen.

Kapitel II ist dann der systemtheoretischen Beschreibung optischer Komponenten gewidmet.
Wesentlich ist hier die systemtheoretische Formulierung der optischen Abbildung, die einen
zentralen Platz bei der Signalwandlung in optoelektronischen Sensoren einnimmt. In geringe-
rem MaBe wird auf die optische Fouriertransformation als einen Spezialfall der optischen
Abbildung eingegangen, und es werden einige wenige strahlungsphysikalische Grifien bei
ihrem Durchgang durch optische Komponenten behandelt.

In Kapitel II werden auch einige, auf der dargelegten Theorie beruhende, Verfahren zur
Bestimmung von PSF und MTF in der Praxis angegeben. Am Beispiel der Stereokamera
WAOSS und weiterer Fernerkundungssensoren wird die Brauchbarkeit dieser Verfahren durch
Angabe konkreter, fiir die Bilddatenauswertung wichtiger, Ergebnisse demonstriert.

Die 1n Kapitel 11 zu behandelnden (Quanten-)Detektoren, die das Licht in elekirische Signale
umwandeln, werden als weiterer entscheidender Bestandteil moderner optoelektronischer Sen-
soren im systemtheoretischen Sinne untersucht. Eine zentrale Rolle spielt hierbei insbeson-
dere die mathematische Beschreibung wichtiger Rauschprozesse wie Photonenrauschen,
thermisches Rauschen, 1/f-Rauschen usw.. Das letzte, aber nicht unwichtige, Teilsystem eines
optoelektronischen Sensors ist das elektronische Signalverarbeitungssystem. Es werden die
analogelektronischen Systemaspekte behandelt und schlieBlich der Analog-Digital-Wandler
als trigheitsloses nichtlineares System untersucht.

Die digitale Weiterverarbeitung des Signals bis hin zum Endergebnis ist nicht Gegenstand die-
ser Abhandlung. Thre Behandlung (zusammen mit der Systemoptimierung im Sinne des oben
genannten geschlossenen Kreises) erfordert die ausfithrliche Behandlung moderner Signalver-
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arbeitungsverfahren und geht tiber den Rahmen dieses Buches hinaus. Es muf aber erwihnt
werden, da gerade das digitale Verarbeitungssystem als integraler Bestandteil eines optoelek-
tronischen Sensors (intelligente Sensoren - smart sensors) zunehmend systembestimmend
wird!

Der Schluf von Kapitel III und damit dieses Buches ist der Simulation optoelektronischer
Systeme gewidmet. Am Beispiel der Stereokamera WAOSS wird gezeigt, welche Schritte
hierzu zu verwirklichen sind und welche Ergebnisse (mit hohem praktischen Wert) man mit
den Mitteln der modernen Rechentechnik erzielen kann.

Die Autoren danken Herrn Prof. Dieter Qertel fiir seine stetige Férderung der Arbeiten, die zu
diesem Buch gefuhrt haben, sowie allen Kollegen des ehemaligen Instituts fir Kosmosfor-
schung der Akademie der Wissenschaften der DDR bzw. des Instituts fiir Weltraumsensorik
der Deutschen Forschungsanstalt fir Luft- und Raumfahrt e.V. (DLR), die durch ihre Arbeiten
auf dem Gebiet der Entwicklung optoelektronischer Sensoren (indirekt) zum Entstehen dieses
Buches beigetragen haben.

Herrn Dr. R. Schuster und Dr. R. Richter sei gedankt ftr MTF-Messungen und Bilddaten,
sowie fiir die hilfreichen Diskussionen.

Frau Ch. Gtinther gebuhrt Dank fir ihre Hilfe bei der Anfertigung des Manuskripts.

Berlin, im Januar 1995
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Kapitel I
Signalmodelle

I.1 Einfiihrende Bemerkungen

Optoelekironische Systeme sollen im folgenden als signalwandelnde Gertite aufgefaBt werden,
die optische Signale (Strahldichten) zun#chst in analoge elektrische Signale (Spannungen,
Strome) umwandeln und sie anschlieBend in digitalisierter Form als Computerdaten einer Aus-
wertung zur Verfilgung stellen.

Die interessierenden Grofen (physikalischer, chemischer,... Natur), d.h. die Information, die
aus diesen digitalen Daten extrahiert werden soll, ist in unterschiedlichen physikalischen Tri-
gern verschlisselt.

Der hier meist verwandte Begriff des Signals (oder besser des Signalmodells) abstrahiert von
der physikalischen Natur der Informationstriger und ist als ihre (mathematische) Beschrei-
bung aufzufassen.

Das Signal ist somit als Funktion einer oder mehrerer Variablen, die eine gewisse Information
Uber andere Funktionen oder Parameter enthilt, zu verstehen.

Hieraus folgt, daB es sich bei Signalen nicht um bereits bekannte Funktionen handelt, sondern
um zun#chst nicht genau bekannte Funktionen, die gewissen Klassen angehoren.

Die Messung oder Beobachtung eines Signals bewirkt die Auswahl einer konkreten Funktion
aus einer Funktionenklasse, und die zu bestimmenden GrBen ergeben sich durch eine gewisse
Kombination der gemessenen Funktionswerte. Im ProzeB der Signalwandlung innerhalb eines
optoelektronischen Systems #ndern sich iallg. mit den physikalischen Trégern auch die
Signale, und es kénnen somit unterschiedliche mathematische Beschreibungen erforderlich
sein. Beispielsweise sind Lichtintensitéten als Funktionen der (kontinuierlichen) Raum- und
Zeitkoordinaten aufzufassen. Im ProzeB ihrer Abtastung (z.B. mit einem CCD-Sensor) entste-
hen dann (diskrete) Folgen von erzeugten Ladungstriigern, die am CCD-Ausgang in eine kon-
tinuierliche Zeitfunktion (z.B. Spannung) gewandelt werden, die nach erneuter Abtastung und
A/D-Wandlung in eine Folge von ganzen Zahlen transformiert wird. In Betracht gezogen wer-
den milssen also insbesondere Funktionen, die von stetigen Argumenten abhiingen und deren
Wertebereich von reellen (oder komplexen) Zahlen gebildet wird, sowie Wertefolgen (Funktio-
nen von diskreten Argumenten) aus reellen (oder komplexen) Zahlen bzw. ganzen Zahlen.

Wegen der immer stirker zunehmenden MeBwertauswertung auf Digitalrechnern kommt letz-
teren besondere Bedeutung zu.

Die als Signale zu verwendenden (kontinuierlichen oder diskreten) Funktionen sind als mathe-
matische Modelle fiir die in Natur und technischen Systemen real vorhandenen physikalischen
Informationstriger aufzufassen. Diese miissen die wesentlichen Seiten der informationstragen-
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den Prozesse wiederspiegeln und sollen aus Griinden der mathematischen und rechentechni-
schen Handhabbarkeit mdglichst einfach sein. Auf keinen Fall sind sie als identische Kopien
der real ablaufenden Vorginge zu betrachten, und auf ihrer Grundlage erzielte Ergebnisse diir-
fen nicht kritiklos angewendet, sondern miissen auf ihre Ubereinstimmung mit der Praxis sorg-
filtig gepriift werden.

Je nach ihrem Verwendungszweck eignen sich als Signalmodelle sowohl zufillige Funktionen
(Zufallsprozesse, Zufallsfelder) als auch nichtzufillige Funktionen, wobei letztere aber von
teilweise unbekannten Parametern abhéingen miissen, da sie sonst keinerlei Information enthal-
ten.

Der Begriff des Signals steht in engem Zusammenhang mit dem des Systems. Zur Charakteri-
sierung eines Systems geniigt es hier, dieses als ein Gebilde zu verstehen, welches einem oder
mehreren ingangssignalen ein oder mehrere Ausgangssignale zuordnet. Insofern ist jedes Me8-
geriit als System aufzufassen. Dieser physikalische Aspekt des Systembegriffs soll jedoch
nicht ausschlieBlich im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen; unter einem System soll viel-
mehr auch ein hypothetisches Gebilde verstanden werden, das einem fiktiven Eingangssignal
ein Ausgangssignal zuordnet.

Ein Signal mit bestimmten Eigenschaften (z.B. ein korrelierter Zufallsproze) kann somit auch
von einem System erzeugt werden, auf welches ein fiktives Eingangssignal (z.B. weiles Rau-
schen) einwirkt. Deshalb sind die Methoden der Systemtheorie oft wertvoll, wenn es darum
geht, geeignete Modelle fiir die in der Praxis auftretenden Signale aufzustellen. Nattirlich wird
der Systembegriff auch benstigt, wenn es gilt, die Wandlung von Signalen durch reale physi-
kalische Systeme (insbesondere optoelektronische Systeme) modellm#Big zu beschreiben.

Und nicht zuletzt gestattet die Systemtheorie aufgrund ihres von konkreten (physikalischen,
chemischen, biologischen, ...) Bedingungen abstrahierenden Charakters eine vereinheitli-
chende Beschreibung unterschiedlicher Disziplinen, wodurch das gegenseitige Verstindnis
erleichtert und wesentlich zur Rationalisierung geistiger Prozesse beigetragen wird. Da es um
die invariante Beschreibung und damit um das Wesen fundamentaler Prozesse in Naturwissen-
schaft und Technik geht, soll die systemtheoretische Betrachtungsweise im folgenden mdg-
lichst umfassend zur Anwendung kommen. Dies erfordert die kurze Darlegung einiger
systemtheoretischer Grundlagen.

Insbesondere die sogenannten Zustandsmodelle, die auf dem Begriff des Zustandes dynami-
scher Systeme beruhen, sind fuir viele moderne Signalverarbeitungsaufgaben wichtig und sol-
len deshalb in ihren Grundziigen behandelt werden. Auf der Basis dieser systemtheoretischen
Grundlagen kdnnen dann einige Klassen von Signalen betrachtet werden, die bei der Untersu-
chung optoelektronischer Systeme (aber nicht nur bei diesen) von Bedeutung sind.

I.2 Signal- und systemtheoretische Grundlagen

1.2.1 Kontinuierliche lineare 1-D-Systeme

In diesem Abschnitt sollen einige Grundlagen behandelt werden, die im folgenden fiir die
mathematische Beschreibung von Signalen und zur Untersuchung signalwandelnder Prozesse
bendtigt werden. Eine ausfithriiche Behandlung findet man z.B. in /1/ und /2/.

Der Einfachheit halber werden zun#chst eindimensionale Systeme betrachtet, d.h. Gebilde, die
von einem einzigen Argument t abhéngige Signale ineinander iiberfithren. Dabei kann t die
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Zeit, aber auch eine andere Variable wie z.B. Ortskoordinate oder Wellenléinge sein. Wenn x(t)
das Eingangssignal ist, dann ergibt sich das Ausgangssignal y(t) durch die Beziehung

y(t) = S {x(t),-0<t <o}, 12.1-1)

Das System wird hierbei durch das Funktional 3, beschrieben, das Werte des Eingangssignals

x(t'), gewonnen aus verschiedenen Punkten t' € (-,), in das Ausgangssignal y(t) Uberfuhre.

Es sei darauf hingewiesen, da8 3, von , Anfangswerten® y(t,), y(t;),... abh#ingen kann, was im
Moment jedoch nicht von Bedeutung ist (s. Abschnitt 1.2.4). Gilt speziell

y(t) =3 {x(t)t<y, (1.2.1-2)

so ist der durch das System vermittelte Zusammenhang zwischen Eingangssignal und Aus-
gangssignal kausal.

Physikalisch begriindet ist die Kausalitt nur fiir physikalische dynamische Systeme, wobei t
in diesem Falle die Zeit ist. Hier kann das aus dem System zur Zeit t herauskommende Signal
natiirlich nur von Werten des Eingangssignals x(t') aus Gegenwart (t'=t) und Vergangenheit
(t'<t) verursacht werden. Durch den engen Zusammenhang mit Zustandsmodellen und somit
rekursiven Formulierungsmdglichkeiten, sind kausale Systeme manchmal besonders gut
mathematisch und rechentechnisch handhabbar, weshalb sie teilweise mit Erfolg auch zur
Beschreibung von Signalen verwendet werden, die in keinem kausalen Zusammenhang stehen
(z.B. wenn t eine Ortskoordinate ist).

Besondere Bedeutung kommt den linearen Systemen zu, fiir die das Superpositionsprinzip
S{ax, () +a,%, (1)} = 2,3 {x; (1)} +8,3 {x,(t)} (1.2.1-3)

gilt. Verwendet man einen allgemeineren Integralbegriff, der auch die Deltafunktion, sowie
ihre Ableitungen als Integranden zul#ft, so kann man (stabile) lineare Systeme (s. Abschnitt
1.2.4) durch den Zusammenhang

y(t) = J' drH(t,t)x (1) (12.1-4)

charakterisieren.
Beispielsweise beschreibt H(t,t) = 8(t-t') ein System, welches das Eingangssignal vollig
unver#ndert 148t, denn es gilt

f(t) = Idt'ﬁ(t -t) f(t) (12.1-5)
und somit y (t) = x(t).

Ein weiteres Beispiel ist der Differentiator n-ter Ordnung, den man fiir

a (n)
H(,t) = Fé(t_ t) (12.1-6)
erhilt. Nach (I1.2.1-4) und (1.2.1-6) gilt in diesem Falle
d ) d™x (1)
t) = ded(t-t t) = ——
y() = G [ers-nxw = <2
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Interessante Beispiele werden weiter unten gegeben.
Kausale lineare Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dafl

Ht) =0 Y(t>t) (1.2.1-7)
gilt, weshalb Gl. (1.2.1-4) auch in der Form

t

y(t) = J dt' H(t,t)x (t)

geschrieben werden kann.

Die das lineare System charakterisierende Funktion H (t,t") wird als Impulsantwert bezeichnet.
Diese Bezeichnung wird klar, wenn man einen nadelférmigen & -Impuls x(t') = &(t'-ty) in das
System hineinschickt, der nur einen Beitrag fiir t' = t,, liefert und infolge von (1.2.1-4) das Aus-
gangssignal

Y(t) = H(t»to)

erzeugt. In Abb. 1.2-1 ist die sich ergebende Situation dargestellt, wenn man & -Impulse bei den
Punkten t; und t, in das System hineinschickt. Abb. 1.2-1a) deutet die d -Impulse an, Abb.
1.2-1b) zeigt die Impulsantworten im nichtkausalen Fall und Abb. I1.2-1c) diejenigen fiir kau-
sale Systeme.

b)

~

Abb. 1.2-1 Impulsantwort im kausalen und nichtkausalen System

Aus Abb. 1.2.-1 ist ersichtlich, daB die Impulsantworten H(t,t;) und H(tt;) unterschiedliche
Form haben kdnnen. Das bedeutet, dal das Verhalten des Systems davon abhingt, bei wel-
chem Punkt t' der Nadelimpuls eingespeist wird.

Ist t' die Zeit, so kann das sich #ndernde Systemverhalten z.B. durch einen AlterungsprozeB
einzelner Komponenten bedingt sein, ist t' dagegen eine r#umliche Koordinate, die den
Abstand von der Ebene eines optischen Systems angibt, dann beschreibt dieses Verhalten z.B.
die sich verschlechternden abbildenden Eigenschaften des Systems mit wachsendem Abstand
von der optischen Achse. Hierauf wird in Abschnitt II.3. noch néher eingegangen.
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Verschiebungsinvariante Systeme werden durch eine Impulsantwort
H(t,t) = H(t-t)
charakterisiert, die nur noch von einem einzigen Argument T = t-t' abhiingt. Fiir kausale ver-
schiebungsinvariante Systeme gilt aufgrund von (1.2.1-6)
H(t) =0 V(t<0). (12.1-8)
Mit (1.2.1-7) kann der Zusammenhang (1.2.1-4) in der Form eines Faltungsintegrals

oo

y(t) = jdt'H(t—t')x(t') (1.2.1-9)

geschrieben werden, wodurch sich bei Anwendung der Fouriertransformation erhebliche Vor-
teile ergeben kdnnen (s. unten).

Speist man in ein verschiebungsinvariantes System beim Punkt t, einen Nadelimpuls ein, dann
ergibt sich aus (1.2.1-5) und (1.2.1-9)

y(t) = H(t-t).
Damit hiingt der Output des Systems nur noch von der Differenz t-t, ab, und es ergibt sich reia-

tiv zu t, immer dasselbe Bild, wie es in den Abb. 1.2-1 b) und c) durch die ausgezogenen Kur-
ven dargestellt ist.

Verschiebungsinvariante Systeme lassen sich sehr bequem im ,Frequenzraum® beschreiben.
Dies ist dadurch begriindet, daB die Funktionen

?, t) = ei2nvt
Eigenfunktionen des Integralkerns H(t) sind. Wie man sich durch Einsetzen in das Faltungsin-
tegral (1.2.1-9) tiberzeugt, gilt

oo

J'dt'H (t-t) o, (t) = HW) o, (t) (1.2.1-10)

mit
o

H(v) = J'dt H(t) e i2nvt (1.2.1-11)
(I.2.1-10) ist eine Eigenwertgleichung, und H(v) ist der zur Eigenfunktion @ (t) gehdrige
Eigenwert. Als Fouriertransformierte der Impulsantwort ist H(v) als Frequenzgang (oder
Ubertragungsfunktion) bekannt. Der Unterschied zu den meist behandelten Eigenwertglei-
chungen (s. z.B. /3/) besteht darin, daB der Index v der Eigenfunktion eine stetige Variable ist,
daB also nicht-abzghlbar viele Eigenfunktionen und Eigenwerte existieren. Die Entwicklung

einer Funktion f(t) nach den Eigenfunktionen @, (t) ist somit keine Reihe, sondern ein Inte-
gral, ndmlich das Fourierintegral

£(1) = J’dv? (v) ej2nvt (1.2.1-12)
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Die Orthogonalbeziehung, der die Eigenfunktionen geniigen, lautet

jdt (pv(t)cp;(t) = Jdteﬂ"(\'-u)t: d(v-H) ;

dies folgt aus der Fourierdarstellung

oo

d(v) = I dtetiznvt (1.2.1-13)

Man erhalt formal die Umkehrung des Fourierintegrals, indem man den Operator { dt e 2mpt

auf beide Seiten von (1.2.1-12) anwendet, die Integrationsgrenzen vertauscht und (1.2.1-13)
beachtet:

oo

f(v) = Idt £(t) ed 2mvt (1.2.1-14)

Die Eigenwertgleichung (I.2.1-10) kann im Sinne der durch (1.2.1-9) gegebenen Input-Out-
put-Relation des linearen verschiebungsinvarianten Systems folgendermaRen interpretiert wer-
den:

Schickt man in das System die Funktion x(t) = @, (t) hinein, so erscheint am Ausgang des

Systems die gleiche Funktion @, (1), die lediglich mit dem Faktor H (v) multipliziert ist.

Dies bedeutet, daB8 eine Eigenfunktion durch das System nicht verzerrt wird, wihrend andere
Funktionen beim Durchgang durch das System verformt werden.

Mit der komplexen Funktion ¢_ stehen die harmonischen Funktionen cos(2nvt) und sin(27nvt)
in engem Zusammenhang. Diese werden somit von einem linearen verschiebungsinvarianten
System in ihrer Form nicht veriindert, lediglich ihre Amplitude und Phase werden beeinfluBit.
Dies zeigt sich, wenn man z.B.

x(1) = cos (2nvt) = %(eﬂnvwe-ﬂnvt) 12.1-15)

in (1.2.1-9) einsetzt und die Eigenwertgleichung sowie deren komplex konjugierte Gleichung
verwendet. Man erhilt dann zuniichst

y(0) = 3 (A(v)e 2™+ B (v)ed 2] |
Schreibt man den Frequenzgang H(v) inder Form

H(v) = [fH(v)]e’™ (12.1-16)
so ergibt sich unter Verwendung von (1.2.1-15)

y () = [H(v)[cos [2nvt - ¢y (V)] .

Das in das System hineingelangende Signal x(t) = cos 2nvt ist somit am Ausgang um ¢, (v)

phasenverschoben, und seine Amplitude ist mit |}~1 ( v)| multipliziert worden. Dies rechtfer-
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tigt die Bezeichnungen Phasengang und Amplitudengang fiir ¢, (v) bzw. |fl (v)| .

Diese Eigenschaft, nimlich beim Durchgang durch ein lineares verschiebungsinvariantes
System forminvariant zu bleiben, haben nur die Eigenfunktionen des Systems (bzw. ihre Real-
und Imagintrteile). Es ist daher nicht gleichgltig, nach welchen orthogonalen Funktionensy-
stemen man Eingangssignale derartiger Systeme entwickelt: Die Fourierentwicklung zeichnet
sich hier durch das genannte Verhalten vor den anderen aus. Ein einfaches Beispiel mdge die
Situation verdeutlichen. Durch

(++3)

y(t) = % dt x(t) (12.1-17)

(+-3)

werde ein nicht-kausales System definiert, das die Funktion der gleitenden Mittelwertbildung
des Eingangssignals hat. (1.2.1-17) kann in der Form (1.2.1-9) mit der Impulsantwort

1 T T
- =<t o
H() = {T 2 2 (1.2.1-18)
0 sonst
geschrieben werden. Fiir den Frequenzgang H(v) erhilt man damit nach (1.2.1-11)
~ _ sin (nvT) . )
H(v) = T = sinc (nvT) . (1.2.1-19)

Diese Funktion ist in den Frequenzintervallen

2n+1 2n+2
T <v< T

negativ. Infolgedessen gilt aufgrund von (1.2.1-16) unter Beachtung von eI = -1
|f (v)| = [sinc(nvT)]

(n=0,1,2,...) (1.2.1-20)

und

2n 2n+1
0 TSVS T

2n+1 2n+2
T <v< T
Der Phasengang hat somit Spriinge der GréBe n an den Stellen, wo sich das Vorzeichen des

Frequenzganges H (v) #ndert.

oy (v) =

In den Frequenzintervallen (1.2.1-20) ist daher das Ausgangssignal gegeniiber einem harmoni-
schen Eingangssignal um 1 phasenverschoben, wodurch sich an den Stellen der Maxima des
Eingangssignals Minima des Ausgangssignals befinden und umgekehrt. Ist die Frequenz v des

harmonischen Eingangssignals ein ganzzahliges Vielfaches von 1/T, so ist H(v) = 0, und
das Ausgangssignal verschwindet. Das Eingangssignal wird somit durch Integration tiber eine
oder mehrere volle Perioden vollstindig ,herausgemittelt, Der Amplituden- und Phasengang
des Systems wird zusammen mit der Impulsantwort in Abb. 1.2-2 dargestellt. Abb. 1.2-3 zeigt
harmonische Eingangs- und Ausgangssignale fur vT=1/2 und vT=3/2.
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A H

>t
-T/2 0 T2

vt

vt
Abb. 1.2-2 Amplituden und Phasengang der Impulsantwort

1.0 1o/

Xyt ‘ X,y

4 i 2 3 o 1 2

Abb. 12-3 harmonische Eingangs- und Ausgangssignale fiir vI=1/2 und vT=3/2

Dagegen ist in Abb. 1.2-4 die Reaktion des Systems auf ein periodisches nicht-harmonisches
Eingangssignal dargestellt, das wie das Eingangssignal aus Abb. 1.2-3a) eine Frequenz (bei
nichtsinusférmigen Signalen auch als Sequenz bezeichnet) v, = 1/2T hat. Wie man sieht, ergibt
sich durch die Wirkung des Systems eine starke Verzerrung des Eingangssignals.Durch den
Ubergang in den Frequenzraum mittels ouriertransformation vereinfacht sich das Faltungsinte-
gral (1.2.1-9) betrtichtlich. Entwickelt man in (1.2.1-9) x(t") gem#8 (1.2.1-12) nach Eigenfunk-
tionen des Kerns H und verwendet man die Eigenwertgleichung (1.2.1-10), so ergibt sich

y(1) = jdvﬁ(v)i(v)eizm ,
woraus nach (1.2.1-12)

F(v) = H(v)x(v) (12.1-21)
folgt.
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Die Fouriertransformierte (oder das Spektrum) des Ausgangssignals erhiilt man folglich durch
Multiplikation des Spektrums des Eingangssignals mit dem Frequenzgang des Systems. Diese
fundamentale Eigenschaft der ouriertransformation 148t sich rechentechnisch vorteilhaft aus-
nutzen, indem man zur Berechnung von Faltungsintegralen durch Fouriertransformation
zunichst in den Frequenzraum iibergeht, dort die Multiplikation (I1.2.1-21) durchfithrt und
dann durch Fourier-Riicktransformation in den Originalbereich zurtickkehrt.

A
X,y
~ —
AN // \ /
< + $ < $ i
N/ N
x(t)
— =y

Abb. 12-4 Reaktion des Systems auf ein periodisches nicht-harmonisches Eingangssignal

Aufgrund von (1.2.1-21) wird klar, daB das Spektrum X (v) des Eingangssignals durch die
Wirkung des Systems beeinfluBt, d.h. gefiltert wird. Lineare Systeme werden deshalb auch als
lineare Filter bezeichnet.

Schreibt man das Spektrum ?(v) einer Funktion f(t) analog zum Frequenzgang (1.2.1-16) in
der Form

fv) = [fwm]e™ ™.
so ergeben sich aus (1.2.1-21) die Beziehungen

5| = [HW]- 1xW)]

(1.2.1-22)

und

0,(v) = (V) +6,(v),
nach denen sich die Module der Spektren multiplizieren, die Phasen aber addieren. Wenn f(t)
eine reelle Funktion ist, dann giit nach (1.2.1-14)

f(v) = J'dtf(t) e j2mvt

also

£*(v) = f(-v) (1.2.1-23)
bzw. nach (1.2.9-22)

Il =l wnd () = -4;(-v) . (12.1-24)

Der Modul des Spektrums einer reellen Funktion ist demnach eine gerade Funktion, die Phase
eine ungerade Funktion.

(1.21-24) bedeutet insbesondere, daB die ,,positiven Frequenzen v 20 zur Charakterisierung
des Spektrums einer reellen Funktion véllig ausreichen. Negative Frequenzen v < 0 werden
lediglich aus Griinden der mathematischen Einfachheit verwendet; erforderlich sind sie zur
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Beschreibung meBbarer (reeller) Signale nicht. Dies sieht man auch, wenn man das Fourierin-
tegral (I.2.1-12) der reellen Funktion f(t) unter Verwendung von (1.2.1-22) und (1.21-23) in der
Form

oo

f£(t) = 2-J‘dv JE ()] - cos [2rve - ¢g(v) ] (12.1-25)
0

schreibt.

Hier ist v 2 0 die wirkliche, d.h. physikalisch interpretierbare, Frequenz. Ist t die Zeit, so ist v
die gewdhnliche Frequenz (gemessen in Anzahl der Schwingungen pro Sekunde). Ist t dage-
gen eine Ortskoordinate, so wird v als Orts- oder Raumfrequenz oder auch als Wellenzahl (z.B.
gemessen in Anzahl der Wellen pro Zentimeter) bezeichnet. Hierauf wird bei der Betrachtung
zweidimensionaler Signale noch ndher einzugehen sein.

Die Darstellung (1.2.1-25) der reellen Funktion f(t) ist zu interpretieren als Uberlagerung har-
monischer Anteile der Frequenz v mit von v abh#ingigen Amplituden |f ( v)| und Phasenver-
schiebungen ¢; (v) .

Oftmals beobachtet man nicht die Signale f(t), sondern aus ihnen gebildete quadratische Gro-
Ben, wie z.B. |f (t)|2. Beispielsweise registrieren optoelektronische Detektoren nicht Lichtam-
plituden, sondern Strahlungsintensititen proportionale GroBen. Fiir die Untersuchung

derartiger Signale ist die folgende Formel wichtig. Aus der Fourierdarstellung (1.2.1-12) des
Signals f(t) folgt zun#chst

£ (1) = f dvE (v)e ™! und f(t+1) = I dvi(v)einv (+7)
Damit wird

oo co o0 oo

J‘dt (1) f(t+1) = jdv'[dv'?*(v) f(v) - ei2nv. Idteﬂn(v'-v)t

Das letzte Integral auf der rechten Seite dieser Beziehung ist die Fourierdarstellung der
8-Funktion (1.2.1-13). Damit kann die Integration iiber dv’ ausgefiihrt werden, und man erhalt

oo oo

Idt (1) f(t+1) = J'dVI%(v)P-eﬂm (1.2.1-26)

Damit ist |F (v) lz die Fouriertransformierte der Funktion

o0

C; (1) = J.dt £t) - f(t+1)

die keine Information iiber die Phase ¢ (v) des Spektrums ?(v) mehr enthilt und die zuwei-
len als Autokorrelationsfunktion des deterministischen Signals f(t) bezeichnet wird (s. z.B.

/5D.
Fir 1=0 folgt aus (1.2.1-26) die sogenannte Vollstindigkeitsrelation
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.[ dt| f(t)]2 = J‘ av|f (v (12.1-27)

Hieraus ergibt sich folgende Interpretation der Gréfie I'f (v) |2: Ist beispielsweise f(t) die Span-
nung, die an einem Widerstand von 1Q abfillt, dann ist fz(t) die Leistung und J' dtf 2(t) die
insgesamt in Wirme umgesetzte Energie.

Aufgrund von (1.2.1-27) ist dann l’f(v)l2 als spektrale Energiedichte (gemessen z.B. in
Joule/Hz) aufzufassen, d.h., I? (v) |2dv ist die im Intervall (v,v+dv) befindliche Energie.
Eine wichtige Beziehung besteht zwischen den ,,Ausdehnungen“ der Funktionen f(t) und

?(v) : Je breiter f(t) ist, desto schmaler ist 'f(v) und umgekehrt. Mathematisch 148t sich diese
Aussage durch die sogenannte Unschirferelation beschreiben, die aus der Quantenmechanik
als Heisenbergsche Unschirfebeziehung bekannt ist (s. z.B. /6/) und dort fundamentale Bedeu-
tung hat. Es soll vorausgesetzt werden, daf}

3 oo

Idtlf(t)lz = Idvﬁ(v)lz =1

ist. Eine derartige Normierung kann man immer durch Multiplikation der betrachteten Funk-
tion f(t) mit einer Konstanten c erreichen, so daB sie keine Einschriéinkung der Allgemeinheit
darstellt. Die GroBe o,, die durch

o2 = J.dt t24£ (1) |2 (1.2.1-28)

definiert ist, ist dann ein MaB fiir die Breite von |f (t)]2 und damit auch von f(t). Beispiels-
weise gilt fur die , Rechteckfunktionen®

{1/(./'5) -a<t<a

f(t) = (1.2.1-29)

0 sonst
(s. Abb. 1.2-5a) o, =a/ ,,/3, wie man sich durch direktes Ausrechnen iiberzeugen kann.
Damit ist 6, proportional zur Breite 2a der Funktion f(t). Fiir die GauBverteilung (Abb. 1.2.5b)

t2

1 rel
f()]2 = —=e 2 12.1-30
0J2n ( )

gilt o, = 0. Die Standardabweichung ¢ (und damit o,) bestimmt die Breite der GauBverteilung,
denn es gilt z.B.

If(30)|2/]£(0)|2 = e-45 = 0.011 .
Bei Itl=30 ist If(t)I? bereits auf etwa 1% ihres Maximalwertes If(0)I2 abgefallen.
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}
—a o a

1/o42n b)

]

Abb. L2-5 Rechteckfunktion und GauBverteilung
Fiithrt man o,, analog zu (1.2.1-28) durch

oo

03 = Idvv2|?(v)|2

ein, so gilt die Unschérferelation

1
ot-ovzl—{t ‘ (1.2.1-31)

Wegen (1.2.1-31) ist 6,2 1/ (4nc,) , und dies entspricht der oben gemachten Aussage : Je

breiter f(t) ist, desto schmaler ist ?(v) und umgekehrt.

Den Beweis der Ungleichung (1.2.1-31) findet man z B. in /5/; er wird hier nicht angegeben.
Anhand der Beispiele (1.2.1-29) und (1.2.1-30) soll aber ihre Giiltigkeit demonstriert werden.
Fur (1.2.1-29) gilt nach (1.2.1-14)

a
_l_sin (2nva)

~ 1 .
fv) = —= J' dre 2t = — =",
N2a J2a TV
-a

woraus

o0

ol = ﬁjdv sin 2(2nva) =

und damit 6,- o = o folgt. Dies ist der ungtinstigste Fall, der eintreten kann und der, wie

gezeigt wurde, durch die Divergenz von o, wegen des langsamen Abfallens von

l?(v) l2~1/ v2  begriindet ist. Gunstiger sieht es bei der GauBverteilung (1.2.1-30) aus. Es



1.2 Signal- und systemtheoretische Grundlagen 23

gilt f(t) = L e2/(40Y) i () , wobei d(t) eine beliebige Phasenfunktion ist. Hier
oJ2n

soll nur der Fall ¢ (t) =0 betrachtet werden. ¢ (t) #0 fiihrt auf die sogenannten Gabor-

funktionen (s. z.B. /7/), die eine gewisse Rolle in der modernen Signalverarbeitung spielen. Sie

werden im weiteren jedoch nicht verwendet. Das Integral

f‘(v) = J'dt 1 e-t?/ (402) . o-j2mvt

Jou2n

148t sich mit der Methode der quadratischen Ergtinzung direkt berechnen. Man erhilt

~ 4
f()]? = “=e-tnPe™?
27 ,
was auch in der Form
v2
1 e 2ov2
ovJ2n
geschrieben werden kann, woraus G, = 1/4n0 und somit
=1
vV  4rn

folgt. Fur die GauBverteilung (I.2.1-30) nimmt das Produkt o, o, also den minimal mogli-

[F(v)|? =

O't'O'

chen Wert 1/4x an. Da o, die Ausdehnung der Funktion f(t) angibt und o, ein MaB fiir die

Bandbreite des Spektrums ?(v) ist, ist damit fur gauBsche Signale f(t) das ,Signalvolu-

men*“ 0, 0, minimal. Dies ist eine der vielen Eigenschaften der GauBverteilung, die sie vor

anderen Funktionen auszeichnet. Das Wesen der Unschirferelation ist in Abb. 1.2-6 noch ein-
mal anschaulich dargestellt.

If(t)I?

—
-~
-, -
- -
- -~
g —

|

- V

Abb. 1.2-6 Unschirferelation

Beim Ubergang vom Eingangssignal x(t) zum Ausgangssignal y(t) eines Systems bleibt die
Energie i.allg. nicht erhalten, da aufgrund von (1.2.1-27) und (1.2.1-21)
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o0 oo

jdtly(t)l2 = Idv|ﬁ(v)|2|i(v)|2

gilt, was 1.allg. nicht dquivalent mit

) o0

Idvli W2 = jdtlx DI

ist. Nur wenn |I:I (v)| = 1 fiir -0 <v < jst, bleibt fiir beliebige Eingangssignale x(t) die
Energie Idtlx(t)l2 beim Durchgang durch das System erhalten. Wenn in einem gewissen Fre-

quenzbereich |I:I (v)| <1 gilt, dann wird dort Energie dissipiert. Ist dagegen |I:l (v)| > 1,dann
wird in diesem Frequenzbereich Energie in das Signal hineingepumpt.

In elektronischen Systemen bedeutet das physikalisch z.B. die Umwandlung elektrischer Ener-
gie in Wirme (Jfl] < 1) bzw. die Verstirkung des Signals mit aktiven Bauelementen (|f] > 1).

1.2.2 Diskrete lineare 1D-Systeme

Oft ist man gezwungen, die bisher betrachteten kontinuierlichen Zusammmenh#nge zwischen
Signalen zu diskretisieren; es sei, weil man Integrale niherungsweise berechnen will, oder
weil man Signale zwecks Computerauswertung abtasten muB. Es ist daher ein Ubergang von
Integralen zu Summen zu bewerkstelligen.

Zu diesem Zeck kann man das kontinuierliche Signal f(1) vorteilhaft nach Funktionensystemen
entwickeln, die in gewissen Teilbereichen I der t-Achse orthonormal sind, d.h. den Beziehun-
gen

Idt P () @ (D=8, 12.2-1)

gentigen. Dabei kann I1z.B. das Intervall -T <'t < +T , aber auch die gesamte T- Achse sein. In
(I1.2.2-1) ist
1 m=n
b= |

0 m#n
das Kroneckersymbol, welches bei diskreten Systemen die gleiche Rolle spielt, wie die d—
Funktion bei kontinuierlichen.

Schreibt man das Signal f(t) fir t € I in der Form

f(1) = Z R NON (1.2.2-2)

n = —00
so erh#lt man durch Anwendung des Operators Idt ®, (1) auf beiden Seiten der Gleichung,

Vertauschung von Summation und Integration, sowie Verwendung von (1.2.2-1) die Formel
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f = I dt £(t)- @ (1) (1.2.2-3)

fur die Entwicklungskoeffizienten f,,.

Damit die Funktion f(t) exakt durch die Reihe (1.2.2-2) dargestellt werden kann, muB £(t)
gewissen Funktionenriumen (z.B. dem Hilbertraum mit L,-Norm, siehe /8/) angehdren, inner-
halb derer die Funktionen ¢(t) vollstindige Orthonormalsysteme bilden.

Beispiele sind die periodischen Funktionen, die nach Sinus- und Kosinusfunktionen entwickelt
werden konnen (Fourierreihe) und die Funktionen mit bandbegrenztem Spektrum (s. Abschn.
1.4).

Nicht vollstindig innerhalb der Klasse der periodischen Funktionen sind dagegen die Sinus-
funktionen allein (d.h. ohne die Kosinusfunktionen). Nicht vollstindige Orthonormalsysteme
lassen sich aber manchmal mit Erfolg zur n#herungsweisen Darstellung von Funktionen ver-
wenden. Ein Beispiel sind die Funktionen

{1/(JA_t) nAt- At/2<t<nAt+ (At/2)

e (1) =
0 sonst ,
die man unter Verwendung der ,,Rechteckfunktionen®
1 -A/2<x<A/2
R,(x) = { (1.2.2-4)
0 sonst
in der Form
9, () = —=R, (t-nAY) 12.2-5)

JAt

schreiben kann und die in Abb.1.2-7 dargestellt sind.

1 Pa(t) Pm(t)

JAt

4 + o $ $ { $ —J-
(n-1)At nAt (n+1D)At mAt t

Abb. 1.2-7 Nichtvollstindige Orthonormalsysteme

Diese Funktionen integrieren die Funktion f(t) Uber Abschnitte der Linge At, so daB i.allg.
Information verloren geht und somit Vollstindigkeit nur in der Klasse von Funktionen vorhan-
den ist, die in den Intervallen (n-1/2)At<t< (n+ 1/2) At konstante Werte annehmen,
was i.allg. nicht der Fall ist.

Das Funktionensystem {@_ (t)} ist aber trotzdem oft zur n#herungsweisen Darstellung von
Funktionen geeignet, und es gilt nach (1.2.2-3) fur die Entwicklungskoeffizienten (siche
Abb.1.2-8)
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(m+1/2)At

1
f =— def(t)
byl

(m-~1/2) At

Die Funktion f(t) wird somit durch eine Treppenfunktion approximiert, wobei die Werte auf
den Stufen gleich dem Mittelwert f_/./At sind. Gilt die Entwicklung (1.2.2-2), so ist das
Signal f(t) den abzihibar unendlich vielen Werten £, dquivalent.

A

>

Abb. 1.2-8 Niherungsweise Darstellung von Funktionen
Fur die Energie des Signals gilt aufgrund von (1.2.2-2) und (1.2.2-1)

jdtlf(t)lz = Z If.|2 (1.2.2-6)

n=-o
Dies ist die Vollstindigkeitsrelation fiir den Ubergang kontinuierlich < diskret und als solche

das Analogon zur Vollstindigkeitsbeziehung (1.2.1-27) fiir den Ubergang kontinuierlich <
kontinuierlich.

Mit Hilfe der Entwicklung (I.2.2-2) 148t sich nun das Integral (I.2.1-4), welches das kontinuier-
liche lineare System beschreibt, diskretisieren. Wendet man den Operator I dt <|:>’,*u (t) mit
I = (~00,%) an, so ergibt sich

y, = i X, ﬁdtdt' P () H)p, (1)

n= -
Fiihrt man die Gréfen
hpn = J' I dtdt' @ (1) H(t.)e, (t') 12.2-7)
ein, so folgt
ym = Z hm,n ’ Xn (m=0: t 1,) (122-8)
n= -oo

Dies ist die diskrete Beschreibung des linearen Systems, die der kontinuierlichen Beschrei-
bung (I.2.1-4) vollig dquivalent ist, falls das Funktionensystem {¢,} vollstindig ist. Die Grd-
Ben hpy p (1.2.2-7) sind die Koeffizienten in der Entwicklung
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o

H(tt) = Z By @ (1) @5 (1) (12.2-9)

n=-c

de Impulsantwort H, wie man sich leicht durch Anwendung des Operators
-”.dtdt' P% (1) @, (t) auf (12.2-9) und Benutzung der Orthonormalititsbeziehung (1.2.2-1)

tberzeugen kann.

Diskrete lineare Systeme (I.2.2-8) entstehen nicht nur durch Diskretisierung kontinuierlicher
Systeme, sondern sie haben eigenstindige Bedeutung. Beispielsweise kann man eine Zahlen-
folge {x,} in einem Digitalrechner erzeugen, und dann durch Multiplikation mit irgendwel-
chen Groflen hy,; und Aufsummation gemdB (12.2-8) (allerdings mit endlichen
Summationsgrenzen) eine neue Zahlenfolge {y,} generieren, die als Ausgangssignal des
durch die GroBen hy, , repriisentierten diskreten Systems aufzufassen ist.

Im folgenden sollen die diskreten linearen Filter als eigenstiindige Systeme, die durch (1.2.2-8)
reprisentiert sind, behandelt werden. Die Kausalitit wird hier in Analogie zu (I.2.1-6) durch

h =0 fur n>m (1.2.2-10)
ausgedriickt, wihrend Verschiebungsinvarianz
hm,n = hm -n
bedeutet und somit
y = Z hy o %, (12.2-11)
n= -
gilt. Fur kausale verschiebungsinvariante Systeme ist
h, =0 fiir k<0 . (1.2.2-12)

Die Interpretation der Gr68en hy, ; als Impulsantwort wird deutlich, wenn man die Reaktion
des linearen Systems auf einen Einheitsimpuls untersucht. Fiir x,=9, , ergibt sich aus (1.2.2-8)
Ym=hp  (s. Abb. 1.2-9).

Analog zu den kontinuierlichen Systemen ergeben sich auch bei den diskreten verschiebungs-
invarianten Systemen bedeutende Vereinfachungen, wenn man die Entwicklung nach (diskre-

j2n=>—-n
ten) Eigenfunktionen des Kerns h, verwendet. Dies sind die Folgen 1{e g
(v-kontinuierlicher Index, vg > 0 - beliebiger MaBstabsfaktor), und es gilt
j21|:v2L . j21w2l
th_ne Vs = h(v) -e i
n

mit

. —12nv2%

h(v) = th e g (12.2-13)
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Abb. 1.2-9 Impulsantwort eines diskreten linearen Systems

Der Eigenwert h(v), der in Analogie zu den kontinuierlichen Systemen als Ubertragungs-
funktion bezeichnet wird, ist die aus der Impulsantwort {hy } gebildete Fourierreihe.

Die einer Folge {f,} entsprechende Funktion

oo

F(v) = ka e (12.2-14)

heilt Spektrum der Folge {f,}. Das Spektrum ist im Unterschied zum Spektrum einer kontinu-
terlichen Funktion f(t) eine periodische Funktion mit der Periode 2vg.

(Damit f(v) existiert, d.h. damit die Reihe auf der rechten Seite von (1.2.2-14) konvergiert,
milssen gewisse Bedingungen erfullt sein. Hinreichend ist z.B. die Bedingung

Z |f| << ,

n=-o
die der Bedingung

oo

J‘dtlf(t)|<oo

entspricht, die flr die Existenz der Fouriertransformierten hinreichend ist).

Die Umkehrung der Transformation (1.2.2-14) erh#lt man, wenn man die Bezichung

n
I dve Vs = 2v, (1.2.2-15)

verwendet. Es ergibt sich



