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Geleitwort zur 2., uberarbeiteten Auflage 

Berlin, iiii Juni 2002 DipLPhys. Sabina Jeschke 
Prof. Dr. Ruedi Seiler 

Dip1.-Phys. Erhard Zorri 

Mathemati ker: 

Goethe: 

M a t  hem at  i ke r:  

Goethe: 

Mathemati ker: 

Goethe: 

M a t  hem at  i ker : 

Goet he: 

Mathemati ker: 

Goethe: 

Mathemati ker: 

Goethe: 

Mathemati ker: 

Er ist eiri Mathernatiker und also pedantisch,. Goethe 

Sageri Sie nial, wie meirien Sic denn das, Herr Goethe? Dcfinieren Sie (loch bitte 
ma1 “pedantisch” ! 

(hochschreckend, entgeistert) Wer sind Sic denn iiberhaupt‘? 

Eiri Mathernatiker! 

(als erkliire dies alles) Acli so. Das ist natiirlich zu beriicksichtigen. 

Wieso? Beeinflusst das etwa die Antwort? Koniische Definition. 

(kichwt)  SchlieDlich muss niari wissen. welckie Definition dem Begriff “Definition” 
zugrunde liegt, nicht wahr? 

(fuhlt sich niit eigerier Wuffe yeschlageri irnd lenkt ah) Also, was nieirieii Sie denn 
nun mit Ihrer AuBerurig iiber Mathematiker und Pedanterie? 

Spraclilich ist das doch eigentlicli gariz klar, aber ich erklare es Ihnen geriauer. Ich 
sage doch mir? dass aus der Tatsachc, jerriand sei ein Mathernatiker, folgt, dass 
er pedantisch ist. Ich glaube, Sie als Mathernatiker iiennen das cine Irnplikation. 

(schaut etwas misstrauisch) Ja, soweit karin ich Ilirieri folgen, und der Begriff 
“hlathematiker” ist mir natiirlich auch klar, aber dann sagen Sie doch endlich, 
was Sic unter “pedantisch” verstehen. Das haben Sie imnier noch nicht getan, 
wir sind also immer nocli bei meiiier ersteri Frage. 

(schm.unzelnd) Seheri Sie, Sic 1a.ssen sich aucli gar riicht ablenken, Sir wollen es 
nun ganz geriau wissen. Aber das ist es ja gerade, was ich mciric, urid was ich 
an Ilinen als Mathernatiker so schatze: Sie sind sehr gewissenhaft, sagen geriau, 
was Sic uriter eincrri Begriff verstehen, urid baiien alles schrittweise aufeinander 
auf. Das Schone darari ist, dass es jedcr mit gcsundcm nlensclieriverstaritl Aus- 
gestattete wenn auch oft mit etwas Miihe ~~ nachvollziehen kanri, sogar ich 
(uuJachend). 

(erstaunt, erleichtert) Danri ist “pedantisch” also gar kein Vorwurf? Kciric unt,cr- 
schwellige Anspielung auf Langweiler, Elfenbeinturmbcwohncr, wcltabgewaridter 
Sonderling.. .? 

Aber nein! Und im iibrigen: ein biflchen mehr Selhst,bewufltsein und Offcnhcit 
wiirtle euch riiclit schaden. Vielleicht kijnnte man dann mit euch cin durchaus 
heitcres Verhaltnis gewinnen! 

(besariftigt, aber hurtnackig) Nun gut! ~ Aber definiert haben Sie “pedantisch” 
noch irrimer riicht.. . 



VI 

Licbc Stiitliereride, 

wir siritl siclicr: Goethe wiire zufricdcn geweseii. Zufrieden iiiit tliesern Bucli urid seirierri Autor. 
Uiiser langjahriger Freurid, unser Lehrer bzw. Kollege Prof. Dr. Rainer Wiist verbindet in einer 
beneideriswertcr Weise die Fiiliigkcit rnatliernatisclier Prazision mit der Begabung, seine Stiitlie- 
rcndon rriitzureiflen und zii rriotivieren. Dcrn zentraleri Pladoyer dieses fiktiveri Dialoges zwischeri 
Goet,lie urid cineni Matheiriatikcr, nainlich, Grriauigkcit nicht als Erbscndilerei rniflziiverstehcn 
iind Griindlichkeit niclit niit Larigeweilertum gleichzusetzeii, entspricht) dieses zweitcilige vorle- 
suiigsl,cgleiteiide Lehrbuch daniit, ~ wie wir rrieiricri wie iiiir weriige andere: Derikeri, Versteheri, 
Begreifem, Atxtrahieren.. . tlas ist dcr Geist, einer iriatlieniatischen AiislAdung, iirid dieser wirtl 
hicr vorgeleht. 

Alatliernatik ist korikretcs Anweriden abstrakten Denkeiis und abstraktes Derikeri i i l m  kon- 
krete Probleme. Nicht zufallig wciidet sich dieses Buch an Physiker r m d  Mathematikcr, drriii 
die Entwickliirig gaiizer rnatlieinatisclier Teildisziplincri ist letztlicli die Antwort aiif riaturwis- 
scnschaft,liche Fragestcllungen, iind iirrigekelirt ist stets die Aritwort auf xentrale physikalische 
Probleriie ohnc die zugehiirige hIatheniatik ausgeschlossen. Wcr also versiicht, tlas Weseri dcr 
hlatlierriatik zu vcrst,ehen, braiiclit aucli ein gcwisses physikalisches Grundverstiiridnis. 

Neliincii Sie sich Zeit. Nehrnen Sie sich Zeit fiir die ciiizelrieri rriatheriiatisclien Objckte, die 
verscliietlerieii ArguInentationsstrategieii, die uiiterschietllicherl Beispiele. Sic werderi sie sclteri 
wieder in ciner derartigen P r  bei gleichzeitiger fachlicher Breite ~ tlargestellt fintlen. 
hlathernatik ist mehr als eirie Stutlieriricliturig, eiri Unterriclitsfacli, ein Pflichtkurs. Es ist aiicli 
(nocli) nichr als eiri iiriiversellcs Kulturgut. Mathernatik ist cine Schule tles Derikeris. Eine gutc 
inatliernatischc Ausbiltiurig verandert Sic sclbst: Mathematik beeinfluflt Ihr Denken iirid Ihr 
Haiideln. Es fijrdert urid fordcrt Ihr Ahstraktions- urid Ihr Struktiirerkenniingsverrnogeri. Es 
trairiiert Ihre Faliigkcit, Wiclitiges von Unwichtigern, Schweres vori Leichtern, Koniplcxes von 
Trivialem zu unterscheiden. Und diese Fiihigkeiteri, seien Sie vcrsichert, gerade die werderi es 
sein, die Sie befahigen, neuc Prohleniliisungsstrategieii zu cntwickeh, sich schnell iirid offcri riiit 
neiieri Fragestellungen heliehiger Natiir auseirianderzusetzen ~ kiirz: tliejeriigeri Qualifikationcn, 
derentwegen Matlieniatikcr und Matherriatikeririiieri in alleri Bereichen, in der Wisserischaft, 
abcr eben auch in in den scheirihar “fachfrcniden” Bereichen Wirtschaft, Politik und Kiiltur 
eiiie ininier bedeuteritlere Rolle spieleri. Gebcri Sic sich die Zeit. 

ion 

Groj3e Dinge c r e i y ~ i e n  s,ich nicht m,ittags ILVL zwiilf U h  zchn. 
Sie wachsen lanysam. Kurt Tucholsky 

Berlin, irn Jurii 2002 Sabiria Jeschke Riiedi Seiler Erhartl Zorii 



Der erste Schritt zur Losung eines Problems besteht darin, es zu formulieren. Geschieht das in einer 
geeigneten Sprache, einer Sprache mit ,,hinlanglich ausgebildetem Modellcharakter" - d .  h. einer Sprache, 
die ausdrucksreich und prazise genug ist, u m  alle zur Konkurrenz stehenden Moglichkeiten klar zu 
erfassen, die aber andrerseits soviel Ubersicht gestattet, dap die entscheidenden Moglichkeiten nicht un- 
entdeckt 
bleiben -, dann lassen sich die weiteren Schritte zur Losung absehen. 
Vergleicht m a n  eine Sprache mat eaner Modellwerkstatt - der Ausdrucksreichtum der Sprache entspricht 
dem Vorrat an  abruflaren Modellen -, dann lapt sich die Mathematik als die universellste solcher Mo- 
dellwerkstatten ansehen. (E in  Modell ist nachts anderes als e m  Stuck Wirklichkeit von  so einfacher 
Art,  dap sich Menschen iiber seine Behandlung verstandigen konnen, so daj3 es zur Verstandigung iiber 
andere Teale der Wirklichkeit herangezogen werden mag. Uber farbzge Holzkugeln kann  m a n  leichter 
gemeansame Ansichten entwickeln als iiber Atome.) 

U.- W. Schmincke 

Vorwort 

Physiker und Mathematiker der Technischen Universitat Berlin haben vor einigen Jahreri eine 
Liste mathematischer Thernen erarbeitet, die zum einen das mathematische Grundwissen eines 
Physikers umfassen sollten, zum anderen einen vom niathematischen Standpunkt aus systemati- 
schen Aufbau ermoglichen. Das Curriculum ist fur einen Vier-Semester-Kurs konzipiert iind gut 
gelungen. Als ich nach Berlin kam, wurde ich gebeten, es mit Inhalt z i i  fullen und den Kurs erst- 
malig zu lesen ~ fur mich eine, gerade wegeri der Vielfalt der zu behandelnden Themen, reizvolle 
Aufgabe. Ein ausfuhrliclies Scripturn, das ich damals schrieb und spater noch einmal uberarbei- 
tete, wurde seitdem, jeweils in uberschaubare Teile gebundelt, an die Studenten ausgeteilt, auch 
wenn Kollegen den Kurs ubernomnien hatten. 

Soweit ich es beurteilen kann, waren die meisten Studenten mit dem Text zufriederi, koririteri 
verstehen, was ich mitteilen wollte. Zumindest haben Zufriedene sich ofter geau13ert als Unzu- 
friedene, was man aber als Hochschullehrer, der auch zu prufen hat, nicht uberbewerten darf. 
So war es fur mich dann keineswegs selbstverstandlich, zuzusagen, als vom Verlag Walter de 
Gruyter die Frage karn, oh ich nicht aiis dem Scripturn ein Lehrbuch machen konne. Die Argu- 
niente dafur und dagegen hielten (und halten) sich durchaus die Waage. Ein Grund dagegen ist 
zum Beispiel, daB Bucher mit ihrer Masse an Inhalt und ihrem perfekten AuBeren einschiichtern 
konrieri (vgl. das Lichtenberg-Zitat zum 4. Kapitel). Grunde, die dafur sprachen: Es gibt schr 
gute Bucher zu den meisten der hier behandelten Themen, die ich jeweils naturlich benutzt und 
zitiert habe. Aber ich kenne kein Buch, das mir gefallt und in dem das gesamte Spektrurn niit 
den dann nioglichen Qiierverbindungen dargestellt ist. AuBerdem hatten sich viele Vorschlage 
von Studenten, Mitarbeitern und Kollegen angesarnnielt, wie und wo man das Scripturn verbcs- 
sern sollte; das Schreiben des Biiches gab mir die Moglichkeit, meine Erfahrurigen irn Unterricht 
eirizuarbeiten: ich wu13te ja  inzwischen vie1 genauer, welche Teile besonders schwer zu verstehen 
waren, wo ich nach besseren Erklarungen siichen musse, und ich konrite Lucken auffullen, die 
rnich langst gestort hatten. 

So ist nun ein ziernlich unifangliches Opus entstanden, das niehr enthalt, als in einem Kurs 
hehandelt werden kann. Aber das ist bei einem Lehrbuch normal: Man mu13 auswahlen und es 
sonst zum Nachschlagen benutzen. Auf keineri Fall solltc man aber die Beweise einfach weglassen. 
Die machen ja  gerade das aus, was die Mathematik von vielen aridereri Gebieten unterscheidet: 
Man muB nichts glauben, riicht rriit black boxes arbeiten, in die man auf der einen Scite ctwas 



VIII Vorwort 

eingibt und auf wundersame Weise auf der anderen Seite etwas Neues herauskommt, sondern 
man kann die Argumentation nachvollziehen, ich gebe zu: manchmal mit etwas Muhe. Ich habe 
versucht, die Beweise vollstandig und detailliert aufzuschreiben, Floskeln der Art ,,wie man 
einfach sieht", ,,offensichtlich ist" nur da zu verwenden, wo sie auch stimmen (vgl. aber das 
Zitat von M. Kruger uber dem 23. Kapitel),.und so gut wie alle Behauptungen zu beweisen. 
Deshalb eignet sich das Buch, so meine ich, auch fur physikinteressierte Mathematiker. 

Mathematik ,,lernen" bedeutet vor allem: verstehen. Dieses Verstehen findet auf zweierlei Weisen 
statt.  Zum einen ist es quantisiert, ist erlebbar als eine Summe vieler kleiner Einsichten, Aha- 
Erlebnisse. Zum anderen wachst ein kontinuierliches Verstehen, eine Vertrautheit und Selbst- 
verstandlichkeit im Umgang mit der Mathematik. Diesen Teil des Verstehens merkt man erst, 
wenn man etwa im dritten Semester den Stoff des ersten wieder einmal anschaut und nicht mehr 
begreift, warum das ein Jahr vorher so schwer war. 

Jeder kann Mathematik verstehen, man braucht keine Sonderbegabung (individuelle Unterschie- 
de gibt es in der Geschwindigkeit des Verstehens). Es liegt der Mathematik ja  die gleiche kausale 
Struktur zugrunde wie der Physik und auch dem ,,gesunden Menschenverstand". Aber das Ver- 
stehen ist Arbeit, die dann naturlich leichter fallt, wenn man ein wenig Freude an ihr hat. Und 
man braucht am Anfang des Physikstudiums auch Geduld. Es dauert eine Weile, bis es moglich 
ist, physikalische Phanomene mathematisch zu formulieren. Um in dem Bild des Zitats von 
U.-W. Schmincke uber dem Vorwort zu bleiben: Man mu8 erst sagen, hobeln und stemmen ler- 
nen, bevor man einen Tisch bauen kann. Wo es mir moglich erschien, habe ich versucht, Begriffe 
und Motivationen aus Physik und Geometrie herzuleiten, manches aus der Physik kommt auch 
relativ fruh, z.B. die Schwingungsgleichung (im 5 .  Kapitel), aber die meiste Physik-orientierte 
Mathematik wird dann doch erst im zweiten Teil behandelt. 

Noch ein Wort zur Mathematikersprache: die ist ganz furchterlich. Eine Anhaufung von ,,Also 
ist" ,,Hieraus folgt" ,,Sei f eine Funktion'' ,,gelte A. Dann gilt:" usw., sprachlich verstummelte 
Satze, in denen z.B. das Gleichheitszeichen die Rolle des grammatikalischen Pradikats uber- 
nimmt (. . . ,,ist gleich" . . . ). Genauigkeit bei Begriffen, Aussagen und bei der Argumentation ist 
das oberste Gebot beim Formulieren mathematischer Texte, und darunter leidet die Schonheit 
(es sei denn, es gelingt die ,,Schonheit" einer luckenlosen, einer pfiffigen Argumentation zu er- 
leben). Die Juristensprache ist ubrigens auch nicht vie1 besser, moglicherweise aus ahnlichem 
Grund wie die der Mathematiker. 

Zum Benutzen des Buches: Es besteht aus zwei Teilen mit insgesamt 27 Kapiteln. Unterkapitel 
werden Abschnitte genannt. Satze und Definitionen sind kapitelweise durchnumeriert. Die Sei- 
tenzahlen sind uber die beiden Teile durchlaufend, das Stichwortverzeichnis bezieht sich ebenfalls 
auf das ganze Buch und ist in beiden Teilen abgedruckt. 

Nach den ersten drei Kapiteln sollten die Analysis (Kapitel 4 bis 7) und die Lineare Algebra 
(Kapitel 8 bis 15) parallel gelesen werden, da in jedem der beiden Bereiche auf den jeweils 
anderen Bezug genommen wird. 

Die Aufgaben stehen im Text jeweils an den Stellen, an denen ein neuer Begriff, das Umgehen mit 
neuen Aussagen geubt werden sollte. Hinweise zu den Losungen der Aufgaben stehen gesammelt 
jeweils am Ende der beiden Teile. Es ist aber klar, da8 die Aufgaben nicht eine die Vorlesung 
begleitende Ubung oder die Arbeit und Diskussion in Kleingruppen mit studentischen Tutoren 
ersetzten konnen. 



IX Vorwort 

Ich darike herzlich 

Frau M. Ring fur das Setzen der letzten drei Viertel des Buches und die iiberaus rriiihsamen 
Korrekturen des Gesamten, 

Herrn Dip1.-Ing. J. Borger fur das Setzen des ersten Viertels, 

Herrn cand. phys. N. Friesc fur das Layout und vielcs mehr, 

Herrn cand. phys. F. Penn, Herrn Dip1.-Phys. E. Zorn und Herrn Dip1.-Pliys. K. Jung fiir ihr 
sorgfaltiges Korrekturlesen und viele Anregungen (alle drei haben den Kurs ,,Hohere Mathematik 
fur Physiker" einmal gehort urid spater als Tutoren oder/und wissenschaftliche Mitarbeiter im 
Fachbereich Mathematik bei den Ubungeri mitgearbeitet), 

Herrn Dr. J. Asch fur das Verfassen von Abschnitt 14.3, 

Herrn Dr. R. Weber vom Verlag de Gruyter fur seine Ermutigung. 

Ohne diese vielfaltige Unterstutzung und die wohltiiende Solidaritat der Genannten und anderer 
bei der Arbeit hatte ich das Buch nicht schrciben konnen. 

Berlin, August 1994 Rainer Wust 
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Eine Aussage ist . . . eine Behauptung, die entweder wahr oder falsch ist. 
Aristoteles 

1. Einiges uber Logikl 

Bevor man iiber Zahlen, GroBen, Zusammenhange, Funktionen usw. sprechen kann, muB man 
sich uber den Umgang mit Satzen und Satzfolgen verstandigen, in denen solche Begriffe auftau- 
chen. 
,,Verstandigen" wird dabei - die Mathematik kennzeichnend - in einem starkeren Sinne ver- 
wendet als in der Urngangssprache ublich. 
Sind P und Q Personen, so bedeute ,,P verstandigt sich mit Q": 

(1) 

(2) 

P versteht, was Q sagt, und umgekehrt, 

P akzeptiert, was Q sagt, und umgekehrt. 

Wenn freilich nicht uber alle, so ist doch uber gewisse Dinge Verstandigung nach Regeln moglich. 
Die Lehre von den allgemeinsten Regeln der Verstandigung heifit Logik, eine Verstandigungs- 
handlung gemafi solchen Regeln heifit A~yumentation (auch Schliejen, Deduzieren). 

Beispiel 

(1) Berlin ist eine Stadt. 

(2) Wenn Berlin eine Stadt ist, dann ist Berlin kein Dorf. 

(3) Berlin ist kein Dorf 

Die Satze ( I ) ,  ( 2 )  heifien Pramissen, (3) die Konklusion, und der waagerechte Strich hat die 
Bedeutung eines ,,also". Auch wenn man sich uber die Pramissen streiten kann, so mu0 doch 
jeder, der (1) und ( 2 )  akzeptiert, auch (3) akzeptieren. So etwas laat sich in Regeln fassen. 

Es ist hier nicht moglich (und auch nicht notig), mehr als eine Skizze der Logik zu formulieren. Es 
ist auch fast nicht moglich, beim ersten Durcharbeiten alles zu verstehen. Die im folgenden auf- 
geschriebenen Regeln werden aber spater beim Formulieren und Beweisen von mathematischen 
Aussagen immer klarer werden und der Umgarig mit ihnen immer selbstverstandlicher. 

'Dieses Kapitel orientiert sich an einer Vorlesung von U.-W. Schmincke, T H  Aachen, aus deren Einleitung 
auch das Zitat vor dem Vorwort stammt. 
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1.1 Aussagenlogik (Junktorenlogik) 

Eirie A'ussage ist eiri Satz, bei derii cs uiis sinnvoll crsckieiiit, iliiii genau eines der heitleri At- 
tribute ,, Wahr" (W), ,,Falsch" (F) niziiordnen, woriiber nacli eiricrri abgcsproclicneii Verfaliren 
entschiederi koririen werden niufi'. Die Attribute W, F heifhi Wuhrheitswerte. 
Sprechwciseii fiir ,,A fiat den Wahrheitswrrt W" sind: 

,,A ist wahr" 
,,A gilt" 
,.A ist erfiillt" 

Beispiele 
Aussagen sink 

,,Berlin ist eine Statit". 
(Entscheidungsverfahreri etwa: Stadt heiBt eine zusammenhiingentie Siedliirig niit rriclir als 
10.000 Einwohriern; marl gche Z u n i  Einwol.iriermeldearnt). 

,,Es gibt cine Zahl rriit 
(Eritscheidungsvrrfahren: Man gebe cine solclic Zald an, z.B. 

Es gibt eiri Perpetuum rnohile 1. Art 
(Wahrheitswert F (Vereinbarung tier Physiker)) . 

Wcnri tliescr Tisch rund ist, danii frcB' icli eirieri Besen. 
(Wahrheitswert?) 

2 2  + 2 2  + 1 = 0" 
= -1). 

Nichtaiissageii sinti: 

Hans fahrt nach Munchen oder Monika fahrt nach Miirichen und Peter fiihrt mit. 
(Inhalt nicht verstehbar: Falirt nun Peter nur rnit, wemi hloriika fahrt oder auch, weiin 
Hails fahrt?) 

Dieser KaEee ist doppelt so heifi wie dieser liier. 
(Was ist ,,cloppelt so heifi"?) 

4- 

2 + 21: + 1 = 0 
(Was ist denn x?). 

(Dies ist eiri Term, siehe Abschnkt 4.1.) 

'Diese Vereint)arung ist nicht praiaise urid sichcrlicli ahhaingig von dem Personerikreis, der sicti jeweils iiber 
cinen Satz vcrstanrligcri will. In dcr Schwierigkcit, sich zu einigen, ob cin Satz eirie Ar~ssiige ist, und rlariiherhinaiis 
sich iiber ein Verfahren ziir Entscheidiing des Walirlieitswertes zu v andigen, unterscheiden sirh (weite Bereichc 
der) Natiirwisse~ischafeti von (wciteri Rereiclieri der) Geist,eswisseiisrliaften. 

hlari betrachte z. B. die beideri folgendcri Aussagen: 
,,Diescr Wiirfel Eisen hat eine 'Itrriperatur vo~i 1H:l" 3~ 4°C.'' 
,,Der Uirigarig der hlcrisclien Init dcr Erde ist cin Beleg fur den Freud'sclien Todcstricb." 
Es ist offenbar einfacher, sich iiber eiri Verfahrcn ziir Entschcidung des Wahrheitswertcs der ersteri Aiissage zu 
einigen, als ini Fallc tier zweitcn Aussage. In der Physik ct,wa wird ein solches Eritscheidungsverfahrcri jeweils ein 
bekanntes (rind reproduzicrbares!) Experiment sein. 
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Junktor Bedeutuiig 

Negation nicht A 
Konjunktion A iind B 
Adjunktion A oder B 

(Interpretation) 

Materiale Irriplikation 
Materiale Aquivalenz 

wenn A. d a m  B 
A genau dann, wenn B 

Sind A, B zwei Aussagen, so lassen sich rriittels der Junktoren (d.h. ,,Verbinder") rieue Aussagen 
herstellen: 

Zeichen 

-A 
A r \ B  
A V B  
A + B  
A H B  

A B 1 A  A A B  
W W F W 
W F F F 
F W W F 
F F W F 

Die Wahrhcitswerte der so zusanimengesetztcn Aussagen sind festgelegt durch die in der folgen- 
den Tabelle enthalterie Norrriierung. (Eine Tabelle dieser Art heiBt Wuhrhwtstufel.) 

A V B  A + B  A H B  
W W W 
W F F 
W W F 
F W W 

Es sei betont, dafi diese Tabelle cine Normierung, also Festlegung der Bedeutung cler Junktoren 
ist. Fur diese Festlegung spricht einzig, daB sie sich als prakt,isch herausgestellt hat. 
Die Adjunktion ,,V" ist so iiormiert, dai3 A V B wahr ist, wenn A wahr oder B wahr oder beide 
wahr sind, also irn nicht-ausschliefienden Sinn. 
Die Normierung der materialen Implikation ,, =+" ist am schwierigsteri einzusehen und etwa so 
z u  verstelien: Es ist ausgeschlossen, daB A gilt und iiicht B.  Ein Beispiel fur die letzte Zcile in 
,,A + I?" ( A  falsch und B falsch) ist Aussage (4) in1 Beispiel von p. 2 ,  die also den Wahrheitswert 
W hat (natiirlich nur dann, werin der Tiscli nicht riind ist). 1st A die Aussage: ,,Ich werfe eine 
Mark in den Automaten", B die Aussage: ,,Ich bekomnie eineri Kaffee", und vereinbart man, 
der Aussage ,,A + B" den Wahrheitswert W zuzuordnen, falls man nicht unzufrieden ist, so 
erhalt man die oben angegebenc Norniierung. 

Ubliche Sprechweisen fur ,,A + B": 

,, Wenn A, d a m  B" 
,,Aus A folgt B" 
,,Wenn A gilt, so gilt B" 
,,B gilt dann, wenn A gilt" 
, ,A  gilt niir d a m ,  wenn B gilt'' 
,,A ist hinreichend fur B" 
,,B ist riotwendig fur A" 

Ahnlich sind fur ,,A H B" die folgenderi Sprcchweiseri ublich: 

,,A ist aquivalent zu B" 
,,A gilt dann und nur dann, wenn B gilt" 
,,A gilt genau dann, werin B gilt" 
,,A ist hinreichcnd und notwendig fur B" 
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Die Biichstaben A, B, ... , die hier als ,,Platzhalter" fur Aussagen verweridet wurden, heiDen 
[Aussaye-) Varzablen, die aus ihnen mittels Junktoren (und Klarnmern) hergestellten Zeichen- 
reihcn heifien Aussayeformen. 

Hier ist eine Lucke: Wir hahen nicht vereinbart, nach welchen Regeln die Zeichenreihen ge- 
bildet werden diirfen; das ware die Syntax (Grarnmatik) der Junktorenlogik. Wir mussen uns 
beschranken auf die grohe Beschreibung: eine Aussageforrn ist eine aus Aussagevariablen, Junk- 
toren und Klammern hergestellte Zeichenreihe, die bei Beleguny, d.h. der Ersetzung der Aus- 
sagevariahlen durch Anssagen, zu einer Aussage wird. Der Wahrheitswert der so entstandenen 
Aussage ist d a m  uber die Normierurig der Juriktoren ermittelbar, wenn die Wahrheitswertc der 
Einzelaussagen bekannt sind. 

Aussageformen sind z.B. 

A =+ ( B  v A) 
( A  A B )  =+ ( i ( 1 A  A C )  V ( B  A C ) )  
( A  V B )  e i ( i A  A i B )  . ' 

Nun eine erste Definition, also eine Vereinbarung, wie ein Begriff oder ein Name im folgenden 
benutzt wird. 

Definition 1.1 

Eine Aussageform heifit allyemeinyiiltig oder Tautoloyie, wenn sie bei jeder Belegung zu 
einer Aussage mit Wahrheitswert W wird. 

Satz 1.1 

Die folgenden Aussageformen sind Tautologien: 

A + A  

A V i A  

7 ( A  A i A )  

A ($ -,A 

( A  + B )  w (1B + ' A )  
( ( A  + B )  A (B + C ) )  + ( A  + C )  

( A  =+ B )  ++ (?A V B )  

i ( A  + B )  w ( A  A i B )  

('A + (B A 1B)) w A 

( ( A  A 'B) + (C A 1C)) w ( A  =+ B) .  

3Wie bei ,,ma1 vor plus" bezieht sich 7 immer nur auf die nachfolgende Aussage, und man lLBt die Klammerri 
dann weg; d.h. -A A C ist zu verstehen als ( - A )  A C. 
Will man dagegen A A C vrrneinen, mu8 man Klammern setzen, also 7 ( A  A C). 
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A 
W 
W 
F 
F 

B A + B  1 A  T A V B  ( 7 )  
W W F W W 
F F F F W 
W W w W W 
F w w W W 

A B 
W W  
W F 
F W 
F F 

z u  (10): 

-A -B B A i B  T A = + ( B A T B )  (9) 
F F F W W 
F w F W W 
W F F F W 
W W F F W 

- 
A 
W 
W 
W 
W 
F 
F 
F 
F 

- 
- 
B 
W 
W 
F 
F 
W 
w 
F 
F 

- 

- 

W F 

W W  
F W  F 

T A T C  
F 
F 
F 
F 
F 
F 
F 
F 

( A A i B ) + ( ( C A i C )  
W 
W 
F 
F 
w 
W 
W 
W 

A + B (10) 

W W  
W W  

(Der kleirie schwarzc Kasteri bedeutet: Eride des Bewcises.) 

Aufgabe 1.1 

Seieri A. B ,  C Aussagcvariablen. Man zcige, daB folgende Aussagefornien Tautologicn siiid. 

(1) 

( 3 )  

( A  u B) u ( ( A  + B )  A (B + A ) )  

( ( A  A B) v C )  u ( ( A  v C )  A (U v C ) )  . 
(2) ' ( A  A U )  H ( - A  V -B)  

Aufgabe 1.2 

hlari zcigc: 

(1) Scieri A, U zwei wahre Aussa.gen. 
Darin ist 

( A  V B) ($ ( A  + B )  walir. 
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(2) Seieri A ,  B Aiissagevariableii 
D a m  ist. 

(A V B) w (A + B) keine Titutologie 

(also A b' B iiicht logiscli iiquivalcrit xu A + B. s .  Defiiiitioii 1.2) 

Tautologien wertleii tieriijtigt, uin zii .,schlicf3eriLb. Wir verwcriden zur Abkurzung von Aussage- 
foriiicn Zcicheri wie (a), (b), ... 

hlari schreiht z.B. 

Dss Zeichen ,, :(J.' heifit definitovische Aq7~1:.11~~2e71z, z i i  verstcheri ctwa als ,,liabc die gleiche Betleu- 
twig wie". Der Doppelpurikt steht dabei nuf der Seitc des xur Abkiirzung eirigcfiihrteri Syirikiols. 

Seicii 111111 ( a * ) ,  . . . , (aTA)+ ( b )  (11 eiric riatiirliche Ziilil) Aiissageformeii. 

Eiiie Zeicheiireihc ( ~ 1 )  

( .2)  

Definition 1.2 

(1) Zwci Aussageforrrieii ( a ) ,  ( b )  hcifieii lo!~isch ci:q.uivalent, 
gescliriclieri (u )  iiq ( 0 ) .  
Wellll  ( ( 1 )  * (0) allgeIrieiiigultig ist. 

(2) Eiri Schlul!, ( a L 1 ) .  . . . , (~,,,)lk ( h )  heiijt giiltig (korrekt). weiiri 

( ( 0 . 1 )  A (.a) A . .  . A ( ( X I , ) )  =+ ( h )  

allgeiriciiigiiltig ist. (Eiri girltiger SckihiR heif3t aucli loqische Irrrplikution.) 

Eiii korrckter Schhrl3 ist, deriiiiacl-i so fcstgclcgt. daB gilt: 
Bci jetier. Brlegung tlcr iri tlciii Sciilui3 aiiftrcterithi Aussageformeri, txi  tler allr Prd71 
. . . ~ ( a , ) )  wahr siiitl, ist auch die Konklzrszori ( b )  walir. Hat tiei cirier Bclegurig etwa eiric d r ~  
Priirriisscii tleri \.li;tlirhcitswcrt, F. danri iiiich ( 0 1 )  A ( 0 2 )  A .  . . A (a,,): darriit ist, ( (a , )  A ( c i a )  A 

( Q , ,  )) =+ ( b )  walir iiriat)Ii:iiigip, voin Wa1ir1icitswcr.t voii ( / I ) .  

Satz 1.2 

(1) E h  gilt: 

(i) 7 ( A  + Z3) i jq ( A A 7 L 3 )  

( i i )  (TA =+ (C'A T)) iiq A 

(iii) ( (A A dl) + (C A +?)) i iq (A =$ B) 
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(2) Folgende Schliisse sirid korrekt : 

(i) A A - A  It B 
(ii) A, A + B I/- B 
(iii) A + B ,  7 B  IF 7 A  
(iv) A + B , B + C  A + C  
(v) - A +  ( C A C )  It- A 

(vi) A, [ ( A  A ' B )  + (C A -C)] B 

Bemerkungen 

(1) Die Satze 1.1 iind 1.2 beinhalten Aussagen iiber Aussageformen. Die Beweise sirid der 
Nachweis, da13 diese Aiissageri den Wahrheitswcrt W haben, wobei hier die Wahrlieitstafeln 
das Entschcidungsv~rfahreii liefern. 

Sirid ( a )  und ( b )  logisch aquivalente Aussagefornieq so karin in jeder Aussageforrn ( c ) ,  die 
( a )  als Teil enthalt, ( a )  durch ( b )  rrsetzt werden, oline daB sich die .,Bedeuturig" von ( c )  
andert, d.h. bei jeder Belegung hat ( c )  vor und nach dem Ersetzen jeweils deli gleicheii 
Wahrheitswert. 

(2) (i) aus deni Satz oben ist tlas ,,ex falso quodlibet" : aus etwas Fnlschem kann man nuf 
alles schlieBeri. 
(2) (ii) cntspricht dem ublichen direkten Beweis der Aussage B unter Voraussetzung A. 
(v) iind (vi) iii (2) geberi die logische Struktiir eiries indirekten odcr Widerspruchsbewri.ces 
wieder. In (2)(v): ,,Wenri aus -A ein Widerspruch, (d.11. eirie Aussageform, die bei jcder 
Belegung falsch ist) folgt, danri gilt A." In (2)(vi): .,Wenn A gilt, urid aus A A 7 B  eiri 
Widerspruch folgt, d a m  gilt B." 

In Satz 1.2 sirid die Aussagevariahlen aucli durch Aussagcformeri ersetzbar. 

(2) 

(3) 

(4) 

Beweis (lion. Sntz 1.2) 

zii (1): (i) init (8) in Satz 1.1 
mit (9) in Satz 1.1 
rnit (10) in Satz 1.1 

zii (2): (i), (ii). (iii) rnit Wahrheitstafelri 
mit (6) in Satz 1.1 
rriit (9) in Sata 1.1 
mit (10) in Satz 1.1 l i d  (2)(ii) in Satz 1.2 

(ii) 
(iii) 

0.) 
(v) 
(vi) 

Aufgabe 1.3 

Seieri A, 13 Aussagevariahlcri. hlari zeige linter Bcnutzurig vori Aufgabe 1.1 ( l ) ,  (2) und Sata 1.1 

( 8 ) :  

' ( A  H B) B q  ( ( A  A -B) V ( -A  A B ) )  . 

Aufgabe 1.4 

Seien A. B Aussagevariableri. Welche tler folgcridrri Scllliisse sirid korrekt? 

( i )  -A ,A =+ B It i B  
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(ii) A, A =+ I3 It B 
(iii) Y B ,  A =+ B it i A  

(iv) B , A  =+ B A 

Aufgabe 1.5 

hlari iiberlegc. wclche tler folgentlen Aussitgcn tlurch Beleguiig c?incs korrekteri Sclilusses ciitstaii- 
den sincl: 

(i) 

(ii) 

Werin F ziiliausr ist, brcnrit win Liclit. Scin Liclit brennt, riiclit. Also ist F riicht zuhaiise. 

Wenn F nicht ziihausc ist, ist seiii Aut,o nicht vor der Tiir. F ist ziiliause. Also ist sciri Auto 
vor tier Tiir. 

1.2 Quantoren 

Streiclit niari in eiiier Aiissage cirieri otlcr iriclirere Din~jnnrr,rn (das sind Wiirtcr otler Zeichcw, 
(lie etwas kciirizciclincii otler bciierinen), so crh:ilt man eiri Priidikat. Die Arizalil der cntstaridcneii 
Leerstjellen heif5t Stelle~rzahl tlcs Priidikats. z.B. 

eiristellige Priiidikat,e: 

(1) 

(2) 

( 3 )  

zweistelligc Priitiikat,e: 

(4) 

(5) 

,, . . . ist eiiic Statlt.', 

~. . . . ist tlurcli zwei teillmr", 

,, . . . ist sterblicli". 

,,Die Differciiz zwisclicii . . . iiiid . . . ist eiii Viclfaches voii vier'., 

~~ . . . ist rriit, . . . befreuridet", 

tlrcistellige Prklikate: 

( 6 )  

PrBdikatc wcrtlrri ahgckiirzt tliircli 

,:Die Differcriz zwisc:licri . . . iirid . . . ist, ciii Vielfaclies vori . . . '' 

A( 1% B( 1, ' ' ' 
A( , ), B( , ). . . (zwcistcllige Priidikate), 

(eirist,elligct Priidiltat,r) 

z.B. A(  ) :e+ . . . ist cine Statlt. 
4 1 ) :* . . . ist riiit, . . . befrtwritlet,. 

(Gleiclizeitig w c ~ t h i  tlicsc Zcicheri d s  Platzhalter fiir Priidikatc: also i d s  ~~~dik.(l,~lJ(i~~(i,bbl~~r~, vcr- 
werldct, .) 

Sctzt iiiaii in die Leerstrllcm eiiics Priit-likat,s gecigiietc Dirigriariieii [>in. so erliiilt i r i a r i  eiiira Aussa- 
gc. h l a r i  rriuD sich freilicii eiriigcii, wclclie Ilingiiairiw ail wclclicr Stellc eiiigesetzt wcrtlvri diirfcri: 
tlicsr Diiigiiariic~ri riciirit i ~ i ~ i  m l  9. Mr:istcris wird iiri folgeiidcn klar seiri, wclclic Diiigiia- 

ig sirid: wciiii riiclit , i r i u R  dariihrr orst, Eiriigkcit erzielt wertlcii. bevor das PrZiclikat, 
verwciitlct wild. 
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Wir erweitern nun den Begriff Aussageforni von p. 4: 

Eine Zeichenreihe, gebildet aus Aussagevariablen, Dingvariablen (d.h. Platzhaltern fur Din- 
gnamen), Pradikaten, Pradikatvariablen und Junktoren, die bei Belegung, d.h. Ersetzen von 
Aussagevariablen durch Aussagen, Pradikatvariablen durch Pradikate bzw. Dingvariablen durch 
(zulassige) Dingnanien, zu einer Aussage wird, heifit Aussageform. 

Z.B.: ( A  / lA(z)  A B ( 4 )  =+ C ( X , Y ) ,  
z ist sterblich, 
2 ist mit y befreundet V C ,  
z ist durch 2 teilbar. 

Nelirnen wir eine Streichholzschachtel mit 17 Streichholzern. 
Seien s1, . . . , ~ 1 7  die (Namen der) Streichholzer, die dann (die einzigen) zulassigen Dingnamen 
des Pradikats 

A( ) :@ . . . ist abgebrannt 

seien. 

Man kann dann mit A( ) Aussagen herstellen: 

A(s) ,  wobei s eines der siebzehn Streichholzer ist, 

A(s1) A A(s2) A . . . A A(s17), also die Aussage: 
alle Streichholzer sind abgebrannt 

A(s l )  V A(s2) v . . . V A(s17), also die Aussage: 
(wenigstens) ein Streichholz ist abgebrannt. 

Allgemein: 

Sei A(  ) ein einstelliges Pradikat. Dann laflt sich aus der Aussageform A ( z )  auf folgende Weisen 
eine Aussage herstellen: 

(1) Man ersetzt die Dingvariable z durch einen (zulassigen) Dingnamen. 

( 2 )  Man setzt vor A ( z )  die Wendung: fur alle z, abgekurzt durch A, also: 

gesprochen: 

Man setzt vor A ( z )  die Wendung: es gibt ein 2 ,  abgekurzt durch v, also: 

gesprochen: es gibt (wenigstens) ein z niit A ( z )  . 

A A(z)  , 
3: z 

fur alle z gilt A(z)  . 

( 3 )  V A ( z )  , 
z z 

Die Zeichen A, v, ein ,,groaes"A bzw. V, heiaen Allquantor, bzw. Existenzquanto~,~ das Vor- 
schalten von Quantoren nennt man Quantifizieren. 

4Man versuche als Ubung, aus dieser Aussageform durch Belegung eine Aussage zu erhalten. 
'Andere (weniger ubliche) Zeichen sind V und 3 , wobei die Korrespondenz durch A u V, v - 3 gegeben 

ist . 
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1st A( . ) eiii zweistelliges Pradikat, so sirid 

wieder Aussageforrnen. 
Mali riennt darin z eiiie gebtmrlene, 9 cine freie Variable. 

(Diese Nariicri werderi spBter auch hei gcwisseri Termen (s. Ahschnitt 4.1) benutzt: in 

sirid k ,  t gchuiidcrie, n, a ,  r freic Variablen.) 

Gebunderie Variablen kijnricn diirch beliehige aiitlere Variablen, die riicht frei in tier Aussageforrn 
auftauchen, ersetzt wcrderi, d.11. 

sind die gleicheri Aussageforrnen. Dagegeri ist A A(y, ?J) natiirlich etwas anderes. 
Y 

Durcli xweifaches Quantifizieren erhalt Inan aus A( , ) acht Aussagen: 

und die entsprechenden, w m n  z uiiter tfcm ersten und y uriter derri zweiteri Quaritor steht. 

Die logischeri Regeln fiir den Urngang mit Quantoren, genauer: 

die allgciiieirigiiltigcn (d.h. hei jeder Belegurig wahren) Formeln, in derien Qiiantoreri 
auftreteri, 11eiBen Quan torenregcln. 

Z.B. sei A( ) ciri eiristelliges Pradikat. Danri sind allgeincingiiltig (de  Mo~qan,’sche Reyeln,): 



1.2 Quantoren 11 

Wie in der Aussagenlogik schreibt man dann 

- A A ( z )  aq V - A ( z ) .  
3: X 

Falls das Pradikat A( ) nur endlich viele zulassige Dirignamen hat, dann erhalt man die 
de Morgan'schen Regeln aus den logischen Aquivalenzen 

- ( A A B )  Bq - A V - B ,  
- ( A V B )  aq 1 A A - B .  

Mit obigem Beispiel der 17 Streichholzer s1,. . . , ~ 1 7  und der Aussageform 

A( ) :* . .  . ist abgebrannt 

gilt also: 

1 A A(z)  * - (A(si)  A A(sz) A 
X 

ej l A ( s 1 )  V ~ A ( s z )  V 

w V i A ( z ) .  
X 

Weitere Quantorenregeln: 

Dicse Regeln entsprecheri durchweg den vom sogenannten gesuriden Menschemerstand erzeugteri 
Wurischen, wie man erkennt, wenn man sie in der Umgangssprache forrriulicrt. 
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Z.B. die 4. Regel: 
Wenri es ein :L: gibt so, daB A ( z )  und B ( z )  gelteri (also der Vorsatz wahr ist; denri nix dann ist 
etwas ZLI zeigeri), danri gibt es sicher eiri 2 1  so, daB A(z1) und ein z 2  so, daB B(z2) gilt (etwa 
2 1  und 2 2  gleich dem z, fiir das A(%) A B ( z )  gilt). 

DaB in der letzten Regel ,,+" nicht durch ,>H" ersetzt werden darf, also i.a. 

Aussagen rnit verschiedcnern Wahrheitswert sind, wird dnrch folgendes Beispiel einsichtig: 

A(z ,  y) :* y kann rnit T glucklich werderi, 

wobei wir fur z Narnen von Fraueri urid fiii y Nainen von Marinern zulassen: 

hat dann die Bedeutung: zu jcdern Manri gibt es eirie F'rau, niit der er gliicklich werderi karin. 
Dagegen ltedeiitet 

v A 4 x 5  ?/) : 
- c 1 /  

es gibt eirie Frau, rriit der alle Manner glucklich werderi konneri 

Aufgabe 1.6 

(1) Man formuliere folgende Aussagen mit Hilfe von Quaritoreri, negicre sie und formulierc die 
Negatiori wiedcr in der Umgangssprache. 

(i) Fur jcde positive reelle Zahl E gibt es eirie positive reellc Zahl S so, daB fur alle 
positivcri reellen Zahlcri .?: gilt: 1st z < 6, d a m  ist .?:' < E .  

(ii) Zu jeder positivcn Zahl E gibt es eine riaturliche Zahl N so, da13 fur alle naturlichen 
1 

Zahleri I L  rriit 71 2 N gilt: - < E .  
ri 

(2) Man vtrtausclie in der (wahren) Aussage (ii) die erst,en heidcri Quantoren und versuche. 
die so eritst,aridene Aussage als falsch zu erkenrien. 

Die Qiiantorenregcln (die ails Clem Kalkul der Quantorenlogik stammen, auf den wir hier riiclit 
weiter eirigehen wollen) sind vertraglich rriit dern sogeiiannten Kalkiil dcs riatiirlichen SchlieBens. 
Dieser laBt sic11 cxemplarisch so beschreiheri: 

Sind etwa. A( ) iind B( ) Pradikate riiit reellen Zahlcn als ziilassige Dingriamen, darin darf xian 
bei der Untersiicl-lung der Aussage 

vorgehen, inderri man l)egiIint niit: sei z eiric reelk Zahl. D a m  darf z behandelt, werdeii wie 
der Name eirier festcri Zahl untl folglich A ( z )  iincl B ( z ) ,  als wiiren es Aussagen. LBBt, sich tlann 
A ( z )  + B(:x:) ableiten, so ist Aussage (1) bewiesen. 

Z.B. A ( z )  :e :1: > 1 , B ( x )  :H :c2 > n: 
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Beh.: A ( r  > 1 + r2 > r )  

Sei T eine reelle Zahl. 

T 

Beiii.: 

1. Fdl :  s 5 1, d a m  ist A ( r )  falsch, also A ( z )  =+ B(.L.) wahr. 

2. Fall: s > 1. D a m  ist insbesondere s > 0 und die ,,Uriglcicliung" J' > 1 darf rnit s niultipliziert 

Die Aussage in der Brhauptung ist daiiiit bewiesen. 

werdcri. Dies gibt z2 > s, also O(s). Soniit ist A(L)  + B(r )  wahr. 

1.3 Mengen 

Bislier hatten wir die Aiissage ,:Hans hat ein Auto" aufgegliedert wie folgt: 

Hans  hat e%n Auto. 
v -  

Dingname Prsdikat 

Die Idee der Mengerilehre ist niin, solche Aiissagen auf die einheitlichc Form ,,z ist y" z u  bringen, 
zu interpretieren als: ,,I erfiillt das Pradikat y". In obigern Beispiel: ,,Hans ist Auto-habender" 
oder bcsser ,,Hans ist Autobesitzer". Nun karin niari das Pradikat ,.Autobesitzer sein" wietler 
als ,,Ding" auffassen, (z.B. in tlas Priidikat ,~ ist keine exklusive Eigenschaft" einzusetzen) . 
Uiiser Beispielsatz wird d a m  neu gegliedert: 

Hans  ist Autobesitzer. 
w v -  

Dingnanie Priidikat Dingriame 

Die Mengenlehre l5Bt sich wie folgt charakterisieren: 

(1) Der Dingbegriff wird erweitert,, indeni Dinge, einstellige Priidikate, ciristellige Priidikate 
voii Pradikaten, . . . als ,,Diiige" beliaridelt werden, die die Objektc der Spraclic sind ur id  
eirilieitlich Klassen geriannt werden. D.h. man geht auf eine neiie Weise niit Pratlikateri m i .  
In uriserem Beispiel wird ~ grob gesprochen ~ das Priidikat ., Autobesitzer seiri" identifiziert 
rnit einerri Topf, in dem alles drin ist, was das Priidikat ,,Autobesitzer sein" erfiillt. Man 
schreibt 

A := {s I z ist Autobesitzer} , 

gesprochen: A ist definitorisch gleich der Klasse (hzw. Menge, s. unter ( 3 ) )  aller 2,  die das 
Priidikat ,,Autobesitzer srin" erfulleri. 

Ein spezielles zweistelliges Pradikat, nanilich ~, . . . ist . . . '' wird ausgezeichnet, urid es 
werden Regeln uber den Umgang mit ilim vereinbart. Es wird rri i t  ,,E" bezeichnet, und 
nian schreibt statt E (.c,y) iininer: L E y. 
,, E" darf nur in Bedeutiing der folgenden Art verwendet werderi: 

( 2 )  

ist Element von . . . 
. . . komnit in . . . vor 
. . . liat die Eigerischaft . . . 
. . . ist hlitglied von . . . 

(3) Gewisse ,,gutartige" Klassen werden ausgezeiclinet und d a m  Mengen gcnanrit. 
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Dcr Begriff .,hlerige" wurde vori G. Cantor (1845-1918) wie folgt eiiigcfiihrt: 

,.Uritcr eirier Meaye versteheri wir jcde Zusairirneiifassiirig A1 von bcstimrnten, wohlunter- 
scliiedcrieri Objckteii in iinseier Aiischaiiuiig oclcr unscws Derikens (welc he die ,,Eleriimte.k 
vori A4 geiiarint werderi) z i i  eiiiern Ganzcn." 

Mit tleri bishcr bcreitgcstellteii Begriffen ausgedriickt, t)edeutet das: 1st A( ) ein einstelliges 
Pradikat, dann gibt es cine Klassc y? die geiiau cliejenigen Elcnieiitc :r enthBlt: fiir die A(s )  gilt. 
oder. in Zeicheri: 

v / \ ( : r  E y H A ( r ) )  . 
Y J 

Dips entspricht uriscreri Wiirischeri (wird in dern Bereidi dcr Matheniatik, der auf iiiis zul<ornrrit, 
auch erfullt sciii) ~ fiilirt abcr scl-inell zii Widerspriiclien: 

Besthraiikeri wir tins auf (lie Biichcr ,I;: y, . . . ciriw Bibliot,l-iek. 
3' E ?/ habc die Bedeuturig: (las Bitch 2 ist irn B d i  y registriert. 

Eiii Bibliotliekar liabc den Aiiftrag, zu Eigeriscl-iaften, die Biiclier h a h n  kijiineri (dargestellt 
cliirch Priidikatc A( ), B( ), . . . hat rnehr als 1000 
Seitcii", ,, . . . ist auf rosa Papier gedruckt") gernR.f3 (1) einen Registert)aiid arizulegen. Das geht 
cine Wcile gut, bis cr eiricii Band y anlegeri will, in den1 geriaii tliejenigeri Biicher registricrt sirid, 
(lit: sich riiclit sc1l)st rcgistricreri, also 

, z.B. ,, . . . ist vor 1970 erschierien", ,, . . . 

/\(2: € y H 2 # x) 
I' 

( d a s  Zeickien $ ist definiert durch z # y :H l ( : x  E y))  . 

Was ist rriit tliesern Band y selbst'? Registriert er sich riiclit, dann rnufJ er sicli rcgistricreri, 
registriert er sich selbst,, tlann tlarf er sich riiclit registriercn, also: 

So eiri y giht es riicht. also 

-VA(2 E y H3' $ r )  
L I T  

Das ist die Ri~ssell-An.tin,oiriie iii cirier dcr vieleri niiigliclieri Einkleidurigcn 

Ausrney: Eirie Klassc 5 Iieifjt, Menge, wtmi es cine Klasse y gibt rriit :x E y , 

Afg(z) :* v ( x  E y) . 
(I 

Dann gilt: v/\(.r E y H (A(.r)  und My(.r))) . 
Y I' 


