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Vorwort (zur 2. Auflage)

Warum kann man im Gegensatz zum vierfiifiigen ein dreifiiliges Maschinen-
gestell stets ohne ,kippeln auf eine ebene starre Unterlage stellen, wieso benutzt
man sehr hiufig Querschnitte von querbelasteten Trigern in Form eines Doppel-
T (I-Profil), warum versucht man schroffe Querschnittsinderungen in hochbean-
spruchten Wellen zu vermeiden, wie kann man die Forminderung von Trag-
werksteilen im Betriebszustand vorausberechnen, wie erreicht man mittels
Werkstoffauswahl und Geometrieoptimierung, dass Triebwerksteile eines PKW
eine Lebensdauer von mindestens 3000 Betriebsstunden aufweisen, warum und
in welchen Drehzahlbereichen treten beim Anfahren einer Maschine deutlich ver-
stirkte Schwingungen auf?

Dies sind nur wenige, aber typische Fragen aus dem breiten Spektrum, dem
der Ingenieur in seiner Titigkeit als Konstrukteur, aber auch Werkstoffmechani-
ker und vor allem Berechnungsingenieur begegnet.

Befriedigende Antworten auf derartige Fragen, die oftmals mitentscheidend
fiir die Konkurrenzfihigkeit eines Produktes sein kénnen, lassen sich vor allem
mit Hilfe der Kenntnisse und Methoden der Wissenschaftsdisziplin Technische
Mechanik geben. Als ,flankierende Partner“ benétigen wir die Konstruktions-
lehre, die Thermodynamik, die Strémungsmechanik und vor allem die Werkstoff-
wissenschaft/Werkstoffpriifung.

Letztendlich geht es darum, anhand geeigneter Modelle der Bauteile und Kon-
struktionen, d. h. Modelle der Geometrie, der Belastung, des Werkstoffes und der
Umgebungsbedingungen, eine Bewertung derselben hinsichtlich ihrer Festigkeit,
Lebensdauer, Zuverlissigkeit und ihres Verformungs- und Schwingungsverhal-
tens vorzunehmen.

Damit ist die effektive Vermittlung derartiger anwendbarer Kenntnisse im Stu-
dium des Ingenieurwesens an Hochschulen und Universititen ein unverzicht-
bares ,Muss“.

Dariiber hinaus hat sich mit der Entwicklung, Verbreitung und Anwendung
von Software der computergestiitzten Konstruktion ein Zustand eingestellt, dem
seitens der Lehre durch die Verschiebung einiger Gewichte in der Stoffvermitt-
lung entsprochen wird.

Der Inhalt des vorliegenden Lehrbuches ist vorwiegend auf den Anwender der
Technischen Mechanik und ihrer Methoden zugeschnitten. Dieser wird vor allem

Technische Mechanik, 2. Auflage. Karl-Friedrich Fischer und Wilfried Giinther.
© 2013 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2013 by Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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Vorwort (zur 2. Auflage)

befihigt, anhand soliden Grundwissens die Maxime aller Bauteilbewertung ,so
genau wie notig, so einfach wie moglich“ zu befolgen.

Dies gelingt umso besser, je eher das Computerprogramm und dessen Ergeb-
nisse als ein effektives Werkzeug zur Bauteilbewertung angesehen werden, ohne
dass der wesentliche Schritt der Abschitzung und Sinnfilligkeit dieser Resultate
durch den Ingenieur mit dem eigenen ,, Know-how* und herkémmlichen Metho-
den vergessen wird. Folgerichtig widmet sich dieses Lehrbuch auch dem Spagat
zwischen den Losungswegen der traditionellen Technischen Mechanik und den
Moglichkeiten der Anwendung numerischer Methoden der Festkérpermechanik.

Der alleinige Besitz des Lehrbuches verbiirgt leider bis dato noch nicht die
Beherrschung des Inhalts, sondern auch hier gilt die Regel beim Studium ,10 %
Inspiration und 9o % Transpiration®.

Zum Schluss danken wir dem Wiley-VCH Verlag Weinheim, insbesondere
Herrn Dr. Martin Preufl, Frau Dr. Waltraud Wiist und Herrn Hans-jochen
Schmitt, fiir die vertrauensvolle und partnerschaftliche Zusammenarbeit bei der
Herstellung der zweiten Auflage dieses Lehrbuches.

Zwickau, im Frithjahr 2013 Die Autoren



Einfiihrung

Ungeachtet der angenehmen Seiten des studentischen Daseins miisste der ange-
hende Ingenieur im Hinblick auf die im spiteren Berufsleben an ihn gestellten
Anforderungen bemiiht sein, sein Studium effektiv und effizient zu organisieren
und zu absolvieren.

Hat man sich vorgenommen Ingenieur zu werden, also nach einem erfolgrei-
chen wuniversitiren oder Fachhochschul-Studium den akademischen Grad
Diplom-Ingenieur, Bachelor of Engineering oder Master of Engineering des
Maschinen- und/oder Kraftfahrzeugbaus zu erwerben, dann sollte der Weg zum
Vordiplom bzw. zum ersten Praktikumssemester zielstrebig und in der gegebe-
nen Kiirze erfolgreich durchlaufen werden.

Ein wichtiger Dreh- und Angelpunkt der Ausbildung (und spiteren Praxis) ist
das Fach Technische Mechanik (TM). In Abhingigkeit des gewihlten Studien-
ganges ist dieses im Allgemeinen iiber mehrere Semester in aufeinander auf-
bauende Pflichtmodule gegliedert. Studentenzeitungen, Studieninformationen
fiir erstsemestrige Studenten, wie sie von verschiedenen Fachschaften verbreitet
werden, entnimmt man oftmals den dezenten Hinweis ,steht TM am Stunden-
plan, fingt schon das Dilemma an“. Nachrichten {iber hohe Durchfallquoten in
den obligaten Priifungen, iiberfiillte Horsile und iiberbelegte Ubungen, Semi-
nare und Praktika tun ein Ubriges, dem Fach TM mit seiner eigentlich ,zeitlosen
Schénheit und Praxisnihe“ den Mantel einer Angstdisziplin iiberzustiilpen.

Nun wire es vermessen, mit einem Lehrbuch allein zu versuchen, dieses etwas
angekratzte Image vollstindig zu korrigieren. Aber vielleicht gelingt es mit den
nachfolgenden Ausfithrungen, den wesentlichen Inhalt der Technischen
Mechanik so zu vermitteln, dass an Stelle des Attributes ,schwierig“ schliellich
das Motto ,anspruchsvoll, aber erlernbar und notwendig“ gesetzt werden kann.

Die Giiltigkeit des Letzteren beweisen vor allem die zahllosen Absolventen der
Hochschulen, die Kenntnisse und Methoden der Technischen Mechanik erfol-
greich und zu unser aller Nutzen anwenden.

Technische Mechanik, 2. Auflage. Karl-Friedrich Fischer und Wilfried Giinther.
© 2013 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2013 by Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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XVI| Einfiihrung

Zunichst wollen wir uns mit dem Begriff Technische Mechanik etwas niher
befassen. Die Aufgabe der Mechanik als iltestes Teilgebiet der Physik lisst sich
wie folgt umreifien:

Die Aufgabe der Mechanik ist die Untersuchung der in der Natur und Technik
vorkommenden Bewegungen von Korpern, Fliissigkeiten und Gasen und deren
mathematische Beschreibung.

Die Mechanik lisst sich folglich grob in zwei grof3e Teilgebiete gliedern:

Mechanik

Mechanik der
Flissigkeiten und Gase

Mechanik fester Kérper

Die Technische Mechanik ist innerhalb der Mechanik fester Korper die Wis-
senschaftsdisziplin von der Anderung des

o Bewegungszustandes,
e Formzustandes und
e Beanspruchungs-/Spannungszustandes

technischer Gebilde (tragender Konstruktionen, Bauteile).

Den Grenzfillen der Bewegung ,Ruhe” bzw. gleichférmige Bewegung kommt
dabei grofle Bedeutung zu.

Letztendlich geht es zumeist darum, tragende Konstruktionen und Bauteile
hinsichtlich ihrer

o Bewegung (z. B. Schwingung) und Forminderung,
o Festigkeit,

e Lebensdauer (Nutzungsdauer) und

o Zuverlissigkeit (im statistischen Sinne),

zu bewerten.

Diese Bewertung erfolgt sowohl an bereits existierenden als auch an solchen
Bauteilen, die sich im Entwurfsstadium befinden.

Es gelingt jedoch miittels analytischer und numerischer Methoden nicht, derartige
Aussagen iiber den Zustand am konkreten Bauteil zu machen. Vielmehr ist es
notwendig, ein zumindest gedankliches Modell des Bauteiles zu schaffen, an dem
die notwendigen Untersuchungen durchgefiihrt werden. Die daraus resultierende
Vorgehensweise ldsst sich tibersichtlich im nachfolgenden Schema veranschau-
lichen.



Einfiihrung
tragende
Konstruktion

Bewertung: Geometrie

Festigkeit | Lagerung/

Lebensdauer Modelli Fesselungen

Zuverlassigkeit VOCCNIErUNg  —a— Werkstoff

Schwingungs- Lastannahmen

verhalten + Umgebungs-

| bedingungen
Modell

Fur die Modellierung gilt der Grundsatz: So einfach wie mdglich, so genau wie
notig.

(Sie werden noch feststellen, dass sich diese Leitregel einfacher erlernen als
konsequent umsetzen lisst.)

Obwohl die Methoden der experimentellen Mechanik nicht Gegenstand des
Buches sind, wird auf folgenden Umstand hingewiesen. Die Anwendung der
experimentellen Mechanik am Bauteil oder entsprechenden physischen Modellen
erweist sich vor allem dann als notwendig, wenn das noch weitgehend unbe-
kannte Belastungsmodell geschaffen werden muss (sog. Lastannahmen) und
wenn die Ergebnisse der analytischen und numerischen Untersuchungen zu
Zweifel Anlass geben. Grundsitzlich sollte bei allen hochbeanspruchten Bautei-
len, die z. T. auch in grofler Stiickzahl gefertigt werden und die einem hohen
sicherheitstechnischen Standard geniigen miissen, experimentelle Bauteilunter-
suchungen durchgefiihrt werden, was auch vielfach in entsprechenden Regelwer-
ken festgelegt ist.

Dariiber hinaus dienen experimentelle Methoden in Verbindung mit der Werk-
stoffprifung der Ermittlung der fiir viele Rechnungen notwendigen Werkstoff-
kennwerte wie Elastizititsmodul, Querkontraktionszahl, thermischer Ausdeh-
nungskoeffizient, Streckgrenze, Bruchfestigkeit, Dauerfestigkeit, Bruchzihigkeit
usw.

Um den erforderlichen Ablauf insgesamt bewiltigen zu konnen, sind an-
spruchsvolle, aber tibersichtliche und erlernbare Kenntnisse und Methoden not-
wendig. Betreffs Threr Vorkenntnisse wird neben der Physik vor allem auf die
Mathematik zuriickgegriffen. Sollten sie Liicken auf den Gebieten Vektoralgebra,
lineare Algebra (Gleichungslehre) und Grundlagen der Differential- und Integral-
rechnung haben, dann sollten Sie diese schnellstméglich schlief3en.

Der entsprechende Lehrinhalt der Technischen Mechanik wird in vielen Dar-
stellungen — und auch hier — nach den folgenden Schwerpunkten abschnittsweise
gegliedert:

o Statik (einschlieRlich Haftung und Reibung)
o Festigkeitslehre (Elastostatik)

o Kinematik

e Kinetik

o Numerische Methoden

Xvil
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Bevor wir mit der Abhandlung der Statik beginnen, erweist es sich als sinnvoll,
die nach Isaac Newton benannten Axiome voranzustellen. Axiome sind bekannt-
lich durch die Erfahrung bestitigte Gesetze. Die Darstellung erfolgt zugeschnit-
ten auf die Belange der Technischen Mechanik und aus heutiger Sicht:

1. Axiom (Trigheitsgesetz)

Jeder Kérper verharrt im Zustand der Ruhe bzw. der gleichférmigen
Bewegung, solange keine duflere resultierende Belastung einwirkt.

2. Axiom (kinetische Grundgesetze)

Wirkt eine dufiere resultierende Belastung auf einen Korper ein, dann dndert
sich seine Bewegungsgrofie.

3. Axiom (Wechselwirkungsgesetz)

Bei der mechanischen Wechselwirkung zwischen zwei Kérpern sind Wirkung
und Gegenwirkung vom Betrag gleich und in der Richtung entgegengesetzt
(lat.: actio est reactio).

Zusitzlich bendtigen wir das Superpositionsprinzip, den sog. Parallelogramm-
Satz (nach Simon Stevin):

Mechanische Wirkungen addieren sich jeweils wie Vektoren.



1
Statik

Die Statik ist die Lehre vom Gleichgewicht der Krifte am ruhenden starren Korper
bzw. an Teilen davon.

1.1
Grundbegriffe

Die in der Begriffserklirung der Statik enthaltenen Grundbegriffe werden nach-
folgend erldutert.

1.1.1
Starrer Koérper

Starrer Korper ist ein fiir die weiteren Betrachtungen notwendiger Abstraktions-
begrift:

Starr bezeichnet man einen Korper, der unter Einwirkung von Krdften seine Form
nicht dndert.

Bei technischen Gebilden ist dies nur niherungsweise erfiillt.

1.1.2
Gleichgewicht

Als Gleichgewicht bezeichnet man die Unverinderlichkeit (Invarianz) des Bewe-
gungszustandes bzw. den Zustand eines Korpers, bei dem die Bedingung gleich-
férmige Bewegung oder Ruhe erfullt ist.
Aligemeine Gleichgewichtsbedingungen.:

Die moglichen Verschiebungen und Verdrehungen des starren Kérpers miissen
so unterbunden werden, damit sich der Bewegungszustand nicht dndert.

Die moglichen Verschiebungen und Verdrehungen des starren Kérpers nennt
man Freiheitsgrade. Der starre Korper besitzt in der Ebene drei Freiheitsgrade
(zwei Verschiebungen in senkrecht zueinander stehenden Richtungen, eine Ver-

Technische Mechanik, 2. Auflage. Karl-Friedrich Fischer und Wilfried Giinther.
© 2013 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2013 by Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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drehung um eine Achse senkrecht zur Ebene) und im Raum sechs Freiheitsgrade
(drei Verschiebungen in Richtung dreier senkrecht aufeinander stehender Achsen
und drei Verdrehungen jeweils um diese Achsen).

1.1.3
Kraft — Kraftsysteme

Als Kraft bzw. Einzelkraft bezeichnet man eine Wechselwirkung zwischen Kor-
pern, durch die Anderungen des mechanischen Zustandes der Kérper verursacht
werden (Bewegung, Form, Spannung). Die Wirkung erfolgt geradlinig. Die ent-
sprechende Gerade nennt man Wirkungslinie (WL) der Kraft. Offensichtlich be-
notigen wir zur eindeutigen Erfassung der Kraft sowohl ihren Betrag als auch
die Richtung. Damit ist die Kraft mathematisch als Vektor beschreibbar.
Der Anfangspunkt des Kraftvektors heifdt Kraftangriffspunkt. Entsprechend dem
2. Newton’schen Axiom ist die Kraft mit der Beschleunigung des massebehafte-
ten Korpers verkniipft. Fiir einen ruhenden Korper ergibt sich dessen Kraftwir-
kung (das Gewicht bzw. Gewichiskraft) aus dem Produkt von Erdbeschleunigung
(g = 9,81 ms~) und seiner Masse (der sog. schweren Masse). Danach besitzt die
Kraft die kohirente Maeinheit 1 Newton= 1N := 1Tkgms™.

Aus der Erfahrung weifs man, dass der Kraftangriffspunkt beliebig auf der Wir-
kungslinie gewihlt werden kann:

Axiom: Die Kraft ist ein linienfliichtiger Vektor.

Zur Beschreibung der Bestimmungsgréfien
einer Kraft betrachten wir die nebenstehende
Skizze. Durch den Ursprung eines raumli-
chen kartesischen Koordinatensystems ver-
lduft die WL einer Kraft. Als Kraftangriffs-
punkt wird der Ursprung gewihlt. Den Koor-
dinaten ordnen wir die Einheitsvektoren (d. h.,
Richtungsvektoren vom Betrag 1) zu. Nun-
mehr kann man den Krafivektor durch seine
Komponenten in Richtung der Koordinatenach-
sen darstellen:

- -

Kraftvektor: F = F.+ F,+F,

— -

Komponenten: ﬁx =F, ¢, F,=F,-¢, F,=F,-¢

€, €, €, Einheitsvektoren, F, , F, , F, sind die Betrdge der Komponenten.

Betrag: |[F| = F = /F:+ F: + F2.



1.1 Grundbegriffe

Die Winkel a, 8,y zwischen Krafte
dem Kraftpfeil und den Achsen

. . a re Kraft innere Kraft
dienen zur Beschreibung der auﬁe e hratte ere Rratte
ich Aktionskrafte
Richtung. Reaktionskrafte
Es gibt eine Reihe von Mdglich- F F
keiten zur Einteilung der Krifte. + Aktion 1
Wir ordnen hier nach ihrem Wir- | |
. i YVY
kungsort: . . . ! AA innere Kréafte
Krifte, die keine Reaktions- ‘ _ [
krifte im Sinne der Statik sind, F Reaktion
bezeichnen wir als eingeprigte F

Krifte.  Dies sind z.B. die
Gewichtskraft und Belastungen.

Auf ein technisches Gebilde bzw. auf das entsprechende Modell, den starren
Korper, wirken im Allgemeinen mehrere Krifte ein. Man fasst diese als Kraftsys-
teme (oder auch Kriftegruppen) zusammen. Die Statik wird im Wesentlichen
nach der Struktur der auftretenden Kraftsysteme geordnet.

In Abhingigkeit davon, ob die zum Kraftsystem gehorenden Krifte eine
gemeinsame Wirkungsebene besitzen oder nicht, unterscheidet man ebene und
rdumliche Kraftsysteme.

Kraftsystem (KS)

ebenes Kraftsystem raumliches Kraftsystem
ebenes, J ebenes, raumliches, l raumliches,
zentrales KS allgemeines KS zentrales KS allgemeines KS

Als zentral bezeichnen wir ein Kraftsystem dann, wenn die WL der Krifte einen
gemeinsamen Schnittpunkt besitzen.

1.1.4
Schnittprinzip — Freischneiden

Als Freischneiden bezeichnet man das gedankliche Zerlegen der Systeme oder auch
einzelner starrer Korper in Einzelkorper bzw. Teile davon. Dies erfolgt anschau-
lich durch das gedankliche Umfahren der betreffenden Korper durch jeweils
geschlossene Schnittflichen (im Raum) und Schnittlinien (in der Ebene).

An den Schnittstellen werden dann entsprechend dem 3. Newton’schen Axiom
die paarweisen Reaktionskrifte frei. Diese besitzen an den je Schnittstelle neu
entstandenen zwei Schnittufern jeweils die gleiche Wirkungslinie, den gleichen
Betrag und entgegengesetzte Richtung.
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(Die Grundidee wurde tibrigens bereits Mitte des 18. Jahrhunderts vom Schwei-
zer Mathematiker Leonhard Euler entwickelt; ein Name, der uns noch an vielen
Stellen der Technischen Mechanik begegnen wird.) Ein Beispiel fiir das Frei-
schneiden in der Ebene zeigt das nachstehende Bild.

Unter dem Leitspruch ,vom
Einfachen zum Schwierigen®,

wollen wir nunmehr die me- Schnittlirlitiiglefi:hlossen) \FC
chanischen Gesetzmifigkei- J Fg \

ten in Kraftsystemen kennen-

lernen.  Dementsprechend

folgt zunichst das ebene,
zentrale Kraftsystem.

1.2
Ebenes, zentrales Kraftsystem

Ein ebenes, zentrales Kraftsystem liegt dann vor, wenn die Wirkungslinien der
Krifte eine gemeinsame Ebene aufspannen und einen gemeinsamen Schnitt-
punkt besitzen. Wir legen in die Wirkungsebene ein kartesisches Koordinatensys-
tem x, y.

1.2.1
Zerlegen und Zusammensetzen von Kriften

Die zum Kraftsystem gehorenden Krifte iiben eine Gesamtwirkung oder auch re-
sultierende Wirkung auf den starren Korper aus. Um dies beschreiben zu kén-
nen, ist es zunichst notwendig, zu untersuchen, wie eine Kraft in ihre Kompo-
nenten zerlegt wird und umgekehrt, wie mehrere Krifte zu einer Kraft zusam-
mengesetzt (addiert) werden. Im Weiteren bezeichnen wir den Kraftvektor mit F
und seinen Betrag mit F.

1.2.1.1  Analytisch

Wir zerlegen eine Kraft in ihre recht-
winkligen Komponenten, d.h., wir er-
mitteln analytisch die Betrige der . F
Komponenten des Kraftvektors. Der

Kraftangriffspunkt liegt im Koordina-

tenursprung.

geg.: F,a ist der Winkel zwischen der
Abszisse und dem Kraftvektor. B

ges.: Fy, F, éy a /
Losung: - T~
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Die Projektion des Kraftvektors auf die beiden Koordinatenachsen liefert jeweils
die Komponenten. Auf Grund des entstehenden rechtwinkligen Dreieckes aus F
(Hypothenuse), F, (Ankathete) und F, (Gegenkathete) gelten nachfolgende trigo-
nometrischen Beziehungen:

F, F,

sina = —, cosa = —.
F’ F

Damit kann man die Betrige der Komponenten angeben:

Fx:Fcosa,} (1.1)

F, = Fsina.

Benutzen wir zur Beschreibung der Komponenten (Katheten) dagegen den
Komplementidrwinkel 5, dann gelten die nachfolgenden Beziehungen:

F,=F-sinff, F,=F-cosf, f=90"—a.

Wir untersuchen das Zusammensetzen von Kriften. Dabei ist der Losungsweg
durch die Nutzung des Superpositionsprinzips (oder auch Parallelogrammsatz)
bereits vorgegeben. Auf unser Problem angewendet heifdt dies: Krifte addieren
sich wie Vektoren. Die Vektorsumme von Kriften heifdt resultierende Kraft oder
auch nur Resultierende. Thre Wirkung auf den starren Korper ist gleich der
Summe der Einzelwirkungen der Krifte. Diese Gleichheit von resultierender Wir-
kung und der Summe der Einzelwirkungen bezeichnet man als statische Aquiva-
lenz. Der Ubersichtlichkeit wegen addieren wir zunichst zwei Krifte, vgl. unten-
stehendes Bild:

geg.: Fy a1, Fy, a,

ges.: Fy, ag (resultierende Kraft nach * y
Betrag, Richtung)

Loésung:

Die Resultierende ergibt sich als

Vektorsumme der beiden Krifte:

Fo=F +F

Nunmehr zerlegt man die beiden
Krifte in ihre Komponenten, setzt in
obige Gleichung ein und fasst in den
beiden Koordinatenrichtungen zusam-
men:

T:R: (le+F2x)'Zx+(F1y+F2y)'Zy'
Dies entspricht aber genau der Komponentendarstellung der Resultierenden:

FR:FRx"Ex+FRy'Ey’
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Damit lauten die beiden Komponenten der Resultierenden:
FRx:F1x+F2x7 FRy:F1y+F2y'

Fg, Fy., Fg, bilden wiederum ein rechtwinkliges Dreieck. Folglich kann man
den Betrag der Resultierenden und den Tangens ihres Neigungswinkels angeben:

> F,
| Fy | = Fr = /Fry? + Fg,?, tan oz = FRY.

Rx

Nunmehr kénnen wir eine Verallgemeinerung fiir n Krifte durchfithren:
Komponenten:

n n n n
Fre =Y F,=> F;- cosa, FRy:ZFiy:ZFi'Slnai
i-1 p p

i=1

Betrag und Richtung (Winkel ag zwischen WL und Abszisse): (1.2)

Fy,
Fr=\/Fp’ + F,/ , tan oz = 5 r

Rx

1.2.1.2 Grafisch (Krafteckverfahren)
Dem Verfahren liegt wiederum das Superpositionsprinzip zugrunde. Dazu wer-
den die Krifte unter Wahl eines geeigneten Kriftemafistabes (Verhiltnis der
Krafteinheit zur Lingeneinheit) in einem Lageplan (LP) in ihrer wahren Lage dar-
gestellt. Nunmehr fithrt man im Krifteplan (KP) grafisch die vektorielle Addition
der einzelnen Krifte durch. Dabei wihlt man zunichst beliebig zwei Krifte aus
und ermittelt ihre Resultierende als Diagonale im dazugehdérigen Krifteparallelo-
gramm. Diese addiert man mit einer weiteren Kraft zu einer neuen Resultieren-
den usw. Aus dem so entstehenden (und untibersichtlichen) Krifteplan geht her-
vor, dass man die Resultierende aller Krifte einfacher erhilt, indem die Krifte in
beliebiger Reihenfolge unter Beachtung der Richtung aneinandergefiigt werden.
In diesem Krafteck entspricht der Vektor vom Anfangspunkt der ersten zum End-
punkt der letzten Kraft dem Vektor der Resultierenden. Betrag und Neigungswin-
kel kénnen im KP abgelesen werden. Wir zeigen das Verfahren exemplarisch fiir
drei Krifte. v

geg.: Fi, o

ges.: Fy, oy

Lésung: g %
F

2

Lageplan (LP) Krafteplan (KP)



1.2 Ebenes, zentrales Kraftsystem

1.2.2
Gleichgewicht

Der Bewegungszustand dndert sich dann nicht, wenn der gemeinsame Schnitt-
punkt der Wirkungslinien aller angreifenden Krifte nicht verschoben wird. Dies
ist aber nur der Fall, wenn keine Resultierende auftritt. Somit kann man formu-
lieren:

Ein ebenes, zentrales KS mit n Kriften befindet sich im Gleichgewicht, wenn

Fg = 0 bzw. in Komponenten: En: F.,=0, > F,=0. (1.3)

i=1 i=1

Voraussetzung ist lediglich, dass gilt: x L y. Das heiflt aber auch, man kann
diese Kriftebilanzen in zwei beliebigen Richtungen aufstellen, die einen rechten
Winkel miteinander bilden. Die Gln. (1.3) nennt man die analytischen Gleichge-
wichtsbedingungen (GGB).

Grafisch erhilt man im Gleichgewichtsfall im KP ein geschlossenes Krafieck, da
Fr=0.

1.2.3
Demonstrationsbeispiel (Wandkran)

Ein Wandkran besteht aus zwei geraden, gelenkig gelagerten Stiben, die in einem
Gelenk reibungsfrei miteinander verbunden sind. (Das geometrische Modell des
Stabes wird im Abschnitt 1.5.1 erldutert). Ein durch eine Masse belastetes Seil
wird tiber eine Umlenkrolle (feste Rolle) gefiithrt. Der Rollenradius R ist vernach-
lassigbar klein.

geg.: Masse m, Erdbe-
schleunigung g, a

ges.: Krifte, die die Stibe 1
und 2 iibertragen miissen,
d. h. die Stabkrifte (analy-
tisch)

Losung (typische Lo-
sungsschritte einer Statik-
aufgabe):

Freischneiden (vgl. Abschnitt
1.1.4):

Die Schnittlinie trennt
(gedanklich) die Stibe 1 und
2 sowie an zwei Stellen das
Seil. Dabei wird jeweils die

7

Stab 1

durch das Seil zu iibertra-
gende Gewichtskraft F; frei.
Die Pfeilrichtungen der Stab-
krifte (und auch anderer

7
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noch unbekannter Krifte) sind prinzipiell frei wihlbar. Vielfach ist es tiblich, sie vom
Knoten wegweisend anzuzeichnen. Das heifst, man nimmt an, dass sie im Stab als
Zugkrifte wirken. Ob dies tatsdchlich so ist, erkennt man aus dem Vorzeichen der
Losung, s. u. Aus der oberen rechten Skizze ist sofort ersichtlich, dass durch das Frei-
schneiden des Knotens ein ebenes, zentrales Kraftsystem entsteht.
GGB (Anwendung der Gln. (1.3)):

(Warum? Das Tragwerk wird unter der Voraussetzung betrieben, dass sich sein
Bewegungszustand, d. h. die ,Ruhe®, nicht dndert.)

4
> F,=0=—Fs— Fg - cosa+ Fg (1)
i=1
4
> F,=0=—F;+Fg - sina 2)
i=1

Losung des (linearen, inhomogenen) Gleichungssystems:
F,
Aus Gl. (2) folgt: Fg; = —5—, a # 0 . (Damit gilt: Fs, > F¢!)
sina

Nach Einsetzen in Gl. (1) erhilt man F, = F; - (1 — cot a) mit dem Sonderfall:
a=45": F;, =0!

Diskussion:

In beiden Stiben ergibt sich fiir 45° < a < 90° eine positive Stabkraft, d. h., die
tatsdchliche Kraft wirkt in die angenommene Richtung. Derartige Stibe werden
als Zugstibe (ansonsten Druckstibe; Nullstibe, wenn sich die Stabkraft zu null
ergibt) bezeichnet. Bei zu spitzem Winkel erhéhen sich die Beanspruchungen der
Stibe stark, z. B. ergibt sich fiir a = 10° eine Stabkraft Fs, = 5,76 F¢!

1.2.4
Hinweise und Tipps

Nachfolgend einige Hinweise, die Thnen u. U. die Lésung von Aufgaben erleicht-
ern koénnen.
Der im vorigen Beispiel dargestellte Lisungsablauf

e Freischneiden

e Formulierung der GGB

o Losung des linearen Gleichungssystems
¢ Diskussion und Kontrolle der Lésung

ist typisch fiir sehr viele Aufgaben der TM, speziell der Statik.
Benutzen Sie zur Komponentenzerlegung von Kraften moglichst spitze Winkel.
Man kann die Richtungen, in denen die Kriftegleichgewichtsbedingungen for-
muliert werden, frei wihlen. Jedoch sollte man solche bevorzugen, fur die die
Komponentenzerlegung der Krifte insgesamt am wenigsten aufwendig wird.



1.3 Ebenes, allgemeines Kraftsystem

Die Losung des linearen Gleichungssystems (der GGB) fillt formal in die
Sparte Mathematik. Aber ohne diesen fehlerlos ausgefithrten Schritt der Aufga-
benlosung bleibt der Ingenieur stets unwirksam.

Tragende Konstruktionen bzw. Teile davon kénnen in erster Niherung auch
dann als zentrale Kraftsysteme modelliert werden, wenn es ein eng abgegrenztes
Gebiet der Schnittpunkte der Wirkungslinien gibt. Das ist z. B. bei Knotenblechen
in Fachwerken tiblich, vgl. Abschnitt 1.8.

1.3
Ebenes, allgemeines Kraftsystem

Nunmehr wollen wir die Voraussetzung des zentralen Kraftsystems — die Wir-
kungslinien aller zum System gehorenden Krifte haben einen gemeinsamen
Schnittpunkt — fallenlassen. Die daraus resultierenden Phinomene werden
zunichst am Sonderfall des sog. Kriftepaares beschrieben.

1.3.1
Kriftepaar und Moment

1.3.1.1 Kriftepaar

Ein Kriftepaar wird gebildet durch

zwei gleichgrofe, entgegengesetzt

gerichtete, auf parallelen Wir-

kungslinien angreifende Krifte,

vgl. nebenstehendes Bild. Damit “\

liegt ein allgemeines Kraftsystem (A

vor. Wir wollen nun untersuchen,

inwieweit sich beim Einwirken

eines solchen Kriftepaares auf einen starren Korper der Bewegungszustand
indert bzw. inwieweit Gleichgewicht herrscht.

Aus der Anschauung ist klar, dass, obwohl das Kriftegleichgewicht erfullt ist,
insgesamt kein Gleichgewicht. herrscht. Der Korper erfihrt keine Verschiebung,
aber wohl eine ebene Drehung (hier mathematisch positiv). Er befindet sich dem-
zufolge nicht im Gleichgewicht.

Wie Thnen bereits bekannt ist, nennt man die physikalische Ursache der Ver-
drehung/Drehung (bzw. das Mafl dafiir) Moment oder auch Drehmoment. Es
besitzt den Betrag:

M=1.F (1.4)

In kohirenten Einheiten hat das Moment demzufolge die Mafleinheit Newton-
meter (Nm).
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Der Ausdruck Gl. (1.4) entspricht einer Gleichungsseite des Thnen bekannten
Hebelgesetzes. Werden die Krifte des Kriftepaares jeweils entgegengesetzt
gerichtet angetragen, kehrt sich offensichtlich die Drehrichtung um. Demnach
besitzt die physikalische Gréfle Moment sowohl Betrag als auch Richtung und ist
folglich ein Vektor.

Wir wollen diesen Momentenvektor M etwas eingehender untersuchen. Dazu
fithrt man den im Bild gezeigten Ortsvektor ¥ ein. Er beschreibt die Lage der Kraft-
angriffspunkte zueinander. Da die beiden Krifte des Kriftepaares linienfliichtige
Vektoren sind, ist offensichtlich die Komponente des Ortsvektors in Richtung der
Wirkungslinien fiir die weitere Betrachtung ohne Bedeutung.

Unter Benutzung von Gl
(1.4) kann aus nebenstehen-
der Skizze folgendes abgele-
sen werden:

M =|M| = |7|- sinf - |F|.
Dies entspricht aber dem

Betrag des Vektorproduktes:
M =7xF.

Damit steht der Momentenvektor senkrecht auf der Ebene, die vom Kriftepaar
aufgespannt wird. Ein Vertauschen der Faktoren im Vektorprodukt fithrt bekannt-
lich auf eine Richtungsumkehr von M.

SchlieRlich bleibt festzustellen, dass die absolute Lage der Wirkungslinien des
Kriftepaares in der Ebene auf das Moment keinen Einfluss nimmt. Im Vektorpro-
dukt ist keine Koordinate zur Beschreibung der absoluten Lage der Wirkungs-
linien, Abstand a zwischen der Bezugsachse und der zur gedachten Drehachse
nichsten Wirkungslinie, enthalten.

Kriftepaare bzw. Momente kinnen beliebig in der Ebene verschoben werden, ohne
dass sich die statische Wirkung dndert. Das Moment ist damit ein sog. freier Vektor.

Das Moment ist neben der Kraft die zweite wichtige KenngréfRe der mechani-
schen Wirkung. Sie ist mittels des Kriftepaares darstellbar und existiert auch
dann, wenn die vektorielle Kriftesumme verschwindet (Fy = 0).

Nunmehr untersuchen wir die Momentenwirkung von Einzelkriften beztiglich
einer (Dreh-)Achse.

1.3.1.2  Moment einer Kraft in Bezug auf eine Achse

Die Uberschrift steht mit der Momentendefinition nur scheinbar im Wider-
spruch. Wenn man gedanklich eine (raumfeste) Drehachse senkrecht zur Ebene
des starren Korpers errichtet, s. u., dann stehen die angreifende Einzelkraft und
die Reaktionskraft an der Achse im Kriftegleichgewicht. Diese Reaktionskraft ent-



