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EinfuUhrung

Mathematik ist etwas, iiber das wir alle Bescheid wissen sollten. Der Lehrplan
in der Schule deckt nur einen geringen Teil von ihr ab (und erweckt auch
nicht jedermanns Interesse), wihrend das Gebiet selbst noch wesentlich mehr
zu bieten hat. Es ist nicht nur ein stiller Partner bei vielen Anwendungen in
der Wissenschaft, sondern weist auch fundamentale Verbindungen zu den
»schonen Kinsten® auf. Mathematik ist ein Teil des Erbes der Menschheit;
gleichzeitig ist sie immer noch sehr lebendig und erweitert stindig ihre Gren-
zen — wobei sie auch von den ,,grofien Fragen® gespeist wird.

Diese grofien Fragen der Mathematik sind von ganz unterschiedlicher Art.
Einige werden durch die erdrutschartigen Verinderungen in der modernen
Technologie angestof3en, wihrend andere schon im Altertum formuliert wur-
den und bis heute noch nachschwingen. Zu einigen wurden bereits endgiiltige
Antworten gefunden, nur um durch einen neuen Stof3 von Fragen ersetzt zu
werden, wihrend andere unverindert fortbestehen, ohne sogar nach Jahrhun-
derten an der vordersten Front der Forschung zur Ruhe gekommen zu sein.
Manche Fragen grenzen an die Philosophie und werden vielleicht niemals auf
die eine oder andere Weise beantwortet werden, doch faszinierend bleiben sie
allemal.

Dies liegt in der Natur der Mathematik begriindet. Fiir manche mag es
iiberraschend sein, dass sie sich nur langsam weiterentwickelt. Denn wihrend
in der Schule Gewicht auf Schnelligkeit beim Kopfrechnen und beim Losen
von verzwickten kleinen Aufgaben gelegt wird, bedeutet diese Fahigkeit bei der
professionellen Beschiftigung mit Mathematik wiederum tiberhaupt keinen
Vorteil. Es ist zwar unbestreitbar, dass die Mathematik Fortschritte macht,
doch dhneln diese eher der langsamen Unvermeidlichkeit eines Lavaflusses als
dem plotzlichen ,Heureka® eines grofien Genies.

Die Mathematik hat einen unverwechselbaren Charakter, der sie von den
Naturwissenschaften unterscheidet. Wenn in den Naturwissenschaften eine
Theorie an Glaubwiirdigkeit verliert (wie zum Beispiel die einst beliebte Vor-
stellung vom ,,Phlogiston®, mit dem erklidrt werden sollte, warum manche
Dinge brennen konnen, oder die vom Ather, der der Ausbreitung von Licht
zugrunde liegen sollte), dann wird sie aufgegeben. Solche Theorien haben so-
zusagen ihr Haltbarkeitsdatum tiberschritten und landen in den Geschichts-
biichern der Wissenschaft, wo sie nur noch von antiquarischem Interesse sind.
In der Mathematik liegen die Dinge anders. Ein einmal bewiesenes Resultat
kann sich nicht hinterher als falsch herausstellen, und deshalb hat ein Theo-

T. Crilly, Die grofsen Fragen Mathematik, DOI 10.1007/978-3-8274-2918-6_1,
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rem (ein bewiesener mathematischer Lehrsatz) eine unendliche Lebensdauer.
Der Satz von Pythagoras tiber rechtwinklige Dreiecke ist fiir alle Zeiten giiltig.

Sicherlich befassen sich die heutigen Mathematiker in ihren wissenschaft-
lichen Veréffentlichungen nicht mehr mit Sitzen der Art, wie Euklid sie vor
2300 Jahren niederschrieb. Und doch kann man sich von diesen grundlegen-
den Werken inspirieren lassen und darin immer noch neue Denkansitze ent-
decken. Wir konnen die Arbeiten des griechischen Mathematikers Diophantos
zur Theorie der Gleichungen lesen und auch heute noch daraus lernen, denn
einige Arten von Gleichungen, die aus dem antiken Griechenland stammen,
sind bis heute ungelost.

Damit soll nicht gesagt sein, dass die Zeit keinen Einfluss auf mathemati-
sche Theorien und Sitze habe. Diese werden oft modifiziert, verfeinert und fiir
einen modernen Zusammenhang neu zugeschnitten. In der Mathematik ten-
dieren Resultate dazu, von Verallgemeinerungen verschluckt zu werden, so
dass sie letztlich nicht im Papierkorb, sondern als FuSnote zu einer allgemei-
nen Theorie enden.

Heutzutage leben wir in einer fiir die Mathematik spannenden Zeit. Neue
Fragen tauchen auf, die unser jetziges Computerzeitalter beriicksichtigen miis-
sen. Denn heutzutage konnen die Computer nicht nur Zahlenreihen schnell
verarbeiten, sondern sie stellen sogar unser Verstdndnis fir den Begriff des
mathematischen Beweises und fiir das eigentliche Wesen der Mathematik auf
den Priifstand. Sie fithren algebraische Rechnungen durch und zeigen uns geo-
metrische Formen und Oberfliachen von ihrer schonsten Seite.

Die groflen Fragen, die wir hier betrachten werden, konzentrieren sich auf
die wichtigen Themen und gehen auf die grundlegenden Fragestellungen ein,
die von Interesse sind. Sie werden uns zeigen, woher die Mathematik gekom-
men ist, welche Wege sie genommen hat und wohin sie uns noch fithren
konnte. Es werden sich stets Antworten ergeben, doch diese Antworten passen
keineswegs immer in eine fertige Schablone. Unsere Fragen sprechen die Pro-
bleme an, die auch fiir Mathematiker spannend sind, und sie werden uns zei-
gen, was die Mathematik iiber die reale Welt, in der wir leben, auszusagen hat.
Und vor allem werden sie uns die Mathematik als ein lebendiges, sich entwi-
ckelndes Fachgebiet nahe bringen.



Woflr ist Mathematik gut?

Eine Einfihrung in Themen und Ziele

Die Mathematik des 21. Jahrhunderts ist ein weites und facet-
tenreiches Gebiet. Sie enthélt ein solch reiches Spektrum an
verschiedenen Betatigungen, dass es als fast unmaoglich erscheint,
all ihre Auspragungen in einem einzigen Fachgebiet zusammenzu-
fassen. An einem Ende des Spektrums ermdglicht sie es dem tag-
lichen Leben, seinen Gang zu gehen, indem sie sich mit den Me-
chanismen des Zahlens, etwa von Zeit oder Geld, befasst. Am an-
deren Ende scheint sie eine in sich abgeschlossene Welt zu bilden,
in der weltfremde Gelehrte Ratsel von iberwaltigender Komplexitat
ersinnen - um dann Jahre mit dem Versuch zu verbringen, sie zu 16-
sen. Gleichzeitig fordern unsere Politiker standig noch mehr Mathe-
matiker. Wofiir also ist all diese Mathematik gut, und wie passt sie
in unsere Welt?

Die Mathematik, mit der wir heute leben, hatte ihren Ursprung im frithen
Umgang mit Zahlen, der sich bis rund dreitausend Jahre vor Christus zurtick-
verfolgen ldsst. Es ist nicht iiberraschend, dass die Anfinge sich an praktischen
Anwendungen orientierten. Probleme des Handels, das Zahlen von Abgaben,
die Landvermessung, Beobachtungen des Laufs von Sternen und Planeten, die
Entwicklung eines Kalenders — dies alles waren Anwendungen, fir die man
Zahlen, Berechnungen und ein wenig Geometrie benétigte. Doch etwa tau-
send Jahre spiter begannen bei den Agyptern die ersten Untersuchungen des
Zahlensystems an sich, unabhingig von moglichen Anwendungen. Aus Neu-
gier und um des intellektuellen Vergniigens willen fing man auch an, sich ma-
thematische Ritsel auszudenken — gerade so, wie wir heutzutage Gefallen an
der Sudoku-Seite in der Zeitung finden. Damit hatte die Mathematik begon-
nen, sich selbst zu betrachten. Der Beruf des Mathematikers war geboren.
Grof3e Fortschritte wurden im antiken Griechenland um etwa 500 v. Chr. ge-
macht, als dort eine Kultur des mathematischen Denkens erblithte. Die dabei
entstandenen Werke blieben in allen nachfolgenden Zeitaltern einflussreich
und werden auch heute noch studiert. Mathematik wurde damals als eines der
hochsten Giiter betrachtet und war unentbehrlicher Bestandteil der klassi-

T. Crilly, Die grofsen Fragen Mathematik, DOI 10.1007/978-3-8274-2918-6_2,
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schen Erziehung. Pythagoras, Platon, Archimedes, Euklid sind nur einige der
griechischen Philosophen, die die Mathematik vertraten und deren Einfluss
sich tiber Hunderte, sogar Tausende von Jahren erstreckte.

Wihrend der ersten Jahrhunderte des Christentums schwang das Pendel
allerdings wieder in die andere Richtung, so dass sich diejenigen, die sich der
Mathematik zuwandten, als Ausgestoffene am Rand der damaligen Kultur
wiederfinden konnten. Um das Jahr 400 n. Chr. wetterte der heilige Augusti-
nus von Hippo: ,Der gute Christ soll sich hiiten vor den Mathematikern und
all denen, die leere Voraussagen zu machen pflegen“ und verdammte die
Mathematiker dafiir, dass sie ,mit dem Teufel im Bunde den Geist tritben
und in die Bande der Hoélle verstricken. In jenen Tagen wurde die Mathe-
matik in Verbindung mit den obskuren Praktiken der Astrologen gebracht,
und der Verdacht schandlicher oder ketzerischer Absichten sollte noch lange
iiber der Mathematik schweben.

Noch im 13. Jahrhundert beklagte der Philosoph Roger Bacon, dass das
Verstiandnis fiir ,den exzellenten Nutzen der reinen Mathematik“ nicht gut ge-
nug entwickelt sei. Aber spitestens Ende des 16. Jahrhunderts kiindigten sich
dann bessere Zeiten an, als Galileo Galilei die Professur fiir Mathematik an der
Universitidt von Padua antrat. Allerdings zeigte sein Konflikt mit der katholi-
schen Kirche, die einige seiner Ergebnisse ablehnte, dass die Toleranz fur die
Mathematik und ihre Implikationen fiir Physik und Astronomie noch enge
Grenzen hatte. Doch mit Isaac Newton und seinen Zeitgenossen gab dann das
spite 17. Jahrhundert den Startschuss fiir eine mathematische und wissen-
schaftliche Revolution, die das Gleichgewicht der kulturellen Krifte fiir immer
verdndern sollte. Die Romantiker des spiten 18. und frithen 19. Jahrhunderts
mochten diese neue Weltanschauung noch ablehnen, und William Blake
konnte Newton noch satirisch darstellen, aber die Zukunft der Mathematik als
Sprache der Wissenschaft war gesichert. Im 19. Jahrhundert erlebte sie ihre
Etablierung an allen Universititen und damit auch eine Fiille an neuen und
anspruchsvollen Aufgaben. Die Mathematik hatte endgiiltig Fufl gefasst.

Die angewandte und die reine Mathematik

Eine beliebte Debatte dreht sich um die Frage, ob die Notwendigkeit die Mut-
ter der mathematischen Ideen ist oder ob innovative Mathematik ihre eigenen
Anwendungsmdoglichkeiten erschafft. Zu Beginn ihrer Geschichte wurde die
Mathematik von praktischen Uberlegungen vorangetrieben, doch nachdem
sich ihr Innenleben einmal eréffnet hatte, war damit auch die Moglichkeit
entstanden, neue Anwendungen durch ,reines mathematisches Denken zu
erschliefen. Gute Mathematik ist von potenziellen Anwendungen selten weit
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entfernt, wenn auch niemand vorhersagen kann, wann deren Moment gekom-
men ist. Eine scharfsinnige Einsicht konnte nachste Woche aufgegriffen wer-
den oder aber fiir 50 oder 500 Jahre im Verborgenen schlummern.

Die Geschichte wimmelt von Beispielen fiir Theorien der reinen Mathema-
tik, die einen praktischen Partner finden. Die alten Griechen arbeiteten eine
Theorie der Kegelschnitte aus, und genau diese wurde im 17. Jahrhundert be-
notigt, als Johannes Kepler die Planetenbahnen als Ellipsen beschrieb. Die
Matrix-Algebra, die Theorie mehrdimensionaler Zahlen, wurde in den 1850er
Jahren zur Behandlung rein mathematischer Probleme entwickelt; doch
70 Jahre spiter wurde genau sie fiir die Matrix-Mechanik der sich schnell ent-
wickelnden Quantentheorie benétigt. Und als sich George Boole um die Mitte
des 19. Jahrhunderts ein System ausdachte, mit dem man Logik in Algebra
umwandeln konnte, ahnte er nicht, dass er damit eine Sprache schuf, die hun-
dert Jahre spiter die Grundlage des Programmierens von Computern sein
sollte.

Erst vor 50 Jahren schrieb der einflussreiche englische Mathematiker
G. H. Hardy, dass er Mathematik betreibe, ohne sich auch nur vom kleins-
ten Gedanken an ,,praktische Relevanz“ einengen zu lassen. Er empfand es
sogar als beruhigend, dass seine Zahlentheorie weit entfernt von allen prak-
tischen Anwendungen war. Heutzutage konnte er sich tiber diese Abgeschie-
denheit allerdings nicht mehr freuen, nicht in einer Welt, in der seine Art
von reiner Mathematik von grofiter Wichtigkeit fiir die Sicherheit von Com-
putern ist (P Konnen wir einen Code entwerfen, der nicht zu knacken ist?
und Gibt es noch ungeldste Probleme?). Als Benoit Mandelbrot in den 1970er
Jahren die allgemeine Aufmerksamkeit auf Fraktale lenkte, hitten nur weni-
ge an deren Anwendbarkeit geglaubt (P Warum sind drei Dimensionen nicht
genug?). Dennoch gibt es heutzutage sogar verschiedene Theorien der
Dimensionen.

Doch Mathematiker reagieren auch auf entsprechenden Bedarf. Als James
Watt im 18. Jahrhundert zur Zeit der industriellen Revolution vor dem Pro-
blem stand, die lineare Bewegung eines Kolbens in seiner Dampfmaschine in
eine Drehbewegung umzuwandeln, wurde die Geometrie um die Theorie der
Geradfiihrungen erweitert. Als wihrend des Zweiten Weltkriegs Codeknacker
gebraucht wurden (P Kénnen wir einen Code entwerfen, der nicht zu knacken
ist?), warb man aufgrund ihrer speziellen Fihigkeiten Mathematiker von den
Universitdten ab — mit dem Ergebnis, dass der erste elektronische Computer
der Welt entstand.

Man kann also sicherlich von einer symbiotischen Beziehung zwischen rei-
ner und angewandter Mathematik sprechen, und niemals war diese enger als
wihrend des jetzigen Computerzeitalters. Ohne Mathematik wiren Computer
nutzlos, digitale Fotos unmaglich und Mobiltelefone stumm. Aber auch die
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»reine® Forschung professioneller Mathematiker wird heutzutage von den
Rechenfihigkeiten der Computer wesentlich unterstiitzt: Das ,Reine® profi-
tiert seinerseits vom ,Angewandten®

Auch die Mathematik hat ihre selbstbeziigliche, ihre philosophisch-nach-
denkliche Seite. Deren Geschichte zeigt eine Abkehr von dem Standpunkt
der antiken Griechen, dass die von den Mathematikern zutage gefoérderten
Wahrheiten schon vor ihrer Entdeckung existiert hatten. Stattdessen ent-
standen wesentlich differenziertere Vorstellungen von der Rolle des Mathe-
matikers, die auch Kreativitit und Fantasie einschlieflen (» Ist die Mathe-
matik wahr?).

In der modernen Mathematik basiert die Vorgehensweise auf Axiomen und
logischen Schlussfolgerungen. Wihrend die Griechen im Altertum noch die
Wahrheit ihrer Axiome voraussetzten, geniigt den heutigen Mathematikern
schon deren Konsistenz. In den dreifliger Jahren des 20. Jahrhunderts erschiit-
terte Kurt Godel die Mathematik, als er seine Unvollstindigkeitssiitze bewies,
nach denen es in jedem formalen axiomatischen System mathematische Aus-
sagen gibt, die unter alleiniger Verwendung der Axiome weder bewiesen noch
widerlegt werden konnen. Das bedeutet, dass die Mathematik unbeweisbare
Wabhrheiten enthalten kann, die vielleicht fiir immer unbeweisbar bleiben
miissen.

So vielfiltig und ausgedehnt die moderne Mathematik auch sein mag, ba-
siert sie doch auf den drei — uns schon aus der Schule bekannten — Teilgebie-
ten Arithmetik, Algebra und Geometrie. Was sind deren Wurzeln, und was ist
ihre Zukunft?

Zahlen und ihre Eigenschaften

Die zum Zihlen verwendeten Zahlen bleiben der wichtigste Bestandteil im
mathematischen Repertoire; alle Mathematik beginnt mit ihnen. Sie haben ei-
ne reichhaltige Entwicklungsgeschichte (» Woher kommen die Zahlen?), und
es war sicherlich kein zwangslaufiger Prozess, der zu unserem heutigen Zah-
lensystem mit der Basis 10 und den Ziffern 0 bis 9 fiihrte. Beispielsweise gab es
anfangs noch keine Null.

Die Eigenschaften der Primzahlen (also der Zahlen, die nur bei Division
durch sich selbst oder durch 1 wieder eine ganze Zahl ergeben) haben schon
immer besondere Faszination erweckt. Uberraschenderweise gibt es noch Vie-
les, das wir tiber sie nicht wissen. So ist zum Beispiel ihre Verteilung zwischen
den anderen Zahlen immer noch nicht genau bekannt — auch wenn das mogli-
cherweise schwer zu glauben ist, da die Primzahlen schon seit tiber 2000 Jah-
ren untersucht werden (» Warum sind Primzahlen die Atome der Mathema-
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tik? und Gibt es noch ungeldste Probleme?). Jedenfalls hat sich iiber das reine
Zihlen hinaus im Laufe der Jahrhunderte das Repertoire an Zahlen erweitert
auf die negativen Zahlen, auf die Briiche und schlieflich auf die sogenannten
irrationalen Zahlen, deren Dezimalstellen sich unendlich weit ohne Regelmai-
Rigkeit fortsetzen. Alle diese Zahlen zusammengenommen werden von den
Mathematikern als reelle Zahlen bezeichnet (» Welches sind die seltsamsten
Zahlen?).

Aber das war noch nicht alles. Die reellen Zahlen sind nur eindimensional.
Man kann sie sich auf einer Zahlengeraden vorstellen, die sich von links (ne-
gative Zahlen) nach rechts (positive Zahlen) erstreckt. Ein grofler Schritt nach
vorn war fiir die Mathematiker der Ubergang zu zwei Dimensionen, der mit
den sogenannten komplexen Zahlen vollzogen wurde (» Sind die imagindren
Zahlen tatsdchlich imagindr?). Diese erhohten die Leistungsfahigkeit beim Lo-
sen von Gleichungen und fithrten zu neuen analytischen Theorien. Heutzuta-
ge sind komplexe Zahlen aus der Untersuchung von Naturerscheinungen wie
Elektrizitit und Magnetismus nicht wegzudenken.

Demnach gibt es viele Arten von Zahlen, doch wie weit reichen sie? Schon
seit frithesten Zeiten mussten die Mathematiker sich mit dem Problem der
Unendlichkeit herumschlagen. Von Aristoteles stammt der Begriff der poten-
ziellen Unendlichkeit — einer einzigen Unendlichkeit, die niemals erreicht wer-
den kann. Doch im 19. Jahrhundert fithrte Georg Cantor einen neuen Unend-
lichkeitsbegriff ein, der es ermoglichte, von vielen Unendlichkeiten zu spre-
chen (> Wie grof8 ist die Unendlichkeit?).

Geometrie, Algebra und mathematische
Revolutionen

Jahrtausendelang stand die Geometrie im Bann der anscheinend unbestreitba-
ren Autoritit der antiken Griechen, die viele der Regeln festlegten, welche bis
zum heutigen Tag Schulkindern eingeflof3t werden. So errichtete insbesondere
Euklid ein Gebdude an geometrischem Wissen, das auf dem Boden seiner
messerscharfen Logik erbaut war und zunichst wie die einzig mogliche Wahr-
heit daherkam. Doch im Laufe der Zeit begannen sich Risse in Euklids Geo-
metrie zu zeigen, und schliellich wurde klar, dass es auch andere giiltige Geo-
metrien gibt (» Wo treffen sich zwei parallele Geraden?), die Phanomene in
zwei, drei oder mehr Dimensionen beschreiben und schlieflich zu dem Kon-
zept der Mannigfaltigkeit fithrten — ein Gebilde mit unterschiedlicher lokaler
und globaler Geometrie (» Welche Gestalt hat das Universum?). Diese Geo-
metrien konnen sogar einen noch gréferen Anspruch als die von Euklid erhe-
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ben, die ,,Geometrie des Universums® zu sein — ein fiir Physiker sehr spannen-
des Thema.

Wihrend Physiker sich die Geometrie zu eigen machen, um den Geheim-
nissen der Materie und des Universums auf die Spur zu kommen, verwen-
den Biologen und Mediziner eine andere Art von Geometrie, namlich die
Knotentheorie, um die DNA zu entwirren und zu analysieren. Aus diesen
Untersuchungen entstand die forensische Technik des genetischen Fingerab-
drucks, und es ergaben sich bedeutende Konsequenzen fiir die Frage nach
der Identitidt von Menschen und fiir die Aufkldrung von Verbrechen. Insge-
samt haben die Mathematiker die Naturwissenschaften mit verschiedenen
Geometrien versorgt, von denen man wie aus einem Werkzeugkasten dieje-
nige auswihlen kann, die fiir die jeweilige Aufgabe am geeignetsten er-
scheint.

Frither oder spiter wird es oft sinnvoll, Geometrie in die Sprache der Al-
gebra zu iibersetzen, eine Moglichkeit, die auf René Descartes” Arbeiten im
17. Jahrhundert zuriickgeht. Im 20. Jahrhundert wurde die Geometrie der
Symmetrien ebenfalls in die Algebra iiberfithrt. Symmetrie, diese schwer zu
fassende Eigenschaft, die in der Mathematik wie auch in vielen anderen Ge-
bieten oft den Begriff der ,,Schonheit zu definieren scheint (» Ist Mathe-
matik schén?), konnte nun mathematisch mithilfe der Gruppentheorie einge-
fangen werden. Gruppen liegen im Zentrum der modernen Algebra und bil-
den das Instrumentarium, mit dem sich Symmetrie im Detail untersuchen
lasst (> Was ist Symmetrie?). Im Jahr 1981 vollendeten die Mathematiker
die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen, womit ein gewaltiges
Forschungsprojekt, dessen Anfinge bis in das 19. Jahrhundert zurtickrei-
chen, seinen Abschluss fand. Der Klassifikationssatz, der als Resultat ent-
stand, wird im Englischen auch als enormous theorem bezeichnet. Nach die-
sem Satz gehoren die meisten dieser Gruppen zu wenigen genau bekannten
Familien; dariiber hinaus gibt es aber 26 sporadische Gruppen, deren grofite
ungefihr 8 - 105 Elemente enthilt (diese Zahl besteht aus einer 8, gefolgt
von 53 Nullen). Die Gruppentheorie ist heutzutage bedeutsam in der theo-
retischen Physik, in der Transformati-onen des Raums als Gruppen be-
schrieben werden, wie auch in Chemie und Kristallografie, in denen Sym-
metrien ebenfalls eine Rolle spielen.

»Ermittle den Wert von x“ ist uns schon aus den algebraischen Aufgaben
der Schule wohlbekannt. Bei dieser Art von ,inversem® Problem ist die Leis-
tung der Mathematik besonders beeindruckend und findet iiberall Anwen-
dungen. Oft verlangen diese von uns, eine Unbekannte zu finden, fir die wir
zunidchst nur eine Beziehung oder eine Gleichung aufstellen kénnen. Wenn
wir zum Beispiel wissen, dass die Verldngerung der Seiten eines quadratischen
Feldes um jeweils 3 Meter ein Feld von 400 Quadratmetern ergibt, dann ist
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es ein ,inverses Problem®, die unbekannte Seitenlinge x des urspriinglichen
Feldes zu berechnen. Mittels Algebra und durch ,,Auspacken® der Gleichung
(x+ 3)? =400 finden wir x = 17 (oder, mathematisch exakt, aber physikalisch
bedeutungslos, x = -23). In vielen Fillen hat uns die Arbeit fritherer Genera-
tionen von Mathematikern fiir solche Aufgaben ein Arsenal an Formeln be-
reitgestellt, das wir zu willkommenen Abkiirzungen des Losungsweges nutzen
koénnen (P Gibt es fiir alles eine Formel?).

Zum Start einer Rakete in den Weltraum benétigt man unter anderem Dif-
ferenzialgleichungen und damit auch die Verfahren der Infinitesimalrechnung
bzw. der modernen Analysis (» Was ist die Mathematik des Universums?), ei-
ner Methode, die tiblicherweise eingesetzt wird, wenn Groéflen wie Geschwin-
digkeit und Beschleunigung miteinander verkntipft werden. Es gibt spezielle
Typen von Differenzialgleichungen, die von gut ausgearbeiteten Theorien ge-
tragen werden, aber auch viele ,,isolierte Gleichungen, die sich einer exakten
Losung verweigern. Fiir solche Differenzialgleichungen entwickelte Henri
Poincaré eine ,qualitative Theorie®, die sich auf die Eigenschaften der Losung
konzentriert, anstatt die Losungen explizit finden zu wollen. Diese Untersu-
chungen fiithrten zu der sogenannten Chaostheorie (» Kann ein Schmetterling
wirklich einen Hurrikan verursachen?) und gaben auch dem damals noch neu-
en Gebiet der Topologie eine besondere Richtung, die einen radikalen Wandel
in unserer Sicht auf geometrische Korper einleitete (» Welche Gestalt hat das
Universum?).

Die neue und unbekannte Mathematik

Die meisten Nichtmathematiker werden das Wort ,, Topologie® nicht be-
sonders hiufig in den Mund nehmen, doch zwei andere ,,relative Newcomer*
sind wesentlich geldufigere Begriffe: Wahrscheinlichkeit und Statistik.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung oder -theorie, eine der herausragenden
Schopfungen der modernen Mathematik, erlaubt es uns, mit Unsicherheiten
quantitativ umzugehen (P Kann die Mathematik Reichtiimer garantieren?).
Sie hatte ihre Anfinge in der Unterhaltungsmathematik des 17. Jahrhunderts,
in der es um die Untersuchung von Gliicksspielen ging, wurde jedoch seitdem
verfeinert und zu einer strikten Rechenmethode weiterentwickelt. Heutzutage
ist sie das Riickgrat der Risikoanalyse. Ein verwandtes Gebiet ist die Statistik
(P Ist Statistik nur Liige?), die die Theorie fiir die korrekte Auswertung von
Daten und das Durchfithren von Experimenten bereitstellt. Die Statistik hat
mehrere Wurzeln (so entstammt sie unter anderem dem Bereich der landwirt-
schaftlichen Versuche), doch heutzutage werden ihre Methoden so umfassend
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angewandst, dass es von Politik bis Medizin kaum ein menschliches Betiti-
gungsfeld gibt, das vollig frei von Statistik ist.

Die Anwendung von Statistik und anderen mathematischen Methoden
fithrt natiirlich auch zu dem Wunsch, Vorhersagen iiber die Zukunft zu ma-
chen (P Kann die Mathematik die Zukunft vorhersagen?). So will der Demo-
graf eine verniinftige Abschitzung der Bevélkerung in fiinf Jahren geben
konnen, und der Bérsenmakler will aufgrund von statistischen Anhalts-
punkten und eigenen Vermutungen den Aktienmarkt tiberlisten. Wie soll
man da vorgehen? Dies sind ebenso schwierige Fragen wie das Problem der
Wettervorhersage, welche auf mathematischen Gleichungen beruht, die zu-
mindest im Moment noch nicht gelost werden kénnen (P Gibt es noch un-
geldste Probleme?) und deren Schwierigkeit durch den Schmetterlingseffekt
noch verschirft wird (» Kann ein Schmetterling wirklich einen Hurrikan
verursachen?).

Es gibt also alte Mathematik, und es gibt neue Mathematik. Bevor wir uns
zuriicklehnen und meinen, dass es fast nichts mehr zu tun gibt, sollten wir
uns daran erinnern, dass es auch noch ungeléste mathematische Probleme
gibt, und davon nicht zu wenige (» Gibt es noch ungeloste Probleme?)! Und
das ist auch gut so, denn sonst wiirde die Mathematik verdorren. Es gibt ei-
nige bedeutende offene Fragen, die den Mathematikern schon seit vielen
Jahren Kopfzerbrechen bereiten, zum Beispiel die Goldbach’sche und die
Riemann’sche Vermutung, die beide mit Primzahlen zu tun haben. Ebenso
gibt es viele neue, Aufmerksamkeit auf sich ziehende Probleme. Selbstver-
standlich werden dabei auch Fortschritte gemacht, tiber die teilweise sogar
die Zeitungen in groflen Schlagzeilen berichten. Als im Jahr 1994 die Fer-
mat’sche Vermutung bewiesen wurde, stand die Mathematik einmal ganz im
Licht der Offentlichkeit (» Ist Mathematik schon?). Schon zuvor hatten sich
Mathematiker und Computerspezialisten zusammengetan, um die Vierfar-
benvermutung zu beweisen (» Gibt es fiir alles eine Formel?), und erst kiirz-
lich hat ein einsiedlerischer russischer Mathematiker die Welt tiberrascht, in-
dem er die rund hundert Jahre alte Poincaré-Vermutung bewies — und dann
noch nicht einmal das daftr ausgesetzte Preisgeld von einer Million Dollar
einforderte.

Wofiir ist Mathematik also gut? Im Grunde ist das eine seltsame Frage. Wir
fragen ja auch nicht: ,,Wofiir ist Musik gut?* oder: ,,Wofiir ist Literatur gut?*
Wir akzeptieren, dass es sich dabei einfach um Aktivitdten und Denkprozesse
handelt, die der Ausiibung der kreativen Fantasie dienen und denen sich die
Menschen gerne hingeben — das haben sie schon immer getan und das werden
sie immer tun, denn sie konnen nicht anders. Wenn man meint, dafiir Anwen-
dungen zu benétigen, dann sind sie tiberall um uns herum zu finden. Es ist
fast unmaoglich, all die Wege aufzuzihlen, auf denen die Mathematik uns Wis-
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sen vermittelt iiber die Welt, das Universum, die Natur oder zwischenmensch-
liche Interaktionen. Die Mathematiker konnen mit ihrer Mathematik auf un-
zdhlige Arten unser Leben verdndern — und haben das bereits getan. Doch in
ihrem Kern wird die Mathematik hauptsichlich durch die eine grundlegende
Eigenschaft der menschlichen Natur motiviert: unstillbare Neugier.



Woher kommen die
Zahlen?

Von Kerben in Knochen zu Hexadezimalzahlen

| n unserem taglichen Leben sind wir umgeben von Zahlen. Wenn
wir erwachen, erblicken wir mit verschlafenen Augen den Zahlen-
kreis auf dem Wecker (oder heutzutage eher das Glimmen der Digi-
talanzeige); vielleicht eilen wir zu unseren Vorlesungen mit dem
Bus der Linie 134 oder zur Arbeit mit dem Zug um 8:32 Uhr; wir
zéhlen das Kleingeld flr unser Mittagessen, priifen die Eintrage in
unseren Terminkalendern und driicken die Tasten auf unseren Mo-
biltelefonen; am Ende des Tages schalten wir uns geruhsam durch
eine schwindelerregende Anzahl an nummerierten Fernsehsen-
dern, bevor wir schlieBlich mit einem letzten Blick auf die Uhr zu
Bett gehen. Die Zahlen sind so tief in unserem Leben verankert -
und wir in der Welt der Zahlen -, dass wir gar nicht mehr auf den
Gedanken kommen, in ihnen die erstaunlich vielseitigen Utensilien
zu sehen, die sie tatsachlich sind. Woher kommen sie also?

Natirlich sind viele der Zahlen, denen wir begegnen, einfach nur Bezeichnun-
gen, Etiketten. Theoretisch konnten Buslinien auch auf andere Weise unter-
schieden werden als durch Nummern. Das berithmte ,,57 Varieties“ auf

jeder Ketchup-Flasche von Heinz oder der Whiskey Jack Daniel’s ,,Old No. 7
deuten verschmitzt an, dass es eine ganze Reihe von sorgfiltig unterschie-
denen Variationen des jeweiligen Produkts gibt — doch auch sie sind einfach
nur bedeutungslose Markennamen. Die Wirkung solcher Marken basiert

auf der Art und Weise, in der menschliche Gesellschaften Zahlensysteme ent-
wickelt haben, um Dinge anordnen (erster, zweiter, ...) und zihlen zu
kénnen.

Heutzutage verwendet die Menschheit fast tiberall einheitlich dasselbe Sys-
tem aus nur zehn Symbolen, von 0 bis 9, fur alle Zwecke des Zahlens und des
Ordnens. Die Kombinationen dieser Symbole sind vielseitig genug, um sowohl
die riesigen Abstinde der Galaxien als auch die winzigen Durchmesser der

T. Crilly, Die grofsen Fragen Mathematik, DOI 10.1007/978-3-8274-2918-6_3,
© Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2012
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Atomkerne darstellen zu konnen, und das auch noch auf verschiedene Arten.
Der Laie konnte zum Beispiel schreiben, dass die Erde 150.000.000 Kilometer
oder 150 Millionen Kilometer weit von der Sonne entfernt ist, wihrend Ma-
thematiker oder Naturwissenschaftler wahrscheinlich die knappe Eleganz des
Ausdrucks 1,5 - 10® Kilometer bevorzugen (also 1,5 multipliziert mit der ach-
ten Potenz von 10). Um ein Tausendstel eines Meters zu beschreiben, haben
wir drei Mglichkeiten: 0,001 Meter, 1 Millimeter oder 107> Meter (also
10 hoch -3 Meter), wihrend der winzige Durchmesser eines Atomkerns
knapp und iibersichtlich als 107> Meter ausgedriickt werden kann.

So elegant und vielseitig diese zehn Symbole auch sind — ihre Erfindung
war doch niemals zwangsldufig, und sie standen weder am Anfang noch wer-
den sie das Ende der menschlichen Erfindungen sein, was Zahlensysteme

betrifft.

Die friihesten Zahlmethoden

Forscher haben Hinweise darauf gefunden, dass Zahlen seit mindestens
30.000 Jahren aufgezeichnet werden — zunichst auf ,,Kerbholzern®, also Holz-
stiben mit eingeritzten Markierungen, die

\ ‘ | l Mengenangaben bedeuten. So liefern in
Afrika und Osteuropa gefundene eingekerb-

Ein einfaches, heute noch verbreitetes
Zahlsystem

te Knochen, die numerischen Aufzeichnun-
gen dienten, Belege fiir frithestes Zihlen.
Kerbhélzer wurden noch im England des

13. Jahrhunderts bei der Steuereinnahme verwendet, und iiberraschender-
weise hielt sich dieses traditionelle System in manchen Gegenden bis in die
1820er Jahre, als es durch Aufzeichnungen auf Papier ersetzt wurde. Auch heu-
te erfiillen Strichlisten bei der Buchfithrung tiber stetig wachsende Gréflen
zuweilen noch ihren Zweck, zum Beispiel um den Spielstand im Sport oder
Daten bei statistischen Untersuchungen festzuhalten. Die iibliche Methode,
die schon sehr frithen Ursprungs zu sein scheint, besteht darin, bis 5 zu zihlen
und dabei ein Muster zu bilden, das wie ein verriegeltes Tor aussieht.
Zahlsysteme finden sich in der gesamten

| I_ I | N Welt. So nutzt beispielsweise ein System aus
! Stidamerika ebenfalls fiinf Striche, die aller-

Ein siidamerikanisches Zahlsystem

dings zu einer anderen Form zusammen-
gesetzt werden.

Unter den Aborigines in Australien waren einfache Zihlsysteme in Ge-
brauch, die tiber die kleinen Zahlen hinaus abstrahierten. So wurde in Tasma-
nien ein Zihlsystem verwendet, das sich als ,,eins, ,zwei, ,viele tibersetzen
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lisst, wihrend es auf dem Festland, in Queensland, ein Beispiel fiir ,,eins

»zwei’, ,eins und zwei, ,zwei Zweier und ,,viele gab.

Babylonier und Agypter

Ein echtes Zahlensystem entstand erstmals in der ,,Wiege unserer Kultur®, dem

Mittleren Osten. Die babylonische Zivilisation hatte ihre Bliite in Mesopota-

mien, dem Teil des heutigen Irak, der sich zwischen den Fliissen Euphrat und
Tigris befindet. Die Hauptstadt Babylon lag etwa 90 Kilometer siidlich des
heutigen Bagdad. Im dritten vorchristlichen Jahrtausend verwendeten die

Babylonier ein Zahlensystem, das auf der Zahl 60 basierte. Uberreste davon ha-

ben sich bis heute erhalten. Beispiele dafiir finden sich in unserer Zeitmessung

(60 Sekunden in einer Minute, 60 Minuten in einer Stunde) und, da die Baby-

lonier ihre Mathematik auch in der Astronomie einsetzten, in dem Winkel, der

einem Kreis oder einer vollen Umdrehung entspricht: 360 Grad. Ein System,
das auf der Zahl 60 basiert, hat rechnerische Vorteile. Einer davon ist die Teil-
barkeit der Zahl 60 durch nicht weniger als elf kleinere Zahlen, nimlich 1, 2, 3,
4,5, 6,10, 12, 15, 20 und 30, was offensichtlichen Nutzen hat, wenn etwas auf-

geteilt werden muss.

Die Zahlen von 1 bis 60 wurden in Babylonien mithilfe von nur zwei Sym-

bolen notiert, die sich besonders gut in die dabei verwendeten Tontafeln ein-

prégen liefen: eine einzelne senkrechte Linie (Keil) und ein
Winkel (Haken). Der Keil stand fiir die Zahl 1, und die Zahlen
2 bis 59 wurden durch verschiedene Kombinationen der bei-
den Symbole dargestellt. Die Babylonier schrieben und lasen
ihre Zahlen von links nach rechts, und der Wert eines Symbols
war durch seine relative Position in der Reihe definiert — also
ebenso wie bei unserem heutigen System. Wenn sie die 60 er-
reicht hatten, begannen sie wieder von vorn und verwendeten
den gleichen Keil fiir die Zahl 60, den sie schon fiir die 1 ver-
wendet hatten. Die einzige Moglichkeit, die Bedeutungen die-
ser beiden Zeichen zu unterscheiden, war durch den Zusam-
menhang gegeben, so dass zum Beispiel beim Messen von

| <

Die beiden babyloni-
schen Zahlzeichen

< M

Die Zahl 23 in babylo-
nischen Symbolen

Winkeln 60 Grad wahrscheinlicher waren als 1 Grad. Etwas, das der Null ent-

sprochen hiitte, besaflen sie nicht.

Die alten Agypter entwickelten ein anderes, ausgekliigeltes System, das sie
bei ihren groflartigen Pyramidenkonstruktionen ausgiebig einsetzten. (Fiir
den Bau der Pyramiden benétigten sie auflerdem Kenntnisse in rdumlicher
Geometrie sowie die Fahigkeit, genaue Messungen anzustellen.) Ihr System,
das auf der Zahl 10 basierte, entstand ab etwa 2700 v. Chr. Fiir die Zahlen bis



20 | Woher kommen die Zahlen?

zur 9 verwendeten sie vertikale Zihlstriche
9 m sowie danach zwei verschiedene Symbole
4 fiir die Zahlen 10 und 100. Anders als die
Die altagyptischen Symbole fir 10 und Babylonier schrieben die Agypter von

100 rechts nach links. Die Symbole fiir die gro-
Beren Zahlen waren kunstvoll: So stand

LY 99 vt ooz
100.000.

Die Zahl 234 in altégyptischen Die Mathematik der alten Agypter war
Symbolen hauptsichlich an praktische Dinge gebun-
den, aber sie kannten auch schon einige

raffinierte mathematische Kniffe. Ihre Methode fiir die Multiplikation war ge-
nial. In unserem modernen System miissen wir zum Kopfrechnen die Multi-
plikationstabellen kennen, die wir als Kinder in der Schule auswendig lernten.
Doch die Kinder im frithen Agypten benétigten letztlich nur die Tabelle fiir
die Verdoppelung, da sie an die Multiplikation mit einer Methode herangin-
gen, die auf die Verwendung des Abakus zugeschnitten war.

Die vedischen Arier

Weiter stlich breitete sich im zweiten Jahrtausend vor Christus die Kultur der
vedisch sprechenden Arier von Zentralasien in das Indus-Tal aus. Aufzeich-
nungen ihrer arithmetischen Methoden werden etwa auf das Jahr 1000 v. Chr.
datiert. In den Dichtungen, literarischen Texten und Weisheiten, die in den Ve-
den (archaischen Hindu-Schriften) enthalten sind, finden sich neunzehn ihrer
mathematischen Sutras, also Wort-Formeln. Darin waren arithmetische Me-
thoden codiert, die man als Abkiirzung oder als Variante bei bestimmten Auf-
gaben anwenden konnte. Eines davon zum Beispiel war das Sutra ,,vertikal
und kreuzweise®, das bei der Multiplikation ganzer Zahlen half — in unserem
modernen System eine eher langwierige Rechnung. Wenn sie beispielsweise
die Zahlen 13 und 24 multiplizieren wollten (die wir der Einfachheit halber
mit unseren vertrauten Symbolen darstellen), dann schrieben sie zunichst die
13 iiber die 24 in ein Gitter, wie hier gezeigt ist.

2 4

Ein Zahlengitter der vedischen Arier



