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Prefacio a la segunda edicion

Ensenar bien las matematicas solo puede hacerlo aquél que las ame

con pasion y las comprenda como una ciencia viva en desarrollo.

Andréi Nikoldyevich Kolmogorov

En esta segunda edicién del texto de probabilidad se han hecho varias
correcciones de errores detectados en la primera edicién. En el segundo
capitulo se incluyé el teorema de descomposicion de Jordan para funciones
de distribucién. En el quinto capitulo se hicieron algunas modificaciones en
el orden de presentacidn, tanto de conceptos como de resultados, con el fin
de hacer la lectura mis dindmica y estructurada. En el sexto capitulo se
adicionaron las principales propiedades de la esperanza condicional con

respecto a una sigma algebra.

En esta segunda edicién se incluyen nuevos ejercicios en todas las
secciones y se adiciona un nuevo capitulo en el que se presentan los
resultados bdsicos de las cadenas de Markov con pardmetro de tiempo

discreto.



Deseo agradecer de manera especial al profesor Ignacio Mantilla, quien
me colaboré con la revisién y levantamiento del texto de esta segunda
edicién, asi como a los profesores Viswanathan Arunachalam del
Departamento de Matemadticas de la Universidad de los Andes y
Selvamuthu Dharmaraja del Departamento de Matemdticas del Indian
Institute of Technology de New Delhi (India), por sus valiosos comentarios
y sugerencias que me permitieron mejorar de manera significativa la primera

edicidn.



Prefacio a la primera edicion

Este texto estd diseflado para un primer curso de teoria de probabilidad
en las carreras de matemdticas y estadistica, asi como para los estudiantes de
la especializacién en estadistica que no cuenten con conocimientos previos
en el drea. La idea de escribir este texto surgié hace ya varios afios, como
respuesta a la necesidad de contar con un texto en espaifiol, que abarcara los
principales temas que deben ser vistos por los estudiantes de las carreras
antes mencionadas. Fue asi como en el afo 1998 publiqué una primera
version del presente texto, en la coleccion “Notas de clase” de la Facultad de
Ciencias de la Universidad Nacional de Colombia. Luego, a partir de la
experiencia otorgada por la ensefianza del curso de probabilidad durante
varios semestres, en los cuales se detectaron, gracias al aporte critico de
colegas y estudiantes, varias deficiencias y carencias en esa primera version,

ésta fue corregida y aumentada hasta dar origen al presente trabajo.

El texto estd dividido en ocho capitulos y cuatro apéndices. En el primer
capitulo se presentan los conceptos basicos de la teoria tales como: espacios
de probabilidad, eventos independientes, probabilidad condicional y regla de

Bayes. En el segundo se discuten los conceptos de variable aleatoria,



distribucién y funcién de distribucién de una variable aleatoria, valor
esperado, varianza, funciones generadora de momentos y caracteristica. En
el tercer y cuarto capitulo se presentan, respectivamente, las distribuciones
de tipo discreto y continuo de uso mds frecuente en las aplicaciones. El
quinto capitulo estd dedicado al estudio de los vectores aleatorios y sus
distribuciones; se estudian entre otros temas, la distribucién conjunta de
variables aleatorias, los conceptos de independencia de variables aleatorias y
de covarianza y coeficiente de correlacion, se trabaja también la distribucién
de una funcién de un vector aleatorio, obteniendo como caso particular, las
distribuciones de la suma, diferencia, producto y cociente de variables
aleatorias. Finalmente se dedican las dltimas secciones al estudio de los
conceptos de valor esperado de un vector aleatorio, matriz de varianzas y
covarianzas, funciones generadoras de momentos y caracteristicas conjuntas
y se termina con una introduccién al estudio de la distribucién normal
multivariada. En el sexto capitulo se trabajan los conceptos de probabilidad
y esperanza condicional. El estudio de los teoremas limites es el objetivo del
séptimo capitulo, en él se estudian tres tipos de convergencia de sucesiones
de wvariables aleatorias: convergencia estocdstica, casi siempre y en
distribucién, se establecen relaciones entre ellas y se presentan las leyes débil
y fuerte de los grandes nimeros, asi como el Teorema Central del Limite.
En el octavo y dltimo capitulo se hace una introduccién a la modelacién
aleatoria. Se explica como obtener algoritmos que permiten calcular
probabilidades, valores esperados, asi como simular valores de variables
aleatorias con un ndimero contable de posibles resultados y de variables
aleatorias continuas con funcién de distribucién conocida. En el apéndice
uno se hace una breve introduccién a la teoria de conjuntos, haciendo
especial énfasis en los conceptos de imagen directa e inversa de una funcién.

El el segundo apéndice se presentan los conceptos basicos del anlisis



combinatorio, desarrollando ejemplos ilustrativos del principio fundamental
del conteo. En el tercer apéndice se presenta un resumen de los conceptos
del dlgebra lineal usados a lo largo del texto. Por dltimo, el cuarto apéndice
contiene las tablas de las funciones de distribucién mas usadas en las

aplicaciones. Estas tablas fueron generadas con el programa MATLAB.

Al final de cada capitulo hay una serie de ejercicios, con ellos el lector
podrd verificar su comprensién de los temas desarrollados y encontrard, en

algunos casos, material adicional de estudio.

Para la comprension del texto, el lector debe tener conocimientos sélidos

del célculo diferencial e integral en una y varias variables.

Deseo agradecer de manera especial al profesor Ignacio Mantilla, quien
ademds de brindarme su apoyo moral, colaboré no sélo en el desarrollo del
octavo capitulo, escribiendo e implementando los algoritmos que en ¢l
aparecen, sino también en la generacién de las tablas que aparecen en el

cuarto apéndice.

Por dltimo deseo agradecer a la Universidad Nacional de Colombia, y en
especial a su Departamento de Estadistica, por brindarme el tiempo y las
facilidades necesarias que hicieron posible la elaboracién de este texto; a mis
colegas Fabio Nieto y Humberto Mayorga de la Universidad Nacional y
Fernando Ruiz del IDEAM, quienes colaboraron en la correccién del
manuscrito, asi como al Profesor Gustavo Rubiano, Director de
Publicaciones de la Facultad de Ciencias, quien me motivd

permanentemente.



Capitulo 1

Conceptos basicos

La teoria de la probabilidad ha sido relacionada desde sus comienzos con
los juegos de azar, de hecho ya en los tiempos del primer emperador romano
Augusto (63 A.C-14 D.C), eran comunes los juegos de azar y se hacian
tablas de mortandad. Este fue el origen de la probabilidad y la estadistica.
Posteriormente estas dos disciplinas se fueron separando debido a sus
distintos objetivos, pero sin dejar de estar relacionadas. En el siglo XVI se
sostuvieron discusiones filoséficas sobre la probabilidad, se destaca en esta
época el fil6sofo italiano Gerolamo Cardano (1501-1576) quien fue uno de
los primeros en hacer un tratamiento matematico del azar. El trabajo de
Cardano sélo fue publicado en 1663 cuando hubo el intercambio de
correspondencia entre el matemdtico francés Blaise Pascal (1623-1662) y el
abogado y matemadtico francés Pierre de Fermat (1601-1665) acerca del

famoso problema de Chévalier de Mére.



Chévalier de Mére era el apodo del noble francés Antoine Gombaud
(1607-1684) quien era un jugador empedernido que acostumbraba a invitar
a sus amigos a jugar a su casa distintos tipos de juegos de dados. Uno de los
juegos consistia en lanzar seis veces un dado y si en por lo menos uno los
dados se obtenia un " seis", Chevalier ganaba. Con dicho juego, Chevalier
era sumamente exitoso, sin embargo, para muchos de sus huéspedes el juego
se torné poco atractivo pues, a la larga, ellos siempre perdian. Por esta razén
Chevalier modifica la apuesta y la cambia por la siguiente: Chevalier gana si
en 24 lanzamientos de dos dados aparece, por lo menos una vez, un doble
seis. Dicho juego resulté muy interesante para los huéspedes de Chevalier
pero no para €l, quien perdié en casi todas las noches de juego. Al no poder
él aclarar el resultado de este juego, decide acudir a su amigo Blaise Pascal

para determinar el por qué la suerte se habia puesto en su contra.

Pascal intercambié una serie de cartas con su compatriota Fermat y entre
ambos solucionaron el problema pero no pudieron aclarar la aparente

contradiccién entre intuicién y realidad.

La solucién dada por Pascal y Fermat al problema de Chevalier, en
terminologia moderna, es la siguiente:

Primer juego:

Chevalier gana si sale por lo menos un seis en cuatro lanzamientos del

dado:

P (“ningtn seis”)

o | oo

_ (.5)*_{}}@
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P (“ningun seis en cuatro lanzamientos”)

P (“por lo menos un seis en cuatro lanzamientos”) = 0.518



Segundo juego:
Chevalier gana si obtiene por lo menos un doble seis en veinticuatro

lanzamientos del dado:

P (“ningun doble seis”) 36

P (“ningun doble seis en veinticuatro lanzamientos”)
P (“por lo menos un doble seis en veinticuatro lanzamientos”) = 0.491

Por lo tanto, las probabilidades de ganar de Chevalier, en la primera versién
del juego, eran superiores al 50 %, en tanto que en la segunda versién
estaban por debajo de dicho porcentaje y en consecuencia dicha opcién le

ofrecia peores posibilidades de ganar.

Este no fue el dnico problema que trabajaron Pascal y Fermat a través de
su intercambio de correspondencia. Ellos también observaron que la
probabilidad de un evento imposible debia ser cero y que la de un evento
seguro debia ser uno. También observaron que en experimentos, como los
del lanzamiento de un dado, la suma de todos los posibles resultados debe
ser uno, estableciendo de esta manera las bases para la definicién de
independencia de eventos.Vale la pena anotar que ni Fermat ni Pascal
publicaron sus resultados y fue el matematico y fisico holandés Christian
Huygens (16291695) quien en 1657 publicé un tratado titulado "De
ratiocinnis in ludo aleae"(Sobre los razonamientos relativos a los juegos de dados)
el cual estaba inspirado en la correspondencia sostenida por Fermat y
Pascal. Huygens extendié los resultados de Pascal para el caso de tres o mis

jugadores.



En la época de Galileo Galilei (1564-1642) se plantearon muchas
inquietudes de tipo combinatorio. Dentro de éstas se destaca la planteada
por el conde de Toscana quien deseaba saber por qué cuando se lanzan tres
dados, se tiene que la suma 10, en los resultados obtenidos, aparece mas
frecuentemente que la suma 9, a pesar de que hay, en cada caso, seis formas
posibles de obtener el correspondiente resultado. Ese problema ya habia
sido planteado un siglo atrds por otras personas, pero sélo Galileo pudo
resolverlo correctamente. Galileo noté que no sélo debia tenerse en cuenta
la suma final de los resultados sino también cudles son las diferentes

combinaciones que permiten obtener el resultado deseado.

Este tipo de reflexiones se las hizé también el matemdtico alemin
Gottfried Wilhem Leibniz (1646-1716). Leibniz fue uno de los ultimos
“Cientificos Universales” de su tiempo: era filésofo, matemaitico y se
desempené como diplomatico. Dentro de sus aportes se encuentra la
invencién de una mdquina para calcular y el desarrollo del cdlculo diferencial
e integral. En el afio 1666 publicé un trabajo titulado “Dissertatio de arte
combinatoria” el cual puede considerarse como la partida de nacimiento de la
combinatoria. El consideré no sélo la combinacién de ndmeros sino

también la de vocablos, colores y sonidos.

Entre los siglos XVII y XVIII se hicieron importantes avances en la
teoria de la probabilidad debido en parte al desarrollo del célculo
infinitesimal; de este periodo sobresalen, entre otros resultados, los
siguientes: la ley de los grandes nimeros debida a James Bernoulli (1654-
1705), también conocido como Jacob, Jacques o Jakob Bernoulli. Esta ley es
un teorema bdasico en la teoria moderna de probabilidad, una interpretacién
sencilla de ella establece que si se realiza un experimento aleatorio en el que
hay sélo dos posibles resultados: éxito y fracaso, entonces la proporcién de

éxitos obtenidos tiende a estabilizarse alrededor de un nimero entre 0 y 1



(que resulta ser la probabilidad de éxito), a medida que aumenta el nimero
de repeticiones. El otro resultado trascendental de esta época es el teorema
de DeMoivre-Laplace, el cual establece que cuando n es suficientemente
grande, una variable aleatoria binomial con pardmetros n y p tiene
aproximadamente la misma distribucién que una variable aleatoria normal
con media 7zp y varianza np(1 — p). Este resultado fue probado inicialmente

por el matemdtico francés Abraham DeMoivre (1667-1754) para el caso

P=5

2 en el afo 1733 y luego extendido, al caso 0 < p < 1 arbitrario por el

matemdtico francés Pierre-Simon Laplace ( 1749-1827) en el afio 1812.



A pesar de haberse obtenido resultados tedricos de la envergadura de los
mencionados anteriormente, es necesario anotar que en esta época no habia
claridad en los conceptos bésicos. Para entonces, ya era conocida la famosa
definicién de Laplace del concepto de probabilidad como el cociente de
casos favorables sobre casos posibles, suponiendo que todos los resultados
del experimento aleatorio subyacente son igualmente probables; pero ;qué
significaba: “igualmente probables” ? En el afio 1892, el matemdtico y
filos6fo alemdn Karl Stumpf (1848-1936) interpreta esta expresion
afirmando que los eventos son igualmente probables, cuando no se tiene
ningun conocimiento de cudl de los distintos resultados del experimento en
cuestién va a ocurrir. En contraposicién con este punto de vista, se tiene el
del matemdtico aleman Johann von Kriess (1853-1928), quien consideraba
que para determinar los resultados igualmente probables de un experimento,
era necesario tener un conocimiento objetivo de éste. Asi por ejemplo, si
sblo se sabe que una urna contiene bolas negras y blancas, entonces, segin
Strumpf, para la primera extraccién es igualmente probable sacar una bola
blanca o una bola negra, en tanto que von Kriess admitiria este supuesto
s6lo si se conoce que el nimero de bolas negras en la urna es igual al
nimero de bolas blancas. Se dice que el mismo Markov tuvo dificultades al
respecto: segin Krengel [Kre] en el libro de texto de Markov (1912), se
encuentra el siguiente ejemplo: “supéngase que en una urna hay bolas de

cuatro colores 1, 2, 3 y 4 con frecuencias desconocidas a, b, ¢ y d, entonces

la probabilidad de extraer una bola de color 1 es igual a 1 pues los cuatro

colores son igualmente probables”. Como se observa, no habia claridad, ain
en el caso de experimentos aleatorios con un ndmero finito de posibles

resultados, acerca de su modelacién matemdtica.

No podemos abandonar el recuento histérico del siglo XIX sin

mencionar al famoso matemdtico alemdn Carl Friedrich Gauss ( 1777-



1855) a quien se le conoce como “E! principe de las Matemdticas”. Gauss fue
un nifio prodigio que a muy temprana edad demostré su increible capacidad
matemadtica. A la edad de 18 afos, Gauss se propusé calcular la érbita de un
asteroide llamado Ceres, que habia sido descubierto el primer dia del siglo
XIX por el astrénomo italiano Giuseppe Piazzi . La técnica utilizada por
Gauss consistié en demostrar cémo las variaciones en los datos de origen
experimental podian representarse mediante una curva acampanada (hoy
conocida como campana de Gauss) para lo cual empleé el llamado mérodo de
los minimos cuadrados, el cual fue desarrollado por él mismo en 1794. Sus
cilculos fueron tan precisos que el asteroide pudo ser observado un afo
después en el lugar predicho por Gauss. Gauss contribuyé ademds
significativamente en muchos otros campos, incluida la teoria de nimeros,
el andlisis matematico, la geometria diferencial, la geodesia, el magnetismo
y la éptica.

A comienzos del siglo XX y a pesar de haber ocupado la atencién de los
mds famosos matematicos, como por ejemplo Cardano, Fermat, Bernoulli,
Laplace, Poisson y Gauss, la teoria de la probabilidad no era reconocida
dentro del medio académico como una disciplina matematica y se discutia si
mds bien se trataba de una disciplina empirica. En el famoso Segundo
Congreso Internacional de Matemaiticas, realizado en agosto del afio 1900,
el matemdtico alemin David Hilbert (1862-1943) plantea, en su
transcendental conferencia del 8 de agosto, en el sexto problema la
necesidad de investigar los fundamentos de aquellas ciencias en las que las
matematicas juegan un papel importante, entre las que estaba la teoria de la
probabilidad. En el ano 1901 el matematico alemin Georg Bohlmann
(1869-1928) formul6 una primera aproximacién a la axiomatizacién de la
probabilidad [Kre]: él define la probabilidad de un evento E como un

nimero no negativo p(E) para el cual se satisface:



i) Si E es el evento seguro entonces p(E) = 1.
ii) Si E, y E, son dos eventos, tales que ellos ocurren simultineamente

con probabilidad cero, entonces la probabilidad de que E, o E, ocurran es
igual a p(E,) + p(E,).

En el afio 1907 el italiano Ugo Broggi (1880-1965) escribid, bajo la
direccién de Hilbert, su trabajo de doctorado titulado “Die Axiome der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung” (Los axiomas del calculo de probabilidades). La
definicién de evento se presenta de manera difusa y se afirma que la
aditividad y la s—aditividad son equivalentes (la demostracién de este
resultado falso contiene tal cantidad de errores, que es de suponer que
Hilbert no ley6 en detalle el trabajo). Sin embargo, puede considerarse este

trabajo como el predecesor de los trabajos de Kolmogorov.

En el congreso internacional de matematicas llevado a cabo en Roma en
el afio 1908, Bohlman define la independencia de eventos en la forma
conocida actualmente y muestra la diferencia de este concepto con el de la
independencia dos a dos. Cabe anotar que ain no se habia dado una

definicién precisa de evento.

De acuerdo a lo relatado por Krengel [Kre], en el afio 1901 el
matematico sueco Wiman utiliza el concepto de medida en su definicién de
probabilidad geométrica. A este respecto, dice el matemadtico francés Emile
Borel (1871-1956) en el afio 1905 lo siguiente: “Cuando se usa la convencion:
la probabilidad de un conjunto es proporcional a su longitud, drea o volumen,
entonces se debe ser explicito y aclarar que esto es s6lo una convencion mds y no una
definicion de probabilidad’ .

Gracias a los trabajos de los matemdticos franceses Fréchet (1878-1973)
y Caratheodory (1873-1950), quienes “liberaron” la teoria de la medida de

su interpretacién geométrica, se abrié el camino para la axiomatizacién de la



teoria de la probabilidad tal y como se la conoce hoy en dia. En el famoso
libro “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung” (Fundamentos de la
teoria de probabilidad) publicado por primera vez en el afo 1933, el
matemdtico ruso Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) axiomatizé
la teoria de la probabilidad haciendo uso de la teoria de la medida,
quedando rigurosamente definidos los conceptos de espacio de probabilidad,
evento, variable aleatoria, independencia de eventos y de variables aleatorias,
probabilidad condicional, entre otros. Pero en el trabajo realizado por
Kolmogorov no sélo se establecieron de manera explicita los axiomas y
definiciones bdsicas de la teoria del cdlculo de probabilidades, sino que
ademads se formularon las bases de la teoria de los procesos estocisticos, en
particular se realizaron importantes contribuciones en el desarrollo de los
procesos de Markov y de los procesos de ramificacién. Uno de los resultados
mds importantes presentados por Kolmogorov es el teorema de consistencia,
el cual es fundamental cuando se desea garantizar la existencia de procesos

estocdsticos como elementos aleatorios de espacios de dimension infinita.

La teoria de la probabilidad no sélo es atractiva por ser una teoria
matematica compleja sino por sus multiples aplicaciones a otros campos del
conocimiento cientifico. Su amplia gama de aplicaciones abarca tépicos en
fisica, quimica, genética, ecologia, comunicaciones, demografia y finanzas,

entre otros muchos.

A principios del siglo XX, uno de los problemas cientificos mds
importantes era comprender el llamado movimiento browniano, nombrado
asi en honor al botinico inglés Robert Brown (1777-1858), quien observé
que las particulas de polen suspendidas en un liquido se mueven de manera
incesante e irregular. Brown pensé, en un comienzo, que el movimiento se

debia a la naturaleza orgédnica del polen, sin embargo el mismo refuta esta



teoria al verificar, con un simple experimento, que el movimiento se

presentaba también en sustancias inorganicas.

Desde los trabajos realizados por Brown y hasta finales del siglo XIX no
se sabe de otras investigaciones acerca del movimiento browniano. En 1905,
el fisico alemédn Albert Einstein (1879-1955) publica en su articulo titulado
“Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Warme gefordete
Bewegung von in ruhenden Flissigkeiten suspendierten Teilchen” (Acerca
de la teoria de la cinética molecular del movimiento, inducido por el calor,
de particulas suspendidas en un liquido) [Kah] los aspectos principales del
movimiento browniano, él prueba que el movimiento de la particula en el
instante t se puede modelar por medio de la distribucién normal y concluye
ademds que el movimiento se debe a los continuos choques de la particula
con las moléculas del liquido en el cual se halla suspendida. Cabe anotar sin
embargo, como el mismo Einstein lo reconoce, que él desconocia los
trabajos de Brown [Nel]. La primera investigacién matemdtica acerca del
movimiento browniano es debida al matemdtico francés Louis Bachelier
(1870-1946) quien en el afio 1900 propusé en su tesis doctoral “Theorie de
la spéculation” (Teoria de la especulacion) al movimiento browniano como
modelo asociado a los precios especulativos. Una de las imperfecciones del
modelo propuesto por Bachelier fue que en éste los precios podian ser
negativos y por esto el modelo cayé en el olvido durante largo tiempo. En el
afio 1960 el economista Samuelson (premio Nobel de economia del afio
1970) propuso la exponencial del movimiento browniano para modelar el

comportamiento de los precios que estdn sujetos a incertidumbre.

La estructura matematica del movimiento browniano, tal y como se la
conoce hoy en dia, es debida al famoso matematico norteamericano Norbert
Wiener (1894-1964). Por esta razén el movimiento browniano también es

llamado proceso de Wiener. Aun cuando las contribuciones de Wiener



siempre tuvieron como motivo resolver problemas practicos, ellas
transcendieron mds alld de la solucién de dichos problemas y dieron origen
a teorias matematicas de gran valor tales como la teoria de distribuciones, el
andlisis de Fourier y el anilisis arménico generalizado. Los primeros
articulos de Wiener sobre movimiento browniano son muy dificiles de leer
y sélo el renombrado matemdtico francés Paul Lévy (1886-1971) pudo
reconocer su importancia. Paul Lévy contribuy6, de manera notable, al
desarrollo de la teoria de la probabilidad y entre sus contribuciones mas
importantes se destacan: el concepto de martingala, los procesos de Lévy,
que incluyen, entre otros, al movimiento browniano y al de Poisson, y el
teorema de continuidad de funciones caracteristicas. Ademads, Lévy dedujo
varias de las propiedades mas importantes del movimiento browniano. Se
dice (ver [Gor]) que ha ocurrido muchas veces, que cosas que se crefan
nuevos descubrimientos importantes en teoria de probabilidad ya estaban

contenidos, de alguna manera, en los trabajos de Lévy.

En los afios setenta del siglo pasado, se describié la férmula de Black-
Scholes y Merton, que permite la valoracién de opciones de compra y venta
europeas. Por este trabajo se les otorgd a Scholes y Merton el premio Nobel
en economia en el afio 1997 (para esta fecha Black ya habia fallecido). El
desarrollo dado por Black-Scholes y Merton, sin embargo, no hubiese sido
posible de no haber sido por los trabajos realizados por el matematico
jap6nes Kyosi Ito (1915-2008 ) publicados en los afios 1940 y 1946, en los
cuales presenta una serie de articulos donde introduce dos de los conceptos
mds importantes de la teoria moderna de probabilidad: la integral
estocdstica y las ecuaciones diferenciales estocisticas. Estos conceptos han
sido ademads una herramienta esencial en muchos campos de la matematica,

como por ejemplo en la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales, asi



como en las aplicaciones, no sélo a las matemadticas financieras, sino a la
fisica tedrica, la biologia y la ingenieria (ver [Kor]).

Como se ve, la teoria de la probabilidad es no sélo una teoria matematica
hermosa sino que ofrece una amplia gama de aplicaciones a problemas
concretos de la vida real, ya que muchos fenémenos que se presentan en la
naturaleza son de origen aleatorio y sélo con técnicas probabilistas pueden

ser modelados.

Espero que este libro de texto motive a los estudiantes de matematicas y
estadistica al estudio de la teoria de la probabilidad, no sélo por su riqueza
tedrica y su gran cantidad de aplicaciones, sino porque conjuga las distintas
teorias matematicas: dlgebra, ecuaciones diferenciales, andlisis funcional con

un sélo fin: tratar de entender el mundo en el que vivimos.

1.1. Espacios de probabilidad

En esta seccidn se va a desarrollar el concepto de medida de probabilidad

y a presentar sus propiedades basicas.

Cuando se lanza un dado corriente una vez, no se puede predecir cudl
serd el resultado que se va a obtener, sin embargo, se sabe que el conjunto de
posibles resultados es {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Un experimento de éste tipo es lo

que se llama experimento aleatorio. Esto es:

Definicién 1.1 (experimento aleatorio) Un experimento se dice aleatorio si su

resultado no puede ser determinado de antemano.

Se supone que el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento aleatorio es conocido. A este conjunto se le llama espacio

muestral. Mas precisamente:



Definicién 1.2 (espacio muestral) E/ conjunto 2 de todos los posibles resultados

. . . cr =0
de un experimento aleatorio se llama espacio muestral. Los elementos “ =*° son

llamados puntos muestrales.

Ejemplo 1.3 Experimento: lanzamiento de una moneda corriente. Los pasibles

resultados, en este caso, son ‘cara”= ¢ y “sello”= s. Esto es, 2 = {¢,s}. &

Ejemplo 1.4 Experimento: lanzamiento de un dado corriente 3 weces

consecutivas. En este caso, los posibles resultados son triplas (a, b, ¢c) cona, b, c €

{1,2,3,4,5, 6}. Estoes,
O={(abec):abcec{l1,2.3456}} a

Ejemplo 1.5 Experimem‘a: se observa el numero de veces que es necesario lanzar

una moneda corriente hasta obtener por primera vez cara. En este caso:
Q={1.2....x}

obsérvese que el punto muestral “1” indica que se obtuvo cara en el primer
lanzamiento, el punto muestral “A” indica que en los tres primeros lanzamientos
se obtuvo ‘sello” y en el cuarto “cara’, el punto muestral “*” indica que nunca se

obtiene ‘cara”. ®

Ejemplo 1.6 Experimento: se observa la posicion de una particula que se mueve

aleatoriamente sobre el eje real. En este caso ©? ==~ A

Se observa que los puntos muestrales pueden ser nimeros, vectores,
simbolos, etc. los cuales estin determinados por el experimento

considerado.

Definicién 1.7 E/ espacio muestral Y se llama discreto si es ﬁnito o numerable.

Un experimento aleatorio se llama finito (discreto) si su espacio muestral es finito

(discreto).



Volviendo al ejemplo 1.4, una pregunta que surge de manera natural es:
ccudl es el “chance” que tiene un “evento’, tal como “la suma de los
resultados obtenidos es mayor o igual que 2”7, de ocurrir?. Esto es, scudl es el

“chance” de ocurrir de
A={la.bc)eR:at+b+c=2}?

Pero, ¢qué es un evento? Si se sigue la idea expuesta anteriormente, se puede
pensar que un evento es simplemente un subconjunto del espacio muestral,
pero entonces ¢son todos los subconjuntos de un espacio muestral eventos?
La respuesta a esta pregunta es no. La clase de subconjuntos del espacio
muestral para los que estard definido el “chance” que tienen de ocurrir debe

tener estructura de a—dlgebra, concepto que se precisard a continuacién.
s o, , 0O =< ., o .
Definicién 1.8 (5-dlgebra) Sea ** = V- Una coleccion = de subconjuntos de € es
una Y — dlgebra sobre Lo y solo si,
;) Qe
i) Si A € entonces A € 3 .

i
- UA e
iii) Si A}, A,,... € S entonces =

Los elementos de < se llaman eventos.

Ejemplo 1.9 Sea @ # U Entonces =0 = 0.9} yol@) ={4: 4S9} 0 _

dlgebras sobre . 3 recibe el nombre de O—idlgebra trivial y ¥ () recibe el

nombre de o—ilgebra total. »

Ejemplo 1.10 Sea © = {1, 2, 3}. Entonces 3={0.{13{2319} 5 ypg o -

dlgebra sobre 2, en tanto que R={0{17- 213309} 15 fp o5, A



0

Ejemplo 1.11 Sean 2 y @

conjuntos no vacios y < una © — dlgebra sobre - Si

- . . () 3
T: Q= Q. o5 una funcion, entonces la coleccion TV = {(TYA) : A€ 2} es una
O — dlgebra sobre . A

0

Ejemplo 1.12 Sean 2= 0

©

un subconjunto no vacio de 2. Si 3 es una ° —

es una © -dlgebra sobre <,

L

= {A N0 :Ac 3}

lamada la huella de = sobre . A

dlgebra sobre <X, entonces -

Ejemplo 1.13 Sean 2 = 0 finito o numerable y > una °— dlgebra sobre  que

contiene todos los conjuntos de la forma {w} con w € . Entonces 3= $(12). 4

3;
! es

o=

Ejemplo 1.14 8§ Q@ = U 3 3 . son O — dlgebras sobre © entonces

[NST:

una 9— dlgebra sobre Q0. &

Ejemplo 1.15 (¢ — dlgebra generada) Sean © # 0 y L una coleccion de

subconjuntos de . Sea M = {S : 5 es una © — dlgebra sobre  que contiene a L}.

Entonces, por el ejemplo anterior, se tiene que © (L) := =M s Ja menor © —
dlgebra sobre 0 que contiene a L. Esta ©— dlgebra se llama © — dlgebra generada

por L. A

Ejemplo 1.16 (¢ — dlgebra de Borel) La menor 9— dlgebra sobre B que
contiene todos los intervalos de la forma (==, a] con a € R se llama © — dlgebra
de Borel y se denota por B. Puesto que B es una © — dlgebra entonces los siguientes

conjuntos también pertenece a B:



(@.oc) =R — (—00.al.

(@, b] = (—oc,b] N (a,oc),
o 1
(—x¢.a)= U (—20.a——]
n=1 T
a,o¢)=R—(—o0,a),
(e bl =(—o2c.b)MNi{a. o).
[e.b] =R — ((—o0.a) U (b.oo)).

{a} = [a.d].

donde a, b € B y a < b. ;8on entonces todos los subconjuntos de ® conjuntos
boreleanos? La respuesta a esta pregunta es no. En el libro de Royden [Roy] hay

un ejemplo de un subconjunto de ® que no es boreleano.

Ejemplo 1.17 (¢ — dlgebra de Borel en &%) Sean a = (a,,... ,a,) yb=(b, ...
b)) elementos de B con a< b, es decir, a;= b, para todo i = 1, ..., n. La 9 —

dlgebra generada por todos los intervalos de la forma:

(a. b = {:.1' = (x1. " .Znl e < xS bhie=1.--- 0y

M

se llama © — dlgebra de Borel en G

Definicién 1.18 (espacio medible) Sean @ = 0 y S una © — dlgebra sobre 2.
La pareja (2, 3) se llama espacio medible.

Es claro, a partir de la definicién, que 2 y 0 pertenecen a cualquier @ —
algebra definida sobre . ©Q se llama evento seguro y ? se llama evento

imposible. Un evento de la forma {w} con w € € se llama evento elemental.



Decir que un evento A ocurre significa que el resultado obtenido, al
realizar el experimento aleatorio cuyo espacio muestral es €, es un elemento

de A. Por lo tanto si 4y B son eventos entonces:
i) A“ B es un evento que ocurre, siy s6lo si, 4 o B o ambos ocurren.

ii) 4™ B es un evento que ocurre, siy sélo, si 4y B ocurren.

iii) A° es un evento que ocurre, siy s6lo si, 4 no ocurre.

iv) A — B es un evento que ocurre, si y s6lo si, 4 ocurre pero B no.

Ejemplo 1.19 Si en el ejemplo 1.4 se consideran los eventos: A = ‘el resultado del
primer lanzamiento es un nimero primo” y B = “ la suma de los resultados

obtenidos es menor o igual a 47, entonces:
AUB={(a.b.c)eN:ac{2.3.5} o (a+b+ec) <4}
asi por ejemplo, (2,1,1), (5, 3,4), (1,1,1) son elementos de A U B. Por otra parte
AnB={(a.b.c):ac{2.35}yilat+b+c)=4}={(2.1.1)}.

A qué son iguales A— B y A°? ( Ejercicio!). 4
Definicién 1.20 (eventos mutuamente excluyentes) Dos eventos A y B se

0.

dicen mutuamente excluyem‘es siATB=

Ejemplo 1.21 Se lanza una moneda corriente una vez. Sean A = ‘el resultado
obtenido es cara” y B = el resultado obtenido es sello”. Es claro que A y B son

mutuamente excluyem‘es. A

Ejemplo 1.22 Se lanza una moneda corriente tantas veces como sea mecesario
hasta obtener cara por primera wvex Yy Se cuenta el numero de lanzamientos

necesarios para ello. S1

A := “no se obtiene cara antes del tercer lanzamiento” = {3,4,5,...., ©} y



B :="no se obtiene cara antes del segundo lanzamiento” = {2,4,5,...., ®} entonces,

A Y B no son mutuamente excluyentes. A

1.1.1. Concepto de probabilidad

El objetivo a continuacién es asignar a cada evento A un nimero real no
negativo que indique el “chance” que tiene A de ocurrir. Supéngase que se
realiza un experimento aleatorio 7 veces y que las condiciones en que éste se

ejecuta se mantienen mas o menos constantes.

Definiciéon 1.23 (frecuencia relativa) Para cada evento A, el niimero

frid) = se llama frecuencia relativa de A, donde n (A) indica el niimero

de veces que ocurre el evento A.

Ejemplo 1.24 Supo’ngase que se lanza una moneda corriente 100 veces Yy que en
60 de esos lanzamientos el resultado es “cara’, entonces las frecuencias relativas de

los eventos A := ‘el resultado es cara” y B := ‘el resultado es sello” sonm

A

wolea
(] [0}

respectivamente > ¥
Ejemplo 1.25 Se lanza un dado corriente 500 veces y se obtiene 83 veces la cara

con el niimero 3. En este caso la frecuencia relativa del evento

A = el resultado obtenido es 37

. = A
es zgual a 200

Desafortunadamente se tiene que para cada A fijo, /{4) no es constante
pues su valor depende de n; sin embargo se ha observado que cuando un
experimento aleatorio se realiza un nimero suficientemente grande de
veces, bajo condiciones similares, la frecuencia relativa f7(4) se estabiliza

alrededor de un valor especifico entre 0 y 1.



Ejemplo 1.26 Supingase que se lanza un dado corriente un niimero n de wveces y

sea

A := ‘el resultado obtenido es 3.

La tabla siguiente resume los valores obtenidos:

n | frecuencia | frecuencia relativa
100 14 0.14
200 20 0.145
300 | 51 0.17 A
400 65 0.1625
500 83 0.166

La estabilizacién de la frecuencia relativa es lo que se conoce como
“regularidad estadistica” y es lo que le permite al hombre hacer predicciones
que eliminan, aunque sea parcialmente, la incertidumbre presente en los
fenémenos impredecibles.

El valor P(A) alrededor del cual se estabiliza la frecuencia relativa de un
evento indica el “chance” que tiene éste de ocurrir. Interesa saber cudles
propiedades tiene este nimero P(A). En primer lugar se observa que puesto
que 7n(4) = 0 entonces P(A) debe ser mayor o igual a cero, como 7n(?) = n
entonces /7£?) = 1 y en consecuencia P(£2) = 1. Por otra parte si 4y B son
eventos mutuamente excluyentes entonces se satisface que 7n(4 U B) = n(A4)
+ n(B) y por lo tanto f{(AUB) = fi{A) + fr(B). Esto implica que P(AUB) =
P(A) + P(B) si A"B = 0. Las anteriores observaciones inducen a dar la

siguiente definicién:

Definicién 1.27 (espacio de probabilidad) Sea (2, ) un espacio medible. Una

funcio’n P deﬁnida sobre 3 y de valor real que saz‘z'sface las siguientes condiciones:

i) P(A) 20 para todo A € 3.



ii) P(?) =1
iii) 8i A}, A,,... son elementos de = mutuamente excluyentes, esto es

A;NA; =0 para todo i # .

entonces

se llama medida de probabilidad sobre (2, 3). La tripla (2, 3, P) se llama
espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.28 Sean @ = {1, 2,3}, 3 = { 9, Q {13}, {2, 33} y P la aplicacion

a’eﬁnida sobre <3 como sigue:

1
FPlA)= { 0

Es ficil ver que P es una medida de probabilidad sobre (2, 3). A
Ejemplo 1.29 Sean @ = {1, 2}, 5 =9(Q) y P la aplicacion definida sobre = por:

(0 s A=1
% -3?':1={1}
P4 =
W < % 3?':1={2}
L 1 :3*-_":l={1.?}

P es una medida de probabilidad. A

Ejemplo 1.30 (medida de Lebesgue) Sea Q=1[0118  J; huella de B en [0,1] y
h Ja medida de probabilidad definida sobre B que a cada intervalo finito

contenido en [0,1] le asigna su longitud (una construccion precisa de * va mds



