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9. Fórmula lineal de recurrencia de segundo orden
con coeficientes variables (I) 161

Problemas adicionales introducción 177
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Presentación

La mayoŕıa de textos de análisis tienen bastante material sobre los temas

básicos de sucesiones, mas cuando el lector quiere profundizar en ciertos tópi-

cos, la bibliograf́ıa es escasa y dispersa. En el texto Sucesiones recurrentes he

querido profundizar en algunos temas e incorporar un número importante de

ejemplos y ejercicios que pueden ser material de apoyo para un curso avanzado

de la carrera de matemáticas o para los primeros cursos de posgrado.

El libro está dividido en nueve caṕıtulos numerados que contienen las solu-

ciones de los ejercicios propuestos en el libro Sucesiones recurrentes y cinco

más con ejercicios adicionales.

En los primeros dos caṕıtulos, los ejercicios buscan afianzar los conceptos

de igualdad asintótica entre series, de sucesión de variación acotada, la regla

de L’Hôpital para series y trabajar exhaustivamente los casos 0
0 e ∞

∞ .

Los siguientes tres caṕıtulos contienen las soluciones de los ejercicios sobre

sucesiones recurrentes de primer orden de la forma Xn+1 = AnXn +Bn, como

caso más general que el de recurrencia de primer con coeficientes constantes.

La recurrencia fraccionaria de primer orden de la forma xn+1 = an − bn

xn

es el tema de los ejercicios del caṕıtulo sexto, y en el séptimo se resuelven los

que corresponden al tema de la recurrencia de segundo orden.

Los ejercicios sobre fracciones continuas se estudian en el caṕıtulo octavo

como aplicación de las sucesiones recurrentes aplicando los cuatro criterios de

convergencia conocidos, y en el caṕıtulo noveno se trata la fórmula lineal de

recurrencia de segundo orden con coeficientes variables.
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de Ciencias acogieron la idea con entusiasmo y me ofrecieron su apoyo para

la publicación. Como resultado de ello, le entregué el manuscrito a la señorita
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Introducción

1.3 Ejercicios

Comprobar las siguientes afirmaciones

1)

∣∣∣∣(n + 1)3 − n3

n2

∣∣∣∣ = 3n2 + 3n + 1

n2
= 3 +

3

n
+

1

n2
≤ 3 + 3 + 1 = 7

para todo n ∈ N, por lo tanto (n + 1)3 − n3 = O(n2), o sea que

(n + 1)3 = n3 + O(n2).

2) 0 ≤ (n + 1)!

n
=

n + 1

n
· n! ≤ 2 · n! = O(n!).

3) Aplicando la regla de L’Hôpital del cálculo se tiene:

ĺım
t→0

sen t − t

t3
= ĺım

t→0

cos t − 1

3 · t2 = ĺım
t→∞

−sen t

6t
= −1

6
, por lo tanto existe M

tal que

∣∣∣∣sen t − t

t3

∣∣∣∣ ≤ M en una vecindad de 0, o sea

∣∣∣∣∣sen
x

n
− x

n
1

n3

∣∣∣∣∣ ≤ M para todo x ∈ R, para todo n ∈ N, esto es:

sen
x

n
− x

n
= O
( 1

n3

)
.

1
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4)

∣∣∣∣ 1

n(n + 1)
− 1

n2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −1

n2 · (n + 1)

∣∣∣∣ = 1

n2 · (n + 1)
≤ 1

n3
para todo n ∈ N,

esto es:
1

n(n + 1)
− 1

n2
= O
( 1

n3

)
, o sea que

1

n(n + 1)
=

1

n2
+ O
( 1

n3

)
.

5) Sean an = O
( 1

n

)
, bn = O

( 1

n2

)
, entonces existe M > 0 tal que

|an| ≤ M · 1

n
, |bn| ≤ M · 1

n2
≤ M · 1

n
para todo n > N, por lo tanto:

|an + bn| ≤ |an| + |bn| ≤ M · 1

n
+ M · 1

n
= 2M · 1

n
, para todo n > N.

6) Sea (an) una sucesión que satisface: an = O
( 1

n2

)
, o sea que existe M > 0

tal que |an| ≤ M · 1

n2
. Por lo tanto se tiene que

∞∑
n=1

|an| ≤
∞∑

n=1

M · 1

n2
= M

∞∑
n=1

1

n2
< +∞,

o sea que la serie
∞∑

n=1
an converge absolutamente.

7) Sea (an) la sucesión que satisface an = O(rn), entonces existe M > 0 tal

que |an| ≤ M · rn. Si 0 < r < 1 entonces:

∞∑
n=1

|an| ≤
∞∑

n=1

M · rn = M
∞∑

n=1

rn < +∞ (serie geométrica)

por lo tanto la serie
∞∑

n=1
an converge absolutamente.

8) Como existe el ĺımite “ ĺım
n→∞

an

bn
”, entonces la sucesión

(an

bn

)
es acota-

da, o sea que existe M > 0 tal que |an

bn
| ≤ M para todo n ∈ N, esto es:

|an| ≤ M · |bn| para todo n ∈ N, o sea que an = O(bn).
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9) Aplicando la regla de L’Hôpital del cálculo se tiene:

ĺım
t→0

cos t − 1

t2
= ĺım

t→0

−sen t

2t
= ĺım

t→0

− cos t

2
= −1

2

Por lo tanto la sucesión

(
cos x

n
− 1( 1

n2

) ) es acotada (para cada x ∈ R), en

consecuencia se tiene que cos x
n−1 = 1 + O

( 1

n2

)
.

10) Aplicando la regla de L’Hôpital del cálculo se tiene:

ĺım
t→0

(1 + t)a − 1 − at

t2
= ĺım

t→0

a(1 + t)a−1 − a

2t
= ĺım

t→0

a(a − 1)(1 + t)a−2

2

=
a(a − 1)

2

Por lo tanto la sucesión:

(
(1 + 1

n
)a − 1 − a

n
1
n2

; n = 1, 2, 3, . . .

)
es acotada,

en consecuencia se tiene que
(
1 +

1

n

)a − 1 − a

n
= O
( 1

n2

)
, esto es:(

1 +
1

n

)a

= 1 +
a

n
+ O
( 1

n2

)
.

11)

∣∣∣∣(n + 1)2 − n2

n

∣∣∣∣ = 2n + 1

n
= 2 +

1

n
≤ 3 para todo n ∈ N, por lo tanto:

(n + 1)2 − n2 = O(n), o sea que (n + 1)2 = n2 + O(n).

12) sea (An) una sucesión que satisface An = O(an), entonces existe M > 0

tal que |An| ≤ M |an|, esto es, la sucesión
(An

an

)
es acotada, o sea que

An

|an| = O(1), esto es An = |an|O(1).

13)
n(n + 1) − n2

n
= (n + 1) − n = 1 para todo n ∈ N, por lo tanto:

n(n + 1) − n2 = O(n), esto es, n(n + 1) = n2 + O(n).
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1.6 Ejercicios

Comprobar las siguientes afirmaciones:

1) ĺım
n→∞

lnn

n
= 0 ya que ĺım

X→∞
lnX

X
= ĺım

X→∞
( 1

X
)

1
= 0 (regla de L’Hôpital), esto

es: ln n = o(n).

2) ĺım
n→∞

(
1
2n

)
( 1

n
)

= ĺım
n→∞

(
n

2n

)
= 0 ya que ĺım

X→∞

(
X

2X

)
= ĺım

X→∞
1

2X · ln 2
= 0

(Regla de L’Hôpital), esto es,
1

2n
= o
( 1

n

)
.

3) ĺım
n→∞

n
3n

n
2n

= ĺım
n→∞

n

(3
2)n

= 0 (nótese que 3
2 > 1 ), o sea que n

3n = o( 1
2n )

4) ĺım
n→∞

(
1

nλ

)
1

n·ln n

= ĺım
n→∞

n · lnn

nλ
= ĺım

n→∞
lnn

nλ−1
= 0 (nótese que λ − 1 > 0)

o sea que 1
nλ = o

(
1

n·ln n

)
(cuando λ > 1).

5) ĺım
n→∞

na

an
= 0 (a > 1) ya que ĺım

X→∞
Xa

aX
= ĺım

X→∞
Xa

ekX
= 0 (tome k = ln a)

o sea que na = o(an) si a > 1.

6) ĺım
t→0

sen t − t

t2
= ĺım

t→0

cos t − 1

2t
= ĺım

t→0

−sen t

2
= 0 (Regla de L’Hôpital),

por lo tanto: ĺım
n→∞

sen X
n
− X

n

( 1
n
)2

= 0 (para cada X ∈ R)

o sea que sen X
n
− X

n
= o
(

1
n2

)
(para cada X ∈ R).

7) ĺım
t→0

et − 1 − t

t
= ĺım

t→0

et − 1

1
= 0 (Regla de L’Hôpital), por lo tanto:

ĺım
t→∞

e
1

n − 1 − 1
n

1
n

= 0, esto es: e
1

n − 1 − 1
n

= o
(

1
n

)
.

8) Sean (An), (Bn) tales que An = O(an), Bn = (an), entonces existe M > 0

tal que |An| ≤ M · an, además ĺım
n→∞

Bn

an
= 0, tenemos:

ĺım
n→∞

An + Bn

an
= ĺım

n→∞
An

an
+ ĺım

n→∞
Bn

an
= ĺım

n→∞
An

an
≤ M .

Como la sucesión
(An + Bn

an
; n = 1, 2, 3, . . .

)
es acotada, entonces:

An + Bn = O(an).
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9) Sea (An) una sucesión tal que An = o(an), entonces

ĺım
n→∞

An

an
= 0, o sea que ĺım

n→∞
An

|an| · 1 = 0, esto es:
An

|an| = o(1).

10) ĺım
n→∞

1
n+1 − 1

n
1
n

= ĺım
n→∞

−1

n + 1
= 0, o sea: 1

n+1 − 1
n

= o
(

1
n

)
.

11) Tenemos:

ĺım
x→0

ln(1 + x) − x +
(

x2

2

)
x2

= ĺım
x→0

1
1+x

− 1 + x

2x
= ĺım

x→0

x2

(1 + x) · 2x

= ĺım
x→0

x

2 · (1 + x)
= 0,

como ĺım
n→∞ an = 0, entonces:

ĺım
n→∞

ln(1 + an) − an +
(a2

n

2

)
a2

n

= 0, o sea: ln(1 + an) − an +
(a2

n

2

)
= o(a2

n).

1.8 Ejercicios

Comprobar las siguientes afirmaciones:

1) sen 1
n

∼
1

n
ya que ĺım

n→∞
sen 1

n
1
n

= 1 (nótese que ĺım
x→0

sen x

x
= 0.)

2) ĺım
n→∞

e
1

n

1 + 1
n

=
e0

1
= 1, esto es, e

1

n ∼ 1 + 1
n
.

3) (n + 1)2 ∼ n2 ya que ĺım
n→∞

(n + 1)2

n2
= ĺım

n→∞

(
1 +

2

n
+

1

n2

)
= 1.

4) ĺım
x→0

1 − cos x
1
2x2

= ĺım
x→0

sen x

x
= 1 (Regla de L’ Hôpital), por lo tanto:

ĺım
x→∞

1 − cos 1
n

1
2n2

= 1, esto es: 1 − cos 1
n

∼
1

2n2
.

5) Sean An = n + 1, Bn = n entonces

ĺım
n→∞

An

Bn
= ĺım

n→∞
n + 1

n
= ĺım

n→∞(1 +
1

n
) = 1, esto es, An ∼ Bn.

Por otra parte, A − B = 1 �= o(1), ya que 1 �= 0.
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6) Sean An =
2

n
, Bn =

1

n
, entonces: An = Bn +

1

n
= Bn + o(1) ya que

ĺım
n→∞

1

n
= 0. Por otra parte

An

Bn
= 2 �= 1, esto es An � Bn (An no es

asintóticamente igual a Bn).

7) Supongamos que An ∼ Bn

(
esto es, ĺım

n→∞
An

Bn
= 1
)
, entonces tenemos:

ĺım
n→∞

An+1

An

/Bn+1

Bn
= ĺım

n→∞
An+1

An

Bn

Bn+1
= ĺım

n→∞
An+1

Bn+1

Bn

An
= 1 · 1 = 1.

8) Supongamos que An < Bn < An + O(1), ĺım
n→∞An = +∞. Tenemos

que:

1 <
Bn

An
< 1 +

O(1)

An
, por lo tanto: 1 ≤ ĺım

n→∞
Bn

An
< 1 + O(1) · ĺım

n→∞
1

An
= 1

Por lo tanto: Bn ∼ An, en consecuencia: An ∼ Bn.

9) Supongamos que An < Bn < An + o(An), entonces: 1 <
Bn

An
< 1 +

o(An)

An
.

Como ĺım
n→∞

o(An)

An
= 0, entonces: 1 ≤ ĺım

n→∞
Bn

An
≤ 1 por lo tanto se tiene

que ĺım
n→∞

Bn

An
= 1, o sea que Bn ∼ An. En consecuencia: An ∼ Bn.

10) Supongamos que An ∼ Bn, entonces: ĺım
n→∞

An

Bn
= 1.

Sea (Xn) una sucesión tal que Xn = O(An), entonces existe M > 0

tal que |Xn| ≤ M · An para todo n ∈ N. Por lo tanto:

|Xn|
Bn

=
|Xn|
An

· An

Bn
≤ M · An

Bn
.

Como
(

An

Bn

)
es acotada ya que existe su ĺımite, entonces la sucesión( |Xn|

Bn

)
es acotada, esto es: Xn = O(Bn).

Sea (Xn) una sucesión tal que Xn = o(An), entonces ĺım
n→∞

Xn

An
= 0.

Por lo tanto: ĺım
n→∞

Xn

Bn
= ĺım

n→∞
Xn

An
· An

Bn
= ĺım

n→∞
An

Bn
= 0 · 1 = 0, esto es:

Xn = o(Bn).
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11) Si An ∼ Bn entonces ĺım
n→∞

An

Bn
= 1.

Tenemos: ĺım
n→∞

An − Bn

Bn
= ĺım

n→∞
An

Bn
− 1 = 1 − 1 = 0, o sea que

An − Bn = o(Bn). Rećıprocamente, si An − Bn + o(Bn), entonces

ĺım
n→∞

An − Bn

Bn
= 0. Por lo tanto: ĺım

n→∞
An

Bn
− 1 = 0, o sea que

ĺım
n→∞

An

Bn
= 1. Si An ∼ Bn entonces Bn ∼ An , por lo tanto se tiene que

Bn = An + o(An), en consecuencia An = Bn + o(An). El rećıproco es

evidentemente válido.

12) Tenemos, para p < 1, que∫ n

1

1

tp
dt <

n∑
k=1

1

kp
< 1 +

∫ n

1

1

tp
dt

Como
∫ n

1

1

tp
dt =

1

1 − p
(n1−p − 1), entonces se tiene que

1

1 − p
(n1−p − 1) <

n∑
k=1

1

kp
< 1 +

1

1 − p
(n1−p − 1).

Dividiendo la desigualdad anterior por
1

1 − p
(n1−p):

1 − 1

n1−p
<

n∑
k=1

1

kp

1

1 − p
(n1−p)

< 1 − p

n1−p
.

Teniendo en cuenta que ĺım
n→∞

( 1

n1−p
= 0
)
(nótese que p < 1) se tiene que:

ĺım
n→∞

n∑
k=1

1

kp

1

1 − p
(n1−p)

= 1, o sea que
n∑

k=1

1

kp
∼

1

1 − p
n1−p.

13) Para todo N > n se tiene la siguiente desigualdad:∫ N

n

1

tp
dt <

N∑
k=n

1

kp
<

1

np
+

∫ N

n

1

tp
dt (para p > 1)
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Como∫ N

n

1

tp
dt =

1

p − 1

{ 1

np−1
− 1

Np−1

}
−→ 1

p − 1
· 1

np−1
(N → ∞)

entonces se tiene que
1

p − 1
· 1

np−1
≤

∞∑
k=n

1

kp
≤ 1

np
+

1

p − 1
· 1

np−1
.

Dividiendo la desigualdad anterior por
1

p − 1
· 1

np−1
se tiene que

1 ≤

∞∑
k=n

1

kp

1

p − 1

1

np−1

≤ p − 1

n
+ 1, o sea: ĺım

n→∞

∞∑
k=n

1

kp

1

p − 1

1

np−1

= 1, esto es,

∞∑
k=n

1

kp
∼

1

p − 1
· 1

np−1

1.11 Ejercicios

1) Demostrar el siguiente criterio de Abel.

La serie
∞∑

k=1

ak · bk (ak, bk ∈ C) converge si la serie
∞∑

k=1

ak converge y la

sucesión (bk) es de variación acotada.

Demostración

Como la sucesión (bk) es convergente, entonces (bk) es acotada, o sea que

existe B > 0 tal que |bk| ≤ B para todo k ∈ N.

Además la serie
∞∑

k=1

|bk − bk+1| converge. Por la condición de Cauchy, dado

ε > 0, existe N tal que para cualquier m > N se tiene:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

l∑
k=1

|bk − bk+1| < ε (para todo l ≥ m)

|Sl| = |am + am+1 + · · · + al| < ε donde Sl = am + am+1 + · · · + al,

Sm−1 = 0
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Tenemos:

∣∣∣∣ l∑
k=m

ak ·bk

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ l−1∑
k=m

Sk ·(bk−bk+1)+Sl ·bl

∣∣∣∣ ≤ l−1∑
k=m

|Sk|·|bk−bk+1|+|Sl|·|bl|

< ε

{ l−1∑
k=m

|bk − bk+1| + B

}
< ε · (ε + B).

Por lo tanto, la serie
l∑

k=1

ak · bk satisface la condición Cauchy, la cual con-

verge.

2) Demostrar que la suma de dos sucesiones de variación acotada es de variación

acotada.

Demostración

Sean (an), (bn) dos sucesiones de variación acotada, entonces:

∞∑
k=1

|ak − ak+1| < +∞,
∞∑

k=1

|bk − bk+1| < +∞,

Se tiene entonces que:

∞∑
k=1

∣∣(ak + bk) − (ak+1 + bk+1)
∣∣ ≤ ∞∑

k=1

|ak − ak+1| +
∞∑

k=1

|bk − bk+1| < +∞.

Por tanto, la sucesión (ak + bk; k = 1, 2, 3, . . .) es de variación acotada.

1.16 Ejercicios

1) (i) uk =
(−1)k−1

√
k

2n∏
k=1

(1 + uk) =

n∏
k=1

(
1 +

1√
2k − 1

)(
1 − 1√

2k

)
=

n∏
k=1

(
1 − 1

2k
+

1√
2k − 1

− 1√
2k

√
2k − 1

)
=

n∏
k=1

(1 − vk)
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donde

vk =
1√
2k

− 1√
2k − 1

+
1√

2k
√

2k − 1

=

√
2k − 1 −√

2k + 1√
2k

√
2k − 1

·
√

2k − 1 +
√

2k√
2k − 1 +

√
2k

=

√
2k − 1 +

√
2k − 1√

2k · √2k − 1 ·
(√

2k +
√

2k − 1
) > 0 para todo k ∈ N.

Además,
∞∑

k=1

vk = +∞ ya que

∞∑
k=1

1√
2k · √2k − 1

>
∞∑

k=1

1

2k
= +∞, la serie

∞∑
k=1

1√
2k · √2k − 1 ·

(√
2k +

√
2k − 1

) converge, por lo tanto el pro-

ducto infinito ĺım
n→∞

n∏
k=1

(1 − vk) diverge a 0.

(ii) uk =
(−1)k−1

k

2n∏
k=1

(1 − uk) =
n∏

k=1

(
1 +

1

2k − 1

)
·
(

1 − 1

2k

)

=
n∏

k=1

(
1 +

1

2k − 1
− 1

2k
− 1

2k(2k − 1)

)
=

n∏
k=1

1 = 1

Por lo tanto: ĺım
n→∞

2n∏
k=1

(1 + uk) =
∞∏

k=1

(
1 +

1

2k − 1

)
·
(

1 − 1

2k

)
= 1,

en consecuencia, el producto infinito converge al valor “1”.

2) u2k−1 =
1

k
+

√
2√
k
, u2k =

1

k
−

√
2√
k

para todo k ∈ N.

Tenemos:

(1 + p · u2k−1) · (1 + p · u2k) =

(
1 +

p

k
+

√
2√
k
p

)
·
(

1 +
p

k
−

√
2√
k
p

)
=

(
1 +

p

k

)2

− 2

k
p2 = 1 +

2p

k
(1 − p) +

p2

k2
.
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p > 1.
2p · (1 − p)

k
+

p2

k2
< 0 para k suficientemente grande, y

∞∑
k=1

(
2p

k
(1 − p) +

p2

k2

)
= −∞. Por lo tanto el producto infinito

∞∏
k=1

(1 + uk) diverge a 0.

0 < p < 1.
2p

k
(1 − p) +

p2

k2
> 0 para todo k ∈ N, y

∞∑
k=1

(
2p

k
(1 − p) +

p2

k2

)
= +∞. Por lo tanto, el producto infinito

∞∏
n=1

(1 + un) diverge a +∞.

3) Supongamos que
∞∏

n=1
(1 + un) converge.

ln(1+uk) = uk− u2
k

2
+Δk donde Δk = u2

k ·o(1) (Ejercicio 1.6, 11), entonces

se tiene: ln(1 + p · uk) = p · uk − p2 · u2
k

2
+ Δk donde Δk = u2

k · o(1).

Como
∞∑

k=1

ln(1+uk) converge, entonces
∞∑

k=1

(
uk− 1

2 ·u2
k+u2

k ·o(1)

)
converge,

por lo tanto la serie
∞∑

k=1

ln(1 + p · uk) =
∞∑

k=1

(
p · uk − p2 · u2

k

2
+ Δk

)
=

p ·
∞∑

k=1

(
uk − p

2{u2
k + o(1) · u2

k}
)

= p ·
∞∑

k=1

{(uk − u2
k

2

)− p − 1

2
· u2

k + o(1) · u2
k}

converge si y sólo si la serie
∞∑

k=1

u2
k converge.

En caso de la serie
∞∑

k=1

u2
k = +∞, entonces:

p > 1,
∞∑

k=1

(
−p − 1

2
u2

k + o(1)u2
k

)
= −∞, por lo tanto el producto

infinito
∞∏

k=1

(1 + puk) diverge a 0.

0 < p < 1
∞∑

k=1

(
−p − 1

2
u2

k + o(1)u2
k

)
= +∞, por tanto el producto

infinito
∞∏

k=1

(1 + puk) diverge a +∞.
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4)
∞∏

k=1

(
1 +

(−1)k

k
+

1

k2

)
.

La serie
∞∑

k=1

((−1)k

k
+

1

k2

)
=

∞∑
k=1

(−1)k

k
+

∞∑
k=1

1

k2
converge, y la serie

∞∑
k=1

((−1)k

k
+

1

k2

)2
=

∞∑
k=1

1

k2

(
(−1)k +

1

k

)2
< ∞ converge, por lo tanto el

producto infinito
∞∏

k=1

(
1 +

(−1)k

k
+

1

k2

)
converge.

5)
∞∏

n=1

(
1 − (−1)n

( 1√
n

+
1

n

))
.

La serie
∞∑

n=1
(−1)n

( 1√
n

+
1

n

)
=

∞∑
n=1

(−1)n

√
n

+
∞∑

n=1

(−1)n

n
converge.

Sin embargo la serie
∞∑

n=1

{
(−1)n

( 1√
n

+
1

n

)}2
=

∞∑
n=1

( 1

n
+

2

n
√

n
+

1

n2

)
= +∞

(diverge a +∞).

Por el criterio 1, el producto infinito
∞∏

n=1

(
1− (−1)n

( 1√
n

+
1

n

))
diverge a

0.
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Regla de L’Hôpital para series

2.11 Ejercicio

1) Supongamos que ĺım
n→∞

Xn+1

xn
= r, |r| < 1, ĺım

n→∞ bn = b, entonces:

ĺım
n→∞

∞∑
k=n

bk · Xk

Xn
= ĺım

n→∞

∞∑
k=n

bk · Xk

∞∑
k=n

(Xk − Xk+1)

= ĺım
k→∞

bk · Xk

Xk − Xk+1

= ĺım
k→∞

bk

1 − (Xk+1/Xk)
=

b

1 − r
.

2.12 Ejercicio

1) Supongamos que ĺım
n→∞

Xn+1

Xn
= 0, ĺım

n→∞ bn · Xn

Xn − 1
= L, entonces:

ĺım
n→∞

∞∑
k=n+1

bk · Xk

Xn
= ĺım

n→∞

∞∑
k=n+1

bk · Xk

∞∑
k=n+1

(Xk−1 − Xk)

= ĺım
k→∞

bk · Xk

Xk−1 − Xk

= ĺım
k→∞

bk · (Xk/Xk−1)

1 − (Xk/Xk−1)
=

L

1 − 0
= L.

13
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2.16 Ejercicios

1) Sea
∞∑

k=1

Xk una serie absolutamente convergente, si ĺım
n→∞ rn = r, entonces:

ĺım
n→∞

∞∑
k=n

|Xk|rk

∞∑
k=n

|Xk|
= ĺım

k→∞
|Xk|rk

|Xk| = ĺım
k→∞

rk = r

Del 2) al 8) demostrar las igualdades asintóticas:

2)
∞∑

k=n

bk · Xk ∼
b

1 − r
Xn ya que ĺım

k→∞
Xn+1

Xn
= r, |r| < 1, ĺım

k→∞
bn = b.

3) ĺım
n→∞

(((k + 1)(k + 2)

2k+1

)/(k(k + 1)

2k

))
= 1

2 ,

∞∑
k=n

k(k + 1)

2k
∼

n(n + 1)

2n

1

1 − 1
2

=
n(n + 1)

2n−1
.

4) ĺım
n→∞

(n + 1) · e−n−1

n · e−n
=

1

e
.

∞∑
k=n

k · e−k
∼ n · e−n · 1

1 − 1
e

=
n

e − 1
· e−n+1.

5)

ĺım
k→∞

(( 1

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
·
(1

2

)k+2)/( 1

k(k + 1)(k + 2)
·
(1

2

)k+1))
=

1

2
.

∞∑
k=n

1

k(k + 1)(k + 2)

(1

2

)k+1
∼

1

n(n + 1)(n + 2)

(1

2

)n+1 · 1

1 − 1
2

∼
1

n3

(
1

2

)n

6)

(
1

(k + 1)2
· 1

3k+1

)/(
1

k2
· 1

3k

)
−−−−→
(k→∞)

1

3
. Por lo tanto:

∞∑
k=n

1

k2
· 1

3k
∼

1

n2
· 1

3n

1

1 − 1
3

=
1

2 · 3n−1

1

n2

7)

ĺım
k→∞

((
(k + 1)2

)
/
(
(k + 2) · 2k+2

)(
k2
)
/
(
(k + 1) · 2k+1

) )
=

1

2

∞∑
k=n

k2

(k + 1) · 2k+1
∼

n2

(n + 1) · 2n+1

1

1 − 1
2

=
n2

(n + 1)2n
∼

n

2n
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8) ĺım
k→∞

(k + 1) · rk+1

k · rk
= r (|r| < 1),

∞∑
k=n

k · rk
∼ n · rn 1

1 − r
.

9) Supongamos que Xn ∼ n · 2n−1, Yn = Xn ·
∞∑

k=n

k · 2k−1

Xk · Xk+1
, entonces:

∞∑
k=n

k · 2k−1

XkXk+1
∼

∞∑
k=n

k · 2k−1

k · 2k−1 · (k + 1) · 2k
=

∞∑
k=n

1

(k + 1) · 2k

∼
1

(n + 1) · 2n
· 1

1 − 1
2

=
1

(n + 1) · 2n−1
,

por lo tanto se obtiene:

Yn ∼ n · 2n−1 · 1

(n + 1) · 2n−1
=

n

n + 1
∼ 1.

En consecuencia, la sucesión (Yn) es convergente, y ĺım
n→∞Yn = 1.

10) Supongamos que Xn ∼
rn

n
(r > 1), Yn = Xn ·

∞∑
k=n

rk

Xk · Xk+1
, entonces:

(
rk+1

Xk+1 · Xk+2

)/(
rk

Xk · Xk+1

)
∼ r

Xk

Xk+2
∼

(
r · rk

k

)/( rk+2

k + 2

)
=

k + 2

k

1

r
∼

1

r

(cuando k → ∞) además: |1
r
| < 1. por lo tanto se tiene que:

∞∑
k=n

rk

Xk · Xk+1
∼

rn

Xn · Xn+1
· 1

1 − 1
r

=
rn+1

r − 1
· 1

Xn · Xn+1

∼
rn+1

r − 1
· n

rn
· n + 1

rn+1
∼

1

r − 1

n2

rn
,

en consecuencia:

1

n
· Yn ∼

1

n
· Xn · 1

r − 1
· n2

rn
∼

1

n
· rn

n

1

r − 1

n2

rn
=

1

r − 1

Por lo tanto, la sucesión (
1

n
· Yn) es convergente, y ĺım

n→∞
1

n
· Yn =

1

r − 1
.
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2.31 Ejercicios

1)
n∑

k=1

2k−1 =
2n − 1

2 − 1
= 2n − 1 (serie geométrica)

n∑
k=1

2k−1
∼ 2n.

Nótese que

2k

2k−1
= 2 −→ 2 (cuando k −→ ∞).

n∑
k=1

2k−1
∼

2

2 − 1
· 2n−1 = 2n.

2) Del ejemplo 2.24:

si ĺım
n→∞(ln an+1 − ln an) = ĺım

n→∞ ln
(an+1

an

)
= ln r, entonces:

ĺım
n→∞

ln an

n
= ĺım

n→∞ ln n
√

an = ln r, o sea: ĺım
n→∞

n
√

an = r,

(el segundo teorema de Cauchy).

3) ĺım
k→∞

k · sen x
k

= x · ĺım
k→∞

k

x
· sen x

k
= x · ĺım

k→∞
sen x

k
x

k

= x · 1 = x.

Por el primer teorema de Cauchy se obtiene:

ĺım
n→∞

1

n

n∑
k=1

k · sen x

k
= x.

4) Como ĺım
k→∞

k + 1

k
= 1, entonces por el 1er teorema de Cauchy se obtiene:

ĺım
n→∞

1

n

n∑
k=1

k + 1

k
= 1.

5) Si Xn = o(1) entonces ĺım
n→∞Xn = 0. Por el 1er teorema de Cauchy se

obtiene: ĺım
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk = 0.

6)

ĺım
n→∞

1

n2

n∑
k=1

(ak + b) = ĺım
n→∞

2

n(n + 1)

(
1

2

n + 1

n

) n∑
k=1

(ak + b)

=
1

2
ĺım

n→∞

n∑
k=1

(ak + b)

n(n + 1)

2

=
1

2
ĺım

n→∞

n∑
k=1

(ak + b)

n∑
k=1

k

=
1

2
ĺım

n→∞
ak + b

k
=

1

2
a.
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De 7) a 10), demostrar la igualdad asintótica.

7) ĺım
k→∞

(k + 1)(k + 2) · 2k+1

k(k + 1) · 2k
= 2.

n∑
k=1

k(k + 1) · 2k
∼

2

2 − 1
· n(n + 1) · 2n.

8) ĺım
k→∞

2k+1

k + 1
2k

k

= 2.
n∑

k=1

2k

k
∼

2

2 − 1
· 2n

n
=

2n+1

n
.

9) ĺım
k→∞

(k + 1)a · pk+1

kapk
= p,

n∑
k=1

kapk
∼

p

p − 1
· na · pn =

1

p − 1
· na · pn+1.

10) ĺım
k→∞

((
1 · 3 · 5 · · · (2k + 1)

)
/
(
(k + 1)!

)(
1 · 3 · 5 · · · (2k − 1)

)
/(k!)

)
= ĺım

k→∞
2k + 1

k + 1
= 2. Por lo tanto:

n∑
k=1

1 · 3 · 5 · · · (2k − 1)

k!
∼

2

2 − 1
· 1 · 3 · 5 · · · (2n − 1)

n!

=
1 · 3 · 5 · · · (2n − 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
· 2n+1√n√

n
∼

1√
π

2n+1

√
n

ya que (la fórmula de Wallis)

√
π = ĺım

n→∞
2 · 4 · 6 · · · (2n)

1 · 3 · 5 · · · (2n − 1)
· 1√

n
.

11) Supongamos que ĺım
n→∞

bn+1

bn
= r con |r| > 1, entonces por el teorema 2.28

se tiene:
n∑

k=1

bk ∼
r

r − 1
· bn,

n∑
k=1

|bk| ∼
|r|

|r| − 1
|bn|,

por lo tanto:
n∑

k=1

|bn|

|
n∑

k=1

bk|
∼

|r − 1|
|r| − 1

o sea que
n∑

k=1

|bk| = O(1) · |
n∑

k=1

bk|.

Por lo tanto, el teorema 2.19 es válido.


