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Der folgende Test enthalt zu jedem der Kapitel jeweils eine
Frage. Sofern Sie eine dieser Fragen in kurzer Zeit
(maximal in etwa funf Minuten) beantworten konnen, sind
Sie bereits fit im Stoff des zugehorigen Kapitels.



EINSTIEGSTEST

1. Warum ist bei einem Beweis mit vollstandiger
Induktion der Induktionsanfang genauso wichtig wie der
Rest des Beweises?

2. Wie lautet die Umkehrfunktion der Betragsfunktion?
3. Warum muss eine stetige Funktion nicht
notwendigerweise auch differenzierbar sein?

4. Was muss man bei der Berechnung des Inhalts der
Flache unter dem Graphen einer Funktion beachten,
wenn sie im besagten Bereich eine Nullstelle hat?

5. In einem Wettrennen tritt der schnelle Achilles gegen
eine sehr behabige Schildkrote an, die deshalb einen
Vorsprung bekommt. Wenn Achilles den Vorsprung der
Schildkrote zuruckgelegt hat, besitzt diese einen neuen
(wenn auch kleineren) Vorsprung, den Achilles erneut
zurucklegen muss usw. Es sieht so aus, als konne
Achilles deshalb die Schildkrote nie einholen (Zenons
Paradoxon). Warum schafft er es aber doch?

6. Welche Darstellung ist zur Multiplikation komplexer
Zahlen am besten geeignet?

7. Wieso benotigt man zwei linear unabhangige
Richtungsvektoren, um eine Ebene (im
dreidimensionalen Raum) darzustellen?

8. Unter welcher Bedingung besitzt eine Matrix eine
Inverse?

9. Warum eignet sich ein Exponentialansatz so gut, um
eine lineare Differenzialgleichung mit konstanten
Koeffizienten zu losen?

10. Warum kann man fur die Exponentialfunktion exp(x)
keine Fourier-Transformierte angeben?



LOSUNGEN DER AUFGABEN DES EINSTIEGSTESTS

1. Das Beweisverfahren basiert auf dem
Induktionsanfang. Selbst wenn der Induktionsschluss
einwandfrei funktioniert, kann man nichts uber die
Gultigkeit einer Behauptung aussagen, sofern der
Induktionsanfang nicht nachgewisen wurde.

2. Die Betragsfunktion besitzt keine Umkehrfunktion,
welil sie weder injektiv noch auf ganz R surjektiv ist.
Injektivitat gilt nicht, da z.B. x; = -2 und x, = 2 derselbe

Funktionswert f(x;) = f(x,) = 2 zugeordnet wird.

Surjektivitat auf R ist nicht gewahrleistet, da es keine
negativen Funktionswerte gibt.

3. Auch wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert einer
Funktion an allen Argumenten miteinander
ubereinstimmen, muss das nicht auch notwendigerweise
fur ihre erste Ableitung der Fall sein. Auf den Graphen
der Funktion bezogen heildt dies, dass ein Graph ohne
Sprunge dennoch Knicke aufweisen kann.

4. Man muss das Integral aufteilen und von der linken
Grenze bis zur Nullstelle berechnen. Danach berechnet
man das Integral von der Nullstelle bis zur rechten
Integrationsgrenze. Vom Ergebnis, wofur die Kurve
unterhalb der Flache verlauft, ist der Betrag zu nehmen.
Am Ende muss man beide Beitrage addieren.

5. Die Addition der Vorsprunge der Schildkrote bilden
eine konvergente Reihe mit einem bestimmten
Grenzwert. Achilles kann diesen Grenzwert ohne
Probleme uberholen.

6. Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen
funktioniert am besten in der Exponentialdarstellung,
weil man dann einfach die Betrage multipliziert und die
Winkel addiert.




7. Liegt nur ein Richtungsvektor vor (oder zwei linear
abhangige Richtungsvektoren) kann man vom Aufpunkt
ausgehend nur Punkte erreichen, die entlang einer
Linie, also auf einer Geraden, liegen.

8. Das ist der Fall, wenn die Determinante der Matrix
nicht verschwindet.

9. Der Exponentialansatz funktioniert gut, weil die
Ableitung einer Exponentialfunktion wieder eine
Exponentialfunktion ist. Einsetzen fuhrt deshalb auf eine
algebraische Gleichung.

10. Das ist nicht moglich, weil das zu berechnende
Integral divergent ist.
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Einleitung

Wir, die Autoren dieses Schnellkurses, heilSen Sie
willkommen! Warum schreiben wir ein weiteres Buch uber
Ingenieurmathematik, gibt es nicht schon genug? In der
Tat existieren bereits viele Werke, die die Lehrenden an
Hochschulen als Standard betrachten. Im Allgemeinen
umfassen diese Bucher mehrere hundert Seiten und
behandeln den Stoff in aller Ausfuhrlichkeit und Tiefe.
Solche Bucher sind hervorragend fur Studenten geeignet,
die ein Ingenieurstudium absolvieren.

Vielleicht halten Sie jedoch dieses Buch gerade in Handen,
weil Sie Medizin, Mechatronik, Verfahrenstechnik oder
auch etwas ganz anderes studieren. In Threm Studiengang
kommen Sie nicht drum herum, ein Modul in hoherer
Mathematik erfolgreich abzuschlielSsen, weil das eben im
Lehrplan an Ihrer Hochschule vorgeschrieben ist. Nun
haben Sie wahrend des laufenden Semesters genug andere
Dinge im Kopf, und jetzt steht in einer Woche auch noch
eine Abschlussklausur in diesem Modul an. Mussen Sie sich
nun tatsachlich durch einen tausendseitigen Walzer qualen,
wenn Sie ausschliefRlich daran interessiert sind, die Klausur
halbwegs gut zu bestehen? Eben nicht, und da kommt
dieses Buch ins Spiel!

Das vorliegende Buch ist ein Schnelleinstieg in die
Ingenieurmathematik. Die wichtigsten THemen werden
kurz dargestellt, und auf die wesentlichen Punkte wird
eingegangen. Dabei tritt die allgemeine Theorie eher in den
Hintergrund; der Schwerpunkt liegt auf schnell
nachvollziehbaren Beispielen und Anwendungen. Das
erleichtert es ungemein, wenn man nicht viel Zeit
investieren kann, um sich ausgiebig mit dem Thema zu



beschaftigen, sondern eher an einem schnellen
Lernzuwachs interessiert ist.

Das Buch ist modular aufgebaut. Daher konnen Sie es
naturlich als Ganzes durchlesen oder sich auf die fur Sie
wichtigen Kapitel und Abschnitte beschranken. Auch das
ist hilfreich, wenn Sie an bestimmten Themenbereichen
interessiert sind, weil in exakt einer Woche die Prufung
ansteht.

Was Sie schon immer uber
Ingenieurmathematik wissen wollten

Wie berechnet man das Maximum einer Funktion? Wie
kann man komplizierte Integrale bestimmen? Wie 10st man
noch einmal eine Differenzialgleichung 1. Ordnung?
Vielleicht sind es solche oder ahnliche Fragen, die Sie zu
diesem Schnellkurs gefuhrt haben. Die
Ingenieurmathematik ist ziemlich umfangreich. Aus dem
Grund erweist es sich als grofRe Herausforderung, den Stoff
im Rahmen eines Schnellkurses darzustellen. Letztendlich
muss man sich als Autor fur bestimmte Themen
entscheiden und andere weglassen. Wir haben uns viele
Gedanken daruber gemacht, was wichtig ist und was
zunachst in den Hintergrund tritt. Diese Auswahl basiert
auf personlichen Erfahrungen, und wir hoffen, dass sie dem
gerecht wird, was von unseren Lesern in entsprechenden
Vorlesungen verlangt wird. Der Schnellkurs geht in die
Breite und versucht, auf so viele Themen wie moglich
einzugehen. Naturlich ist es dann nicht moglich, ein
spezielles Thema besonders tiefgrundig darzustellen. Es
soll jedoch eine gute Basis geschaffen werden, um das
erlernte Wissen mit weiterfuhrender Literatur zu vertiefen.

Unsere Leser



Wir haben das Buch vor allem (aber nicht ausschlielSlich)
fur Studenten der Ingenieur- und Naturwissenschaften
geschrieben, die Mathematik als Nebenfach belegen
mussen. Wenn Sie das Buch gerade in Handen halten,
gehoren Sie wahrscheinlich zu diesem Kreis.
Moglicherweise sind Sie dann auch nicht so sehr an der
reinen Theorie und mathematischen Beweisen interessiert,
sondern Sie mochten die Mathematik ganz einfach in der
Anwendung sehen. Vielleicht steht in Ihrem
Terminkalender auch eine Klausur. Doch selbst wenn Sie
das Interesse an der Mathematik haben, fehlt Ihnen einfach
die Zeit, sich ausgiebig mit den Themen
auseinanderzusetzen. Dann ist dieses Buch auf jeden Fall
fur Sie geeignet!

Notiges Vorwissen

Wenn Sie sich entschieden haben, eine Ingenieur- oder
Naturwissenschaft zu studieren, standen Sie mit der
Mathematik hochstwahrscheinlich in der Schule nicht
gerade auf Kriegsfuls. In mathematischen Vorlesungen an
einer Hochschule ist es so, dass noch einmal das
Abiturwissen von vorne bis hinten neu aufgerollt wird. Dies
geschieht jedoch auf eine andere Weise als in der Schule.
An der Universitat wird mehr Wert auf Zusammenhange
und Beweisverfahren gelegt, wohingegen Beispiele und
Anwendungen meist in den Hintergrund treten.

Dennoch setzen auch Mathematikprofessoren in der Regel
voraus, dass Studenten uber das notige mathematische
Handwerkszeug verfugen. Obwohl das vorliegende Buch
kein Mathematikbuch im eigentlichen Sinne ist, nehmen
wir das auch an. Das heilst, Sie sollten die vier
Grundrechenarten beherrschen, sich ein bisschen mit
Potenzen und Wurzeln auskennen und mit Variablen
umgehen konnen. Dazu gehort ebenso die Vereinfachung



mathematischer Ausdricke sowie das Losen von einfachen
Gleichungen. Sofern Sie dies konnen, willkommen an Bord!

Ziel des Buchs

Wir als Autoren sehen das Ganze pragmatisch. Nachdem
Sie sich mit dem Buch auseinandergesetzt haben, sollten
Sie in der Lage sein, Ihre Klausur zu bestehen. Sofern Sie
nach der Klausur tiefer in die Mathematik einsteigen
wollen, werden Sie mithilfe dieses Buchs uber die
notwendigen Grundlagen verfugen. Dann konnen Sie
entweder weiterfuhrende Vorlesungen besuchen oder sich
entsprechende Fachliteratur besorgen.

Was bedeutet was

Die Notation im Buch ist einheitlich. Neue Fachbegriffe
werden fett gedruckt. Soll etwas besonders betont werden,
schreiben wir es kursiv. Ebenso sind Variablen immer
kursiv, es sei denn, es handelt sich um feststehende
Ausdrucke wie trigonometrische Funktionen oder um feste
Zahlen.

Aullerdem werden drei Symbole verwendet, um
verschiedene, wichtige Stellen im Buch ausdrucklich zu
kennzeichnen. Es gibt jeweils ein Symbol fur Beispiele,
Tipps und Warnungen.



Beispiel

Hierbei handelt es sich um ein kurzes oder ausfuhrliches
Beispiel, womit das eingefuhrte Thema oder eine
bestimmte Technik praxisnah veranschaulicht werden
soll. Da das vorliegende Buch auf dem Verstehen durch
Beispiele basiert, werden Sie auf dieses Symbol haufig
treffen.

Tipp

Unter diesem Symbol finden Sie nutzliche Tipps, die z.B.
eine Berechnung abkurzen oder erleichtern konnen.

\

-

Warnung

Das aktuelle Symbol steht fur eine Warnung und weist
auf etwaige Stolperfallen hin.

o

Bloomington, Indiana (U.S.A.) M. Schreck

Frankfurt am Main, Deutschland K. Kirchgessner



1
Grundbegriffe

In diesem Kapitel

= Summen- und Produktzeichen

Mengenlehre

Binomialkoeffizienten

Vollstandige Induktion

»Aller Anfang ist schwer« ...sagt man gewohnlich, doch
nicht in diesem Buch! Das aktuelle Kapitel dient dazu,
IThnen den Anfang so einfach wie moglich zu machen. Hier
werden die grundlegenden Ideen vorgestellt, und Thnen
wird das Werkzeug an die Hand gegeben, das Sie im
Verlauf des Buchs immer wieder benotigen. Als erstes geht
es um haufig verwendete mathematische Symbole,
anschlielSend werden Mengen und der binomische Lehrsatz
vorgestellt. Den Abschluss bildet die vollstandige
Induktion, die als einfaches Beweisverfahren an
zahlreichen Stellen im Schnellkurs benotigt wird.

1.1 Summen- und Produktzeichen

In diesem kurzen Abschnitt wird auf einige in der
Mathematik ubliche Symbole eingegangen, die sehr oft
Verwendung finden. Es geht um die kompakte Darstellung
von Summen und Produkten, deren Ursache zum Teil in der
Faulheit von Mathematikern zu finden ist. Diese
Grundlagen sind im Rahmen einer Einfuhrung zentral, und
Sie sollten den Abschnitt aufmerksam lesen, sofern Sie mit
der erklarten Symbolik nicht vertraut sind. Wissen Sie



bereits Bescheid, dann konnen Sie das Kapitel problemlos
uberspringen.

In der hoheren Mathematik konnen sowohl Summen als
auch Produkte auftreten, die aus sehr vielen oder sogar
unendlich vielen Gliedern bestehen. Um einem das Leben
leichter zu machen, dient zur kurzen Darstellung von
Summen das

Summenzeichen:
TL

Hierbei nennt man i den Summationsindex, uber den die
Summe lauft. Unterhalb des Summenzeichens wird dessen
Startwert angegeben und oberhalb der Endwert. Wie Sie
den Summationsindex nennen, ist nicht wichtig. Schauen
Sie sich dazu die folgenden Beispiele an:

3
Zé=1+2+3=ﬁ,
i=1 (1.2a)

2
Zﬁ;2=02+12+22=5,
k=0 (1.2b)

100

Z $rt:$1ﬂ+$1l+”r+$lﬂﬂ_
a=10 (1.2¢c)

Summationsindizes lassen sich verschieben, wobei der
Wert der Summe jedoch gleich bleibt. Fur die Summe aus
(Gl. 1.1) kann man z.B. die Ersetzung i = 7 + 1 vornehmen,
wobei I ein neuer Summationsindex ist. Furi= 1 bzw. i = n
giltdann 7 = 0und i = n- 1. Dem neuen Summationsindex
gibt man oft wieder den Namen des alten Indexes:

(1.3)



n—1 n—1

E a.,-_f_|_|=E i1 = a1 + a2 + -+ + Qn.

i'=0 =0

Dabei wird der erste Schritt meistens weggelassen. Ebenso
kann man Teile der Summe abspalten, womit sich der
Startwert bzw. der Endwert des Summationsindex andert,
also

n—1 i+1

TL
Zﬂfzﬂ1+ﬂn+Za;z—aﬂ—anM—I—Zai:....
i=2 i=(

=1

(1.4)

Zur Darstellung von Produkten dient das Produktzeichen,
das ahnlich wie das Summenzeichen funktioniert:

T

Ha.;zm-ag-uuan.

i=1 (1.5)

Hier ist i der Produktindex. Unterhalb des Produktzeichens
wird auch hier der Startwert angegeben und oberhalb der
Endwert. Zum Verstandnis dienen wieder einige Beispiele:

4
H;¢=1~2-3-4=24,
i=1

(1.0a)
H k=0-1-2=0,
k=0 (1.6b)
10
p=1 (1.6c)

Ebenso lasst sich bei Produkten der Index verschieben.
Fuhrt man einen neuen Index i gemals i = i- 1 ein, so
entsprechen i = 1 bzw. i = n den neuen Indexgrenzen i = 2
bzw. 7 = n + 1. Dann geht das Produkt aus (GL. 1.5) in das




folgende uber, dessen Wert jedoch nach wie vor derselbe
ist:

H a‘i'—l p— Hﬂ'i—lzﬂfl 'ﬂ‘;'""‘ﬂrr:-,-
i'= i=2 (1.7)

Analog zu Summen kann man einzelne Faktoren abspalten
oder hinzufugen. Fur (Gl. 1.5) gilt dann:

n n—1 | n+1
H iy = 1 * O - H iy = T H i =....
i=1 i—2 0" Sntl 2h (1.8)

Diese Art, Summen und Produkte abkurzend zu schreiben,
ist ungemein wichtig in der hoheren Mathematik. Sowohl in
Vorlesungen als auch in der einschlagigen Literatur wird
davon ausgiebig Gebrauch gemacht. Deshalb ist es sehr
wichtig, dass Sie mit den Symbolen umgehen konnen. Sie
sollten sowohl ihre Definitionen verstehen als auch
Indexverschiebungen beherrschen, die oft ohne weitere
Erklarung durchgefuhrt werden.

1.2 Mengenlehre

Die Mengenlehre ist ein grofSer Teil des Fundaments, auf
dem die Mathematik aufbaut. Sie beschaftigt sich mit den
sogenannten Mengen an sich sowie dem Rechnen mit
Mengen. Cantor leistete auf diesem Gebiet
Bahnbrechendes, und seine Definition einer Menge wird
auch heute noch verwendet. Laut Cantor ist eine Menge
eine Zusammenfassung wohldefinierter, unterscheidbarer
Dinge zu einem Ganzen. Das hort sich schon ziemlich
abstrakt an, was fur eine mathematische Definition nicht
unublich ist. Doch eigentlich ist eine Menge eines der
normalsten Dinge der Welt.



In Threm Sprachgebrauch haben Sie diesen Begriff
sicherlich schon oft verwendet, ohne daruber
nachzudenken. Wenn Sie sagen, dass jemand eine Menge
Geld hat oder die Kinder des Nachbarn eine Menge
Spielzeug, dann sind das bereits gelaufige Beispiele. In
diesem Sinne steht eine Menge immer fur viel, doch eine
Menge in der Mathematik muss nicht notwendigerweise
viele Dinge enthalten. Manchmal kann das nur eine einzige
Sache sein oder es gibt auch Mengen, die leer sind!
Schauen Sie sich die im folgenden Abschnitt aufgefuhrten
Beispiele an, um sich mit dem mathematischen Begriff der
Menge vertraut zu machen.

(a) eine Menge Geld {b) eine Menge Spielzeug

Abb. 1.1 Zwei Mengen, die verschiedene Dinge umfassen

Man kann Mengen anschaulich darstellen. Nehmen Sie ein
Blatt Papier und zeichnen Sie darauf verschiedene Dinge.
Um auf das Beispiel eine Menge Geld einzugehen, konnen
Sie ein paar 20- und 50-Euro-Scheine zeichnen. Das ist
dann sicherlich schon eine Menge Geld, wenn auch nur auf
dem Papier. UmschliefSen Sie die Zeichnung danach mit
einem Kreis oder einem Oval; dann haben Sie bereits die
anschauliche Darstellung einer Menge (Abb. 1.1a). Geht es
um eine Menge Spielzeug, konnen Sie ahnlich vorgehen.
Malen Sie z.B. einen Teddybaren, eine Spielzeugeisenbahn
und eine Puppe, und umschliefSen Sie das alles wieder mit
einem Oval (Abb. 1.1b). Im Allgemeinen nennt man die



Dinge, die sich in einer Menge befinden, die Elemente
dieser Menge.

Schreibweise

In der Mathematik an sich arbeitet man nicht mit Spielzeug
oder Geld; als Mathematiker an der Universitat wird man
auch sicher nicht reich. Es geht dann eher darum, mit
Zahlen oder anderen mathematischen Objekten
umzugehen. Schreiben Sie auf ein Blatt Papier eine 2, 3, 5,
7, 13, und umschliefSen Sie das wieder mit einem Oval.
Dann haben Sie eine Menge, die eben diese Zahlen als
Elemente enthalt. Mathematiker sind in der Regel faul und
mochten das Ganze einfacher schreiben. Offnen Sie eine
geschweifte Klammer, und schreiben Sie die Elemente der
Menge nacheinander auf. Dabei trennen Sie die einzelnen
Elemente mit einem Komma voneinander und schliefSen die
Klammer am Schluss wieder. Dann sollte {2, 3, 5, 7, 13}
auf Threm Blatt stehen, und genau auf diese Weise
schreiben Mathematiker Mengen.

Hantiert man mit unterschiedlichen Mengen, gibt man
diesen Bezeichnungen, z.B. A= {2, 3, 5, 7, 13} und B = {5,
7, 11}. Dabei kommt es ubrigens nicht auf die Reihenfolge
der einzelnen Elemente an. Also handelt es sich bei A = {3,
2,5,7,13} = {13,7,5, 3,2} = {5, 13, 2, 7, 3} jeweils um
dieselbe Menge. Wie Sie sehen, kommt auch jedes Element
nur einmal vor, denn nach Cantor sollen die Elemente
unterscheidbar sein. Von daherist {2, 2, 2, 3, 3,5, 7, 13,
13} = {2, 3,5, 7, 13} = A. Es ist auch unnotig, gleiche
Elemente mehrfach aufzufuhren. Mochte man sagen, dass
ein bestimmtes Element in einer Menge liegt oder nicht
liegt, so tut man das durch die Schreibweise 7 € A bzw. 13

¢ B. Ubrigens gibt es auch eine Menge, die keinerlei

Elementeenthalt. Man bezeichnet sie als leere Menge und
schreibt sie in der Form {} oder als @.



Mengendiagramme

Am Anfang des Kapitels haben Sie Mengen grafisch
dargestellt, indem Sie deren Elemente aufgezeichnet und
diese mit einem Oval umschlossen haben. Derartige
Darstellungen sind nicht einfach nur dazu da, um Thnen
den Mengenbegriff naher zu bringen, sondern sie werden
tatsachlich so auch von Mathematikern benutzt; man nennt
sie Mengendiagramme. Wenn die Elementeeiner Menge
nicht naher bestimmt sein sollen, malt man einfach ein
leeres Oval und schreibt den Namen der Menge hinein.
Eine derartige Darstellung ist vor allem am Anfang uberaus
hilfreich und erleichtert den Umgang mit Mengen
ungemein.

Mengenoperationen

Eine bestimmte Menge an sich kann fur den Mathematiker
bereits interessant sein. Oft ist man jedoch nicht einfach
nur an einer einzigen Menge interessiert, sondern man
mochte zwei oder mehrere Mengen - und damit auch deren
Elemente - miteinander kombinieren. Gewohnliche Zahlen
lassen sich beispielsweise uber die Grundrechenarten
miteinander kombinieren. Man fuhrt dazu die Operationen
der Addition, Subtraktion usw. ein und legt fur sie
bestimmte Regeln fest. Auch fur Mengen gibt es solche
Mengenoperationen, und diese lernen Sie im Folgenden
kennen. Aullerdem wird jede Mengenoperation durch ein
Symbol gekennzeichnet, so wie Sie das ja auch von den
Grundrechenarten her kennen. Nehmen wir an, uns liegen
zwei Mengen A und B vor, deren Elemente nicht naher
bekannt sind; das ist auch zunachst nicht notwendig.

1. Teilmenge einer Menge:

Eine Menge B ist eine Teilmenge einer Menge A, sofern alle
Elemente von B auch in A liegen. Umgekehrt mussen sich
jedoch nicht notwendigerweise alle Elemente von A in B



befinden. In einem Mengendiagramm ist eine Teilmenge B
von A dadurch charakterisiert, dass ihr Oval vollstandig in
dem Oval von A liegt (Abb. 1.2a). Man verwendet zur
Darstellung die Symbolik B C A. Fur die obigen beiden
Mengen A= {2,3,5,7,13}und B={5,7, 11} ist {5, 11}
C B, jedoch {5, 11}/C A. Da nicht alle Elemente von B auch
in A liegen (die Zahl 11) ist B/C A.

2. Schnittmenge von Mengen:

Die Schnittmenge (Durchschnitt) zweier Mengen A und B
ist eine Menge C, die alle Elemente umfasst, die sowohl in
A als auch in B vorkommen. Die Elemente in C mussen also
in beiden Mengen liegen (Abb. 1.2b). Befindet sich ein
Element nur in A oder nur in B, dann gehort es nicht zur
Schnittmenge von A und B. Das Bilden der Schnittmenge
kurzt man mit dem Symbol N ab, alsoist C= A N B.
Beispielsweise ist der Durchschnitt der beiden Mengen A =
{2,3,5,7,13} und B= {5, 7, 11} gegeben durch An B =
{5, 7}.

3. Vereinigungsmenge (Vereinigung) von Mengen:

Die Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B ist eine
Menge C, die alle Elemente enthalt, die entwederin A oder
in B liegen (Abb. 1.2c). Die Vereinigung ist nichts anderes
als eine Zusammenfuhrung beider Mengen. Hierbei ist es
nicht wichtig, ob ein Element nur in einer oder in beiden
Mengen A, B vorkommt. Die Vereinigung wird durch das
Symbol U gekennzeichnet: C = A U B. Beispielsweise gilt
fur die beiden obigen Mengen AU B= {2, 3,5, 7,11, 13}.
4. Komplement von Mengen:

Von zwei Mengen A und B lasst sich das Komplement
bilden; die zugehorige Verknupfung wird mit einem
umgekehrten Schragstrich gekennzeichnet. Das
Komplement A\ B besteht aus allen Elementen von A, die
nicht in B enthalten sind (Abb. 1.2d). Das Komplement der
beiden bisher verwendeten Mengen A und Blautet A\ B =
{2, 3, 13}.
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(a) Teilmenge (b) Schaittmenge (c) Vereinigung (d) Komplement
Abb. 1.2 Kombinationen zweier Mengen A und B

Rechenregeln fur Mengen

Wie beim Rechnen mit gewohnlichen Zahlen gibt es auch
fur Mengenoperationengewisse Rechenregeln. Das schone
ist, dass man diese Regeln mit Hilfe der Mengendiagramme
wunderbar veranschaulichen kann. Deshalb ist dieser
Abschnitt auch eine Hilfe, um zu lernen, die
Mengendiagramme besser zu verstehen.

Es werden drei Mengen A, Bund C betrachtet. Dann gelten
die Regeln von de Morgan:

(B\NA)UC=(BUC)\(A\C), (1.9a)
(BNANC=(BNC)\A=BnN(C\A), (1.9p)
(B\NA)UC=(BUC)\(A\ C), (1.9¢)
(BANA)UC=(BUC)\(A\ (), (1.94)
(B\NA)UC=(BUC)\(A\C), (1.9¢)

Nun sollen die ersten beiden Zusammenhange mit
Mengendiagrammennachvollzogen werden. Schauen Sie
sich dazu Abb. 1.3 an. Die Mengen A und B sind so
gezeichnet, dass sie eine nichtverschwindende



Schnittmenge haben und ebenso nichtverschwindende
Schnittmengen mit C.

A
D

Abb. 1.3 Drei Mengen A, Bund C, die nichtleere
Schnittmengen miteinander haben

Die linke Seite von (Gl. 1.9a) ist so zu verstehen, dass man
zunachst die Schnittmenge von A und B aus B entfernt. Das
erhaltene Ergebnis wird mit C vereinigt. Auf der rechten
Seite wird zunachst die Vereinigungvon B und C gebildet
und die Schnittmenge von A und C aus A entfernt. Die
Schnittmenge der letzten Menge wird dann aus der ersten
Vereinigung herausgenommen. Dargestellt ist das Ganze in
Abb. 1.4a.

Auf der linken Seite von (Gl. 1.9b) wird der Schnitt von A
und B aus B entfernt und die sich ergebende Menge mit C
geschnitten. In der Mitte wird B mit C geschnitten und
daraus wird der zugehorige Schnitt mit A entfernt. Auf der
rechten Seite wird der Schnitt von Aund C aus C
herausgenommen und die erhaltene Menge mit B vereinigt
(Abb. 1.4b). Alle Operationen fuhren auf dasselbe Ergebnis.



Fle b W o0 L

LS d

B\A (B\A)uC BUC A\C (BUC)\ (4\ C)
(a) GI. {1.98)
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Abb. 1.4 Graphische Darstellungen der Formeln von de
Morgan

Zahlenmengen

Der Mengenbegriff erlaubt es, Zahlen mit bestimmten
Eigenschaften in Gruppen einzuteilen. Diese Zahlenmengen
bilden eine der Grundfesten der Mathematik.

» Die Menge der naturlichen Zahlen ist N ={1, 2, 3,... }.
Ob man die Null dazunimmt, hangt davon ab, welche
Quelle man benutzt. Definiert man N wie angegeben,
also ohne die Null, dann gibt es zusatzlich die Menge
der naturlichen Zahlen einschliefSlich der Null. Letztere
ist die Vereinigung von N und der Menge mit der Null
als einziges Element: Ny = Nu{0} = {0, 1, 2, 3,... }.

» Die Menge der negativen ganzen Zahlen ist Z'=
{-1,-2,-3,... }. Ihre Elemente entsprechen den Elementen
von N, wobei jedes einzelne ein Minuszeichen erhalt.

= Die Menge der ganzen Zahlen ist Z ={...,-3,-2,-1, 0, 1, 2,
3,... }. Es handelt sich dabei um eine Vereinigung der



Menge der negativen ganzen Zahlen, der Null und der
Menge der naturlichen Zahlen: Z = Z7U N .

= Die Menge der rationalen Zahlen enthalt als Elemente
alle Zahlen, die sich als Bruch mit ganzen Zahlen
darstellen lassen: @ ={m/n; m, n € Z; n=0}.
Beispielsweise sind -11/3 und 17/191 rationale Zahlen.

= Zusammen mit den rationalen Zahlen werden alle
Zahlen, die nicht als Bruch mit ganzen Zahlen
dargestellt werden konnen, in der Menge der reellen
Zahlen R zusammengefasst. Dazu gehoren Wurzeln, also

z.B. \/5, der beruhmte goldene Schnitt ® = (1 + V2 )/2

und verschachtelte Wurzeln wie V V3 + 1, Das
Komplement I = R \ @ nennt man die irrationalen Zahlen.
Dabei handelt es sich um alle reelle Zahlen, die ubrig
bleiben, wenn man die durch Bruche darstellbaren
Zahlen entfernt.

» Die Menge der komplexen Zahlen C ist eine Erweiterung
der reellen Zahlen, die die Angabe der Losungen von
Gleichungen erlaubt, die mit den reellen Zahlen allein
nicht bestimmt werden konnen. Das umfasst z.B.
Losungen von Gleichungen der Form x? = -a mit a > 0.
Auf die komplexen Zahlen wird in Kapitel 6 des Buchs
naher eingegangen.

Letztendlich sind alle in der Reihenfolge angegebenen
Zahlenmengen Teilmengen voneinander: N C Ny CZ CR C

C.
Intervalle und ihre Darstellung durch Mengen

Zahlenmengen werden oft an Zahlenstrahlen dargestellt.
Ein bestimmter Abschnitt eines solchen Zahlenstrahls
nennt man Intervall. Auf der Grundlage von R beschreibt
z.B. [a, b] alle reellen Zahlen x, fur die a = x = b gilt.



Hierbei sind a und b die Intervallgrenzen, und sie gehoren
in diesem Fall zum Intervall selbst dazu. Derartige
Intervalle bezeichnet man deshalb als geschlossen. Im
Gegensatz dazu sind [a, b) und (a, b] halboffen. Das erste
umfasst alle reellen Zahlen mit a = x < b und das zweite
mit a < x < b. Letztendlich sind offene Intervalle solche, bei
denen keine der Intervallgrenzen selbst dazugehort, also
(a, b). Letzteres steht stellvertretend fur a < x < b.

Man kann jedes Intervall auch als Menge betrachten. Die
Schreibweise fur die oben genannten Intervalle als Mengen
lautet wie folgt:

My ={zeRla<z<b}, M={zeRla<z<b}, (1.10a)
My ={z€Rla<z<b}, M={zeRla<e<b}, (1.10b)

Sie sehen, dass in dieser Art der Formulierung eine Menge
an Information steckt. Zunachst wird die vollstandige
Zahlenmenge angegeben und anschlieSend alle
Eigenschaften, die die betrachteten Elemente der Menge
erfullen. Beide Informationen werden durch einen
senkrechten Strich voneinander abgetrennt.

Fur die obigen Mengen ist b die kleinste obere Schranke
(das Supremum), weil alle Elemente kleiner oder gleich b
sind und b zudem Kkleiner ist als alle anderen oberen
Schranken, die man angeben konnte. Dementsprechend
handelt es sich bei a um die grolste untere Schranke(das
Infimum), denn alle Elemente dieser Mengen sind grolser
als a und a ist grofSer als alle moglichen unteren
Schranken, von denen es unendlich viele gibt. Beachten
Sie, dass Supremum und Infimum nicht notwendigerweise
Teil der jeweiligen Menge sein mussen. Beispielsweise
gehort b nicht mehr zu den Mengen M,, M, und a nicht zu

M3, M,. Gehort ein Supremum noch zu einer Menge selbst,
so heilst es Maximum. Ein Infimum nennt man in diesem



Falle auch Minimum. Fur die gegebenen Mengen ist b ein
Maximum von M;, M3 und a ein Minimum von M;, M,.

1.3 Binomialkoeffizienten

Aus der Schule kennen Sie sicherlich noch das Pascal’sche
Dreieck, das in Abb. 1.5a gezeigt ist. Erinnern Sie sich
auch daran, wo die auftretenden Zahlen eine Rolle spielen?
Wenn Sie eine Summe aus zwei Variablen - also z.B. x + y -
potenzieren, handelt es sich bei den Zahlen im
Pascal’schen Dreieck um die Koeffizienten des sich
ergebenden Ausdrucks. Beispielsweise kann man die
folgenden Gleichungen aus der dritten, vierten bzw. funften
Spalte des Dreiecks ablesen:

2 2 2
(z +)° = 2% + 327y + 35y° + °, (1.11D)
(z+y)' =o' + 0’y + 627" + 4’ + 3" (1 11¢)

Es gibt eine zweite Moglichkeit, das Pascal’sche Dreieck
aufzuschreiben, die Sie moglicherweise in der Schule nicht
kennengelernt haben; gezeigt ist sie in Abb. 1.5b. Hier
entspricht jede einzelne Zahl einem Ausdruck der Form (n
k) mit n, k € N, den man Binomialkoeffizient nennt.

Letztere sind wie folgt definiert:

(n) _n-(n=1)---(n-k+1)
b ! (1.12)

Hierist k!l = k- (k-1)-..-- 2 - 1 die Fakultat, wobei 0! = 1.




