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1. Einleitende Gedanken

,Nach der Vorstellung der OECD werden mit PISA Basiskompetenzen erfasst, die in modernen
Gesellschaften fir eine befriedigende Lebensfiihrung in persénlicher und wirtschaftlicher Hinsicht
sowie fur eine aktive Teilnahme am gesellschaftlichen Leben notwendig sind“ (BAUMERT et al.
2001, 16).

Eine dieser Basiskompetenzen, die in den PISA-Studien erhoben wurden, stellt
nach dieser Sicht die mathematische Grundbildung dar. Egal ist dabei, wie man zu
diesem kompetenzorientierten Bildungsverstédndnis steht. Festzuhalten bleibt,
dass Rechnen kénnen einen zentralen Bildungsgegenstand darstellt.

Der Mathematikunterricht vermittelt dabei nicht nur die fachlichen Grundlagen,
sondern beeinflusst die gesamte Entwicklung des Kindes. Er soll zur Erschlieung
der Lebensumwelt unter mathematischen Aspekten beitragen. Wir sind im Alltag
stets von Zahlen umgeben, die gelesen und interpretiert werden wollen. Buslinien,
Preise, Hausnummern, Platzierungen, Adressen, usw. Eine Welt ohne Zahlen ist
schlichtweg nicht vorstellbar. Wie relevant auch gesellschaftlich ein adaquater
Umgang mit Zahlen tatsachlich sein kann, konnte in einer Studie nachgewiesen
werden. Dabei wurde festgestellt, dass die Arbeitslosenquote bei 37-jahrigen
englischen Mannern mit guten Rechenleistungen bei etwa 8% liegt.
Demgegeniber steht eine Quote von 48% bei Mannern mit schwacher
Rechenleistung (vgl. LANDERL et al. 2008, 100).

Rechnen stellt aber eine hochkomplexe Leistung dar und viele kénnen sich an
Schwierigkeiten im Mathematikunterricht in der eigenen Schulzeit noch gut
erinnern. Probleme in Mathematik scheinen trotz der dargestellten negativen
Auswirkungen ein Stick weit gesellschaftsfahig zu sein. Darin scheint auch ein
maoglicher Grund fir den bisher unbefriedigenden Forschungsstand im Bereich
des denkenden Umgangs mit Zahlen zu liegen.

Rechnen muss also erlernt werden und ein Grofteil dieser Aufgabe fallt der
Schule zu. Auch wenn festzustehen scheint, dass das Kind nicht als mathematisch
unbeschriebenes Blatt eingeschult wird, so werden doch vor allem in den
Eingangsklassen die Grundsteine gelegt, von denen der Erfolg in der weiteren

Schullaufbahn abhéngt. Kenntnislicken und missverstandene Begriffe in den



ersten beiden Schuljahren haben demnach meist massive Schwierigkeiten in

Mathematik zur Folge.

Der Erwerb dieser Grundsteine ist dabei mit vielféltigen Anforderungen an das
Kind verbunden. Gerade fir Schiler mit sonderpddagogischem Férderbedarf im
Forderschwerpunkt Lernen kénnen diese Anforderungen immense Hindernisse

darstellen.

Ziel dieser Arbeit soll es nun sein, diese Anforderungen am Beispiel des
Zehneriibergangs im Teilschrittverfahren im Bereich des Zahlenraums bis 20
darzustellen.

Dazu werden zunachst entwicklungspsychologische und neurowissenschaftliche
Theorien aufgezeigt, wie das Kind zu einem Zahlbegriff kommt, der arithmetische
Operationen erlaubt. AnschlieRend soll das Phanomen der Rechenschwéche
etwas naher beleuchtet, mdgliche Ursachen aufgezeigt und schliel3lich die
Operation des Zehneribergangs hinsichtlich seiner basalen und kulturell-

mathematischen Anforderungen untersucht werden.



2. Historische Ansiétze der Zahlbegriffsentwicklung

2.1 Das Phidnomen ,,Zahl“

Was ist eine Zahl und wie ist sie zu denken? Wurde die Zahl erfunden oder
existierte sie schon immer? Diese Fragen stellt unter anderem BRAINERD (1979)
und stellt fest, dies sei ,[...] one of humanity’s most ancient and redoubtable
mental preoccupation (BRAINERD 1979, 1). Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts
ging man davon aus, dass Zahlen schon immer vorhanden waren und lediglich
vom Menschen entdeckt und fur den Alltag nutzbar gemacht worden sind. Aber
bereits in der Antike lasst sich ein unterschiedlicher Umgang mit Zahlen
feststellen. Die Agypter und Babylonier benutzten Zahlen und Zahlsymbole im
Alltag, wie beispielsweise zum Handeln und Schéatzen. Die Griechen jedoch
setzten sich mit der Zahl eher philosophisch auseinander und stellten sich die
Frage, was denn die Zahl eigentlich sei. (vgl. MOSER OPITZz 2008, 15; ULLMANN
2005, 200). Erst im spaten 19. Jahrhundert setzte sich die Sichtweise durch, dass
Zahlen konstruiert seien und mit ihrer Funktion der Menschheit zu dienen. Nun
gab es Bemiihungen zu begriinden, warum und wie Zahlen konstruiert seien (vgl.
WEMBER 2003, 51). Es entwickelten sich daraus vor allem zwei verschiedene

Zahltheorien, die BRAINERD zusammenfasst.

2.2 Kardinalzahltheorie

Bei der Kardinalzahltheorie ist der Aspekt der Grélke und der Anzahl

ausschlaggebend. Wichtige Vertreter dieser Theorie sind RUSSEL und FREGE.

It is assumed that, in their simplest sense, numbers refer to classes, and the theory stresses that
number ultimately is based on physical counterparts of the logical idea of manyness” (BRAINERD
1979,92)

Hier wird zum einen davon ausgegangen, dass Zahlen eine Klasse von Dingen

reprasentieren. ,Jede Menge gehoért zu einer Ubergeordneten Menge, diese



wiederum gehdrt zur nachsten tUbergeordneten Menge usw.“ (MOSeER OpPITz 2002,
18). Zum anderen wird die Bedeutung der Eins-zu-Eins-Zuordnung deutlich. Denn
wenn gleiche Anzahl gleicher Zahl entspricht, muss diese Anzahl feststellbar sein.
Wichtig ist deshalb, dass eine Menge aus wahrnehmbaren einzelnen Einheiten
besteht.

»TWO classes have the same number when their terms can be correlated one to one, so that any
one term of either corresponds to one and only one term of the other* (RUSSEL, zit. nach BRAINERD
1979, 67).

2.3 Ordinalzahltheorie

Die Ordinalzahltheorie, die vor allem von DEDEKIND und PEANO entwickelt wurde,
stellt die andere damalige Sichtweise zum Zahlbegriffserwerb dar. In deren

Zentrum steht der Ordnungsaspekt. Demnach sind natlrliche Zahlen

,definiert als eine bestimmte arithmetische Progression, die mit Eins beginnt und bei der jede
folgende Zahl dadurch generiert wird, dass zur vorangegangenen eine weitere dazu gefigt wird"
(MosSeR OPITZ 2008, 17).

Nach dieser Theorie lernen Kinder den Umgang mit nicht numerischen
Progressionen bereits im Alltag im Vorschulalter. Sie verwenden die Begriffe
,gréer” und ,kleiner” oder ordnen Gegenstande der Gré3e nach an. Sie erwerben

die Ordinalzahl also beil&ufig in der kindlichen Sozialisation.

2.4 Zusammenfassung

Die Autoren RADATZ und ScCHIPPER betonen, dass es sich bei den vorgestellten
Theorien nicht um einen methodischen Streit, sondern eigentlich um eine
Auseinandersetzung zwischen ,Zahlbildphilosophen und ,Z&hlphilosophen®
handelt (vgl. RADATz et al. 1983, 37). Demnach wirde eine Ableitung der

Mathematikdidaktik von einer der beiden Theorien eine der beiden damals



angenommenen Gruppen benachteiligen. Die Existenz von ,Zahlern® und

~<Anschauern® wird heute sehr angezweifelt.

Logische und philosophische Herangehensweisen, die Zahl zu begriinden konnten
die Frage, wie das Kind zum Zahlbegriff kommt, nicht beantworten. Erst durch die
Entwicklung der experimentellen Psychologie und der Psychologie als
Wissenschaft wurde diese Frage verstarkt angegangen (vgl. MOSER OpiTz 2008,
16). Vor allem befassen sich die Entwicklungspsychologie, die ,sich im
Allgemeinen mit Vorgédngen und Veradnderung des Menschen im Laufe seines
Lebens” (KRAJEWSKI 2003, 33) beschéftigt und die kognitive Psychologie, der es
vorrangig um die ,ldentifikation spezifischer Prozesse der Zahlenverarbeitung*
(KRAJEWSKI 2003, 31, Hervorhebung im Original) geht, mit dem Ph&nomen der

Zahlbegriffsentwicklung.

3. Zahlbegriffsentwicklunqg nach PIAGET

3.1 Entwicklungsverstindnis

In der Tradition der franzésischen Verhaltenspsychologie, geht PIAGET davon
aus, dass man Psychologie betreibt, indem man das Verhalten des Menschen

beobachtet und analysiert (AEBLI, in PIAGET et al. 1975, 7).

,Handeln ist es also, was Erkenntnis, was Denken mdglich macht. Das Subjekt erweitert durch
seine Aktivitat die kognitiven Strukturen und differenziert sie immer weiter aus” (MOSER OPITZ 2008,
20).

Damit ist er einer der ersten Vertreter einer konstruktivistischen Sichtweise von
Lernen und Entwicklung. Er nimmt an, dass Kinder schlicht logisch handeln und
sich mit dem Instrument der Logik auch die Stufen des Denkens untersuchen

lassen.



3.2 Zahlverstiandnis

PIAGET ging als erster der Frage nach, welche Teilfertigkeiten benétigt werden um
den Begriff der natirlichen Zahl zu erwerben und wie diese Fertigkeiten
aufeinander aufbauen. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle etwas genauer auf
die Erkenntnisse PIAGETs eingegangen. Er verbindet Ordinalzahl- und
Kardinalzahlentwicklung. Sie finden nach seiner Auffassung zwar getrennt, aber
gleichzeitig statt. Fur PIAGET entwickelt sich die Zahl aus den logischen
Operationen der Klassen- und Reihenbildung. Mit dem Begriff der Operation sind
Handlungen gemeint, die konkreten oder formalen Charakter haben. Konkrete
Operationen kdnnen bereits im Gedanken ausgefihrt werden, sind aber noch an
konkrete Anschauung gebunden. Formale Operationen hingegen werden
gekennzeichnet durch einen Umgang mit abstrakten Begriffen, die auRerhalb der
Anschauung liegen (vgl. MosSer OpiTz 2008, 27). Als Beispiel wére hier die
Unendlichkeit der Zahlen zu nennen. Da Piaget annimmt, dass das Kind kein
angeborenes ,Wissen“ im Hinblick auf den Zahlbegriff mitbringt, muss dieses
sukzessive und aktiv aufgebaut werden. Dieser Vorgang beginnt bereits in der

senso-motorischen Phase.

3.3 Stufen der kindlichen Entwicklung

Die kindliche Entwicklung verlduft nach PIAGET allgemein in vier Phasen. Diese
sollen hier nur kurz erwdhnt werden, eine ausfuhrliche Darstellung entfallt aber
aus Grinden der Schwerpunktsetzung der vorliegenden Arbeit. Die
Altersangaben, entnommen aus GINSBURG und OPPER (vgl. GINSBURG et al. 1993,
43) sollen hier als ungeféhrer Anhaltspunkt und nicht als festgelegte Tatsachen

verstanden werden.
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