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Einleitung

Ein Kennzeichen der Anfang des 20. Jahrhunderts entstandenen ,,modernen* physi-
kalischen Theorien, der Relativititstheorie und der Quantenmechanik, ist ihre star-
ke Durchdringung mit abstrakten mathematischen Konzeptionen. Letztere sind fiir
ein physikalisches Verstdndnis grundlegend, jedoch fiihrten und fiihren sie durch
ihre ,Unanschaulichkeit’ zum Teil zu fundamentalen Deutungsschwierigkeiten. In
der Relativitétstheorie bilden im Fall der speziellen der Minkowskiraum (ein se-
mi-euklidischer vierdimensionaler reeller Raum) und im Fall der allgemeinen eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit die mathematische Basis. In der Quantenmechanik
kommt einem Hilbertraum von quadratintegrierbaren Funktionen eine zentrale Stel-
lung zu. Aber auch weitere mathematische Konzeptionen fanden Eingang in die-
se physikalischen Theorien. Fiir die Quantenmechanik sind hier beispielsweise die
Wahrscheinlichkeitstheorie (fiir eine — nicht unumstrittene — Interpretation) oder die
Gruppen- und Darstellungstheorie (fiir das Erfassen von Symmetrien) zu nennen.
Physik und Mathematik gehen also in den genannten physikalischen Theorien eine
sehr enge Verbindung ein, so dass eine Analyse des Wechselverhéltnisses der beiden
Disziplinen duferst vielversprechend erscheint.

Die vorliegende Untersuchung mochte am Beispiel des Engagements des nieder-
lindischen Mathematikers Bartel L. van der Waerden (1903-1996) auf dem Gebiet
der gruppentheoretischen Methode in der Quantenmechanik einige Dynamiken die-
ser Wechselbeziehungen aufzeigen und so zu einer differenzierten Erfassung des
Gesamtprozesses beitragen. Es zeigt sich auch hier, dass dieser Prozess keine diszi-
plindre Einbahnstra3e ist, sondern dass beide Disziplinen, Mathematik und Physik,
von dem Austausch profitieren. Van der Waerden agierte dabei ,,zwischen* den bei-
den Disziplinen im folgenden Sinn: Er stand Physikern als mathematischer Berater
zur Verfligung und versuchte auf deren Wiinsche einzugehen, selbst wenn dies ab
und an bedeutete, auf die, seiner Meinung nach, mathematisch sachgeméBeste Dar-
stellung zu verzichten und einfache, konkret nachrechnenbare Ansitze zu wihlen.
Er scheute aber auch nicht davor zuriick, neue Konzepte der modernen Algebra
in seinen physikalischen Arbeiten zu benutzen, falls er dies fiir angebracht hielt.
Die Offenheit fiir die Interessen der Physiker sowie die pragmatische Haltung in
Hinblick auf die Mathematik sind fiir van der Waerdens friihe quantenmechanische



2 Einleitung

Beitridge charakteristisch. Gerade im Vergleich mit den Arbeiten der beiden anderen
Pioniere der gruppentheoretischen Methode in der Quantenmechanik, dem Physiker
Eugen Wigner und dem Mathematiker Hermann Weyl, wird deutlich, dass alle drei
Wissenschaftler unterschiedlich an diese Thematik herangingen. So erdffnet sich
ein breites Spektrum in der Ausgestaltung der Wechselbeziehungen zwischen den
beiden Disziplinen.

Wihrend die Geschichte der Relativititstheorie in den letzten Jahren sowohl phy-
sikhistorisch als auch mathematikhistorisch verstirkt aufgearbeitet wurde, gilt dies
fiir die sich anschlieBende Entwicklung der Quantenmechanik nur fiir den physik-
historischen Zugang.! Eine mathematikhistorische Erforschung der Quantenmecha-
nik steht jedoch im Wesentlichen noch aus, auch wenn einzelne Teilaspekte bereits
ansatzweise untersucht wurden.” Hier setzt die vorliegende Untersuchung an. Sie
analysiert und kontextualisiert die Publikationen van der Waerdens zur Quanten-
mechanik bis Mitte der 30er Jahre des letzten Jahrhunderts. Als historiographische
Detailstudie stellt sie damit einen weiteren Schritt zur Erforschung der Geschichte
der Quantenmechanik aus mathematikhistorischer Perspektive dar.

Fiir den Bereich der gruppentheoretischen Methode in der Quantenmechanik,
also den Bereich der Quantenmechanik, welchen van der Waerdens Arbeiten be-
rithren, liegen bereits erste wissenschaftshistorische Analysen vor.> Von physik-
historischer Seite ermoglichen Mehra und Rechenberg einen zusammenfassenden
Uberblick fiir den Zeitraum von ca. 1926 bis 1933.% Der jiingst erschienene Arti-
kel von Borrelli bietet einen detaillierten Einblick zur Entwicklung der gruppen-
theoretischen Methode durch E. Wigner aus derselben Perspektive.’ Borrelli zeigt
auf, wie Wigner zu diesem Ansatz kam, wie er Methoden aus seinen Studien mit
H. Mark und K. Weissenberg zur Kristallographie zur Ableitung von Auswahlre-
geln in der Quantenmechanik nutzbar machte, wie er diese auf weitere quantenme-
chanische Fragestellungen adaptierte und welchen Einfluss der Mathematiker und
Freund Wigners J. von Neumann auf die Entstehung der diesbeziiglichen Arbeiten
hatte. Borrelli ergiinzt damit eine friihere, eher chemiehistorisch angelegte Studie
zur gleichen Thematik von Chayut und korrigiert einige der dort geduBerten Ein-

! Es sei dazu auf die sechsbindige Abhandlung von Mehra und Rechenberg (1982-2000) sowie auf
Beller (1999); Darrigol (2003); Hendry (1984) und auf die biographischen Werke zu W. Heisenberg
(Cassidy, 2001) und P. A. M. Dirac (Kragh, 1990) verwiesen. Zudem wird derzeit am Max-Plan-
ck-Institut fiir Wissenschaftsgeschichte in Berlin ein Projekt zur Geschichte der Quantenmechanik
durchgefiihrt.

2 Zu letzteren zihlen beispielsweise die Axiomatisierung der Quantenmechanik durch D. Hilbert,
J. von Neumann und P. Jordan (Lacki, 2000; Rédei und St6ltzner, 2001) und die Forderung der
quantenmechanischen Forschung in Géttingen durch Hilbert (Schirrmacher, 2003b).

3 Die Geschichte der Gruppen- und Darstellungstheorie vgl. beispielsweise WuBing (1984); Curtis
(1999); Hawkins (2000), zu ihren historischen Beziigen zur Kristallographie und anderen anwen-
dungsbezogenen Bereichen siehe Scholz (1989).

4 Mehra und Rechenberg (2000, Abschn. I11.4).

3 Borrelli (2009).
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schitzungen.® Von mathematikhistorischer Seite wurde fiir den Zeitraum von 1926
bis 1930 das Panorama der vielfiltigen Anwendungsmoglichkeiten der gruppen-
theoretischen Methode in der Quantenmechanik durch Scholz beleuchtet.” In einem
weiteren Artikel wandte sich Scholz vertiefend H. Weyl zu.® Er zeichnete Inhalt und
Entstehungskontext von Weyls erster quantenmechanischer Arbeit, einem Aufsatz
mit dem Titel ,,Quantenmechanik und Gruppentheorie®, nach.?

Mit Wigner und Weyl sind bereits zwei wichtige Akteure fiir die Entwicklung
und Verbreitung von gruppentheoretischen Methoden in der Quantenphysik ge-
nannt. Thre jeweiligen Rollen in dem Prozess der Mathematisierung der Quanten-
mechanik wurden, wenngleich nicht in jeder Facette, durchaus plastisch heraus-
gearbeitet.'” Scholz’ und Borrellis Analysen geben zu einer Modifikation der von
Mackey aufgestellten These von zwei distinkten ,,Programmen® der beiden Wis-
senschaftler Anlass — auch wenn dies in ihren Arbeiten nicht explizit angesprochen
wird.!! Nach Mackey zielte Wigners Vorgehen stirker auf die konkrete Anwendung
der Gruppentheorie in der Quantenmechanik, wihrend Weyls Zugang konzeptionel-
ler und auf die Fundierung der Quantenmechanik hin ausgerichtet gewesen sei. Die
beiden jlingeren Analysen zeigen jedoch, dass sich beide Aspekte sowohl in den
Arbeiten von Weyl als auch in denen von Wigner nachweisen lassen. Hier spiegelt
sich die Komplexitit des Wechselverhiltnisses wider.

Die vorliegende Untersuchung kniipft an diese wissenschaftshistorischen Beitra-
ge an und erweitert die bisherige Forschungsperspektive um eine mathematikhis-
torische Analyse zu van der Waerdens frithen quantenmechanischen Arbeiten. Van
der Waerden begriindete in zwei Arbeiten den Spinorkalkiil fiir die Erfassung der
Diracschen Wellengleichung des Elektrons im Kontext der speziellen und, zusam-
men mit L. Infeld, der allgemeinen Relativititstheorie (1929, 1933) und publizierte
1932 eine Monographie mit dem Titel ,,Die gruppentheoretische Methode in der
Quantenmechanik“.12 Diese Beitrige werden zwar in der Fachliteratur erwihnt,!3
wurden jedoch bisher nicht niher erdrtert. Sie bilden den Fokus der vorliegenden
Untersuchung, welche die folgenden drei Forschungskomplexe ins Zentrum stellt:

Der erste zentrale Forschungskomplex behandelt das Verhiltnis van der Waer-
dens zur Physik. Wihrend ndmlich der Mathematiker Weyl sich bereits durch sein
Buch ,,Raum Zeit Materie“!* in der theoretischen Physik einen Namen erworben
hatte, hatte der junge van der Waerden bis 1929 noch keinen Forschungsbeitrag zur

6 Chayut (2001). Vgl. weitere diesbeziigliche, chemiehistorisch ausgerichtete Arbeiten, beispiels-
weise Gavroglu (1995); Karachalios (2000); Schweber (1990); Simdes (2003).

7 Scholz (2006b).

8 Scholz (2008).

? Weyl (1928a).

10 Neben den bereits erwihnten Arbeiten von Scholz (2006b, 2008) und Borrelli (2009) sind zu
nennen: Mackey (1988a); Sigurdsson (1991); Speiser (1988).

11 Mackey (1988a,b, 1993).

12 yan der Waerden (1929); Infeld und van der Waerden (1933); van der Waerden (1932).

13 Beispielsweise in Scholz (2006b) oder Mehra und Rechenberg (2000, Abschn. II1.4).

14 Weyl (1918).
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Physik publiziert. Die bisherige biographische und autobiographische Literatur zu
van der Waerden liefert zur Beantwortung dieses Themenkomplexes nur sehr we-
nige Anhaltspunkte.'> Durch die Einbeziehung von umfangreichem Archivmaterial
gelang eine zum Teil duBerst detailreiche Rekonstruktion der Entstehungskontexte
seiner frilhen quantenmechanischen Arbeiten sowie seiner Kontakte zur Physik, zu
Physikern wie auch zu einigen zur mathematischen Physik arbeitenden Mathema-
tikern bis Mitte der 1930er Jahre. Es zeigt sich zum einen, dass van der Waerden
bereits seit seiner Studienzeit an physikalischen Fragestellungen interessiert war
— seine erste, in den gingigen Bibliographien'® unberiicksichtigte Publikation be-
schéftigte sich populdrwissenschaftlich mit der Relativititstheorie — und zum an-
deren, dass seine wissenschaftlichen Netzwerke fiir seine frithen Publikationen zur
Physik entscheidend waren. Insbesondere wird die tragende Rolle eines niederlin-
dischen Netzwerks um den Leidener Physikprofessor P. Ehrenfest herausgearbei-
tet. Im Rahmen der Archivstudien konnten zudem einige Liicken geschlossen so-
wie mehrere teilweise widerspriichliche Angaben in der bisherigen biographischen
und autobiographischen Literatur zu van der Waerden aufgeklirt werden. So leistet
die vorliegende Arbeit auch einen Beitrag zu einer umfassenden wissenschaftlichen
Biographie van der Waerdens.

Der zweite zentrale Forschungskomplex besteht in der inhaltlichen Analyse und
weiteren Kontextualisierung von van der Waerdens frithen quantenmechanischen
Arbeiten. Aus mathematikhistorischer Perspektive stehen hier Fragen beziiglich der
, Verwendung‘ von Mathematik im Mittelpunkt: Welche mathematischen Konzepte
nutzte van der Waerden explizit und implizit? Wie fiihrte er sie ein und wie mo-
difizierte er diese? Was leisteten sie? In welchem Verhiltnis stehen sie zu van der
Waerdens eigenen mathematischen Arbeiten und zum Stand der mathematischen
Forschung insgesamt? Da van der Waerden ein Vertreter der in den 1920er Jah-
ren von E. Noether und E. Artin entwickelten sogenannten ,,modernen* Algebra
war, wird hier insbesondere der Frage nachgegangen, inwiefern van der Waerden
moderne algebraische Konzepte und Methoden in seinen gruppentheoretischen Bei-
trdgen zur Quantenmechanik einsetzte. Die vorliegende Analyse zeigt, dass van der
Waerden sehr differenziert vorging. Nur selten griff er auf die moderne algebraische
Vorgehensweise zuriick, die er dann gegebenenfalls den — von ihm beobachteten
oder vermuteten — Bediirfnissen des physikalischen Kontexts und der Physiker an-
zupassen versuchte. Eine dhnliche Flexibilitéit in der Wahl seiner Methoden konnte
bereits fiir van der Waerdens Beitrige zur algebraischen Geometrie dargelegt wer-

15 1n den biographischen Arbeiten (Thiele, 2009, 2004; Schappacher, 2007) und (Soifer, 2009,
Kapitel 36 bis 39), die sich alle auf Teilaspekte von van der Waerdens Leben konzentrieren,
den Wiirdigungen (Gross, 1973; Frei, 1993), den Nachrufen (Scriba, 1996a,b; Dold-Samplonius,
1997; Frei, 1998) und den autobiographischen Werken (Dold-Samplonius, 1994; van der Waer-
den, 1997(1979)) werden zwar héufig van der Waerdens Publikationen zur Physik erwéhnt, aber
es wird nur selten auf die Thematik nidher eingegangen. Meist findet das Leipziger, seltener das
Gottinger Umfeld eine kurze Erwihnung, beispielsweise bei Dold-Samplonius (1994, S. 137f.),
Scriba (1996a, S. 14), Frei (1998, S. 136) und van der Waerden (1997(1979), S. 22). Die Arbeiten
von Eisenreich (1981) und Schlote (2008) gehen inhaltlich etwas ausfiihrlicher auf die in Leipzig
entstandenen van der Waerdenschen Publikationen ein.

16 Gross (1973); Top und Walling (1994).
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den.!” Durch den Vergleich mit anderen Arbeiten, insbesondere denen von Weyl und
Wigner, wird versucht, das Spezifische an van der Waerdens Vorgehensweise auf-
zuzeigen. Neben der Einbettung in den mathematikhistorischen Kontext findet auch
der quantenmechanische Beriicksichtigung. Ebenso wird der Rezeption von van der
Waerdens Arbeiten in der Quantenmechanik bis Ende der 1930er Jahre nachgegan-
gen.

Damit wird der dritte, bereits eingangs erwihnte Forschungskomplex der vorlie-
genden Untersuchung beriihrt: die Wechselbeziehungen zwischen Mathematik und
Physik in der Quantenmechanik. In der vorliegenden Untersuchung gelang es am
Beispiel des Engagements von van der Waerden auf dem Gebiet der gruppentheore-
tischen Methode in der Quantenmechanik, einige Dynamiken dieser Wechselbezie-
hungen zu erfassen. So konnte herausgearbeitet werden, dass die hiufig getroffene
Einteilung'® der Quantenphysiker in Befiirworter und Gegner der gruppentheoreti-
schen Methode irrefiihrend ist, da damit die Gruppe der an dieser Methode interes-
sierten Wissenschaftler unberiicksichtigt bleibt. Es war namlich ein Vertreter dieser
Gruppe, Ehrenfest, der einige wichtige Impulse fiir die Entwicklung der gruppen-
theoretischen Methode gab, und z.B. van der Waerdens Arbeit zum Spinorkalkiil
anregte. Da Ehrenfest den spiteren Kampfbegriff der Gegner der Gruppentheorie
prigte (,,Gruppenpest*), wird er zudem manchmal filschlich dem Lager der Gegner
zugerechnet.”

Ein weiteres Ergebnis der vorliegenden Arbeit sei hier vorweg genommen, es
betrifft van der Waerdens Motivation fiir sein quantenmechanisches Engagement.
Beide Artikel zum Spinorkalkiil gehen auf Anfragen von Physikern (Ehrenfest, In-
feld) zuriick. Damit kénnen sie als eine Art von Serviceleistung gesehen werden.
AuBerdem verweist das Bediirfnis der Physiker nach einem Kalkiil, einem ,,Re-
chenmechanismus“?® (Ehrenfest), nicht nur auf Schwierigkeiten mit der mathema-
tischen Theorie, sondern auch auf die Bedeutung von einfach zu handhabenden so-
wie im gewissen Sinne vertrauten Notationsformen fiir darstellungstheoretische Zu-
sammenhinge, die, Werkzeugen gleich, flexibel einsetzbar sind. Damit sind einige
Dynamiken aufgezeigt, welche meines Wissens nach in wissenschaftshistorischen
Untersuchungen zu den Wechselbeziehungen bisher nicht zur Geltung kamen.

SchlieBlich wurde die Entstehung des sogenannten Casimiroperators und des-
sen Verwendung im Beweis der vollstindigen Reduzibilitidt der Darstellungen halb-
einfacher Liegruppen analysiert und damit eine Riickwirkung der quantenmecha-
nischen auf die mathematische Forschung herausgearbeitet. Zwar ist dieses Bei-
spiel bekannt,”! jedoch konnte der physikalische Hintergrund der Beweise von
H.B.G. Casimir und van der Waerden (1935) sowie von G. Racah (1950) deut-
licher aufgezeigt werden.?> Auch wenn einige der hier skizzierten Aspekte nicht

17 Schappacher (2007).

18 Beispielsweise in Sigurdsson (1991, S. 235-238) oder Mehra und Rechenberg (2000, Ab-
schn. II1.4(e)).

19 Kragh (1990, S. 43).

20 Ehrenfest an Epstein, 20.10.1929, MB, ESC 4, S.1, 21.
21 Borel (1986, 1998, 2001); von Meyenn (1989).

22 Casimir und van der Waerden (1935); Racah (1950).
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unbedingt als typisch fiir das Wechselverhiltnis zwischen Mathematik und Physik
in der Quantenmechanik erachtet werden konnen, so demonstrieren sie doch die
Vielschichtigkeit des noch weiter zu erforschenden Prozesses.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in vier Teile. Im ersten, an die Untersu-
chungsthematik heranfiihrenden Teil wird der Hintergrund fiir van der Waerdens
Arbeiten zur Quantenmechanik relativ breit bis ins Jahr 1928 dargestellt. Dabei wird
auf darstellungstheoretische und quantenmechanische Entwicklungen eingegangen
sowie van der Waerdens Werdegang skizziert. Die drei ndchsten Teile sind chronolo-
gisch nach van der Waerdens Wirkungsstitten angeordnet. Im zweiten Teil wird sein
Einstieg in die quantenmechanische Forschung in Groningen (1928-1931) beschrie-
ben und Entstehungskontexte, Inhalt und Struktur seiner ersten Arbeit zum Spinor-
kalkiil untersucht. Der dritte Teil zu van der Waerdens Zeit in Leipzig (1931-1945)
ist bei Weitem der umfangreichste, denn in diese Zeit fallen seine anderen beiden
friihen Beitrdge zur Quantenmechanik sowie sein Beweis der vollen Reduzibilitit
der Darstellung von halbeinfachen Liegruppen. An eine Skizze van der Waerdens
wissenschaftlichen Umfelds an der Universitit Leipzig schlief3t sich ein Exkurs iiber
sein Verhéltnis zum Nationalsozialismus an. Dies tridgt zum Verstiandnis von van der
Waerdens Karriere in den Nachkriegsjahren in Holland und damit auch seiner Hin-
wendung zur angewandten Mathematik bei. Der Schwerpunkt des dritten Teils liegt
mit sechs Kapiteln auf der Analyse seiner Monographie zu den gruppentheoreti-
schen Methoden in der Quantenmechanik. Je ein weiteres Kapitel ist der Analyse
und Kontextualisierung der gemeinsamen Arbeit mit Infeld zum allgemein-relati-
vistischen Spinorkalkiil und dem Casimiroperator gewidmet. Ein Ausblick auf van
der Waerdens wissenschaftliche Karriere in den Niederlanden (1945-1951) und in
Ziirich (ab 1951) sowie auf seine Beschiftigung mit der Physik nach 1945 bilden
den vierten und letzten Teil der vorliegenden Untersuchung. In diesen Zeitraum fal-
len weitere Veroffentlichungen van der Waerdens auf dem Gebiet der Quantenme-
chanik wéhrend der 1960er Jahre, die zweite verdnderte Auflage seiner Monogra-
phie in englischer Sprache 1974 und einige wissenschaftshistorische Abhandlungen
zur Geschichte der Quantenmechanik.”? Diese Entwicklungen konnen jedoch nur
angedeutet werden, weil der Kontext der Quantenmechanik jener Jahre ein vollig
anderer und wissenschaftshistorisch noch unzureichend erschlossener ist. Den Ab-
schluss dieser Arbeit bildet die Analyse eines Vortrags {iber das Wechselverhéltnis
zwischen Mathematik, Physik und Astronomie, den van der Waerden anlésslich sei-
ner Emeritierung 1972 hielt.?*

Die oben angesprochenen Forschungskomplexe werden, wie aus der Gliederung
der Arbeit hervorgeht, nicht nacheinander abgearbeitet, sondern sind in der Untersu-
chung eng miteinander verwoben. Auf diese Weise werden Mikroebene und Makro-
perspektive verzahnt. Dies scheint fiir eine Erfassung von historischen — und damit
von zeitlich komplex strukturierten — Prozessen durchaus angemessen. Die Vorge-
hensweise hat den Nachteil, dass die Darstellung uniibersichtlich zu werden droht.

23 Physikalische Arbeiten: van der Waerden (1963, 1965, 1966, 1974); physikhistorische Arbeiten:
van der Waerden (1960, 1967, 1973b).

24 van der Waerden (1973a).
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Die Verfasserin hat versucht dem entgegenzuwirken, u. a. dadurch, dass den Teilen
kurze Uberblicksdarstellungen vorangestellt sowie die jeweiligen lokalen wissen-
schaftlichen Rahmenbedingungen in Hinblick auf van der Waerden in einleitenden
Kapiteln zusammengestellt wurden. Weiterhin ist zu beachten, dass die Untersu-
chung Grundkenntnisse der Darstellungstheorie und der Quantenmechanik voraus-
setzt. Auch wenn an vielen Stellen zum Teil sogar Elementares aus diesen Bereichen
erldutert wird, so kann die Abhandlung in der vorliegenden Form nicht als Einfiih-
rung in diese Fachgebiete dienen.

Der in dieser Untersuchung thematisierte Mathematisierungsprozess beschrink-
te sich im 20. Jahrhundert nicht nur auf die Physik, sondern erfasste auch andere
Disziplinen, wie beispielsweise die Chemie, die Wirtschaftswissenschaften oder die
Soziologie. Natiirlich verlief dieser Prozess in den verschiedenen Disziplinen sehr
unterschiedlich in Bezug auf Zeitpunkt bzw. Zeitraum sowie auf Art und Umfang
der Mathematisierung.”® Eine genaue Analyse der Wechselbeziehungen am Beispiel
der Quantenmechanik birgt dennoch das Potential, auch fiir das Verstindnis ande-
rer Mathematisierungsprozesse aufschlussreich zu sein und damit zugleich einen
bescheidenen Beitrag zur Entwicklung der Wissenschaft im 20. Jahrhundert im All-
gemeinen zu liefern.

25 Fiir die gruppentheoretische Methode in der entstehenden physikalischen Chemie klingt dies im
Kap. 14 an.



Teil 1
Hintergrund: Die Entwicklung bis ca. 1928



In den folgenden Kapiteln werden einige Entwicklungen skizziert, die den Kon-
text fiir van der Waerdens frithe Beitrige zur Quantenmechanik bilden. Dies um-
fasst sowohl die Beschreibung des in den fiir das Thema relevanten Teilgebieten
der Mathematik und Physik erreichten Kenntnisstandes wie auch die wissenschaft-
liche Karriere van der Waerdens. Insbesondere wird ein Uberblick gegeben iiber
die Entwicklung der Quantenmechanik, die Herausbildung der Darstellungstheorie
und das Auftauchen gruppentheoretischer Methoden in der Quantenmechanik. Die
Notwendigkeit fiir diese Auswahl ergibt sich aus dem Untersuchungsgegenstand:
van der Waerdens physikalische Beitrige beschiftigen sich allesamt mit gruppen-
theoretischen Methoden in der Quantenmechanik. Mathematisch gesehen verbirgt
sich hinter den ,,gruppentheoretischen Methoden* der damaligen Quantenmechanik
im Wesentlichen die Darstellungstheorie von Gruppen. So konnte man priziser von
,.darstellungstheoretischen Methoden* sprechen — ein Ausdruck, der sich aber im
Sprachgebrauch nicht eingebiirgert hat.

Gemeinsam ist diesen einfiihrenden Uberblickskapiteln, dass die Darstellung
meist um das Jahr 1928 endet — und damit kurz vor der Publikation von van der
Waerdens erster physikalischer Abhandlung im Jahre 1929. In manchen Fillen
werden die Entwicklungslinien etwas tiber diesen Zeitpunkt hinaus weiter gezo-
gen, um keine kiinstlichen Briiche zu erzeugen. Die Anfangszeitpunkte variieren
dagegen thematisch bedingt stark. Die Kapitel wurden chronologisch nach diesen
Anfangszeitpunkten angeordnet: Dem Uberblick zur Geschichte der Darstellungs-
theorie (Kap. 1) schlie3t sich ein Kapitel zur Entwicklung der Quantenmechanik
(Kap. 2) und ein weiteres zum Aufkommen gruppentheoretischer Methoden in der
Quantenmechanik an (Kap. 3). AbschlieBend wird van der Waerdens wissenschaft-
licher Werdegang bis 1928 nachgezeichnet (Kap. 4). Durch diese Anordnung wird
der Lesende systematisch an den Kern der Untersuchung herangefiihrt. Zu Beginn
des zweiten Teils stehen damit wesentliche fachspezifische wie biographische Hin-
tergrundinformationen zur Verfiigung, die fiir ein tieferes Verstdndnis der frithen
physikalischen Arbeiten van der Waerdens und deren kontextuelle Einordnung er-
forderlich sind.

Wihrend die hier gegebenen Zusammenfassungen zur Geschichte der Darstel-
lungstheorie und zur Geschichte der Quantenmechanik nur grob einige wenige
grundlegende Entwicklungen wiedergeben konnen, gehen die Darstellungen zur
gruppentheoretischen Methode und zu van der Waerdens Biographie stirker ins De-
tail. Hierbei wurden auch in der bisherigen Forschung unberiicksichtigt gebliebene
Aspekte einbezogen und in Einzelfillen Unbekanntes ans Tageslicht gebracht. Im
dritten Kapitel betrifft dies insbesondere die Analyse der Rezeption der gruppen-
theoretischen Methode, im vierten das Herausarbeiten von van der Waerdens Ver-
hiltnis zur Physik und zu Physikern bis 1928.



Kapitel 1
Zur Geschichte der Darstellungstheorie

Die Darstellungstheorie von Gruppen hat ihre Wurzeln in vielen verschiedenen Teil-
gebieten der Mathematik des 19. Jahrhunderts. Sie wurde beriihrt und/oder (wei-
ter-)entwickelt zur Beantwortung von Fragen und Problemen der Lieschen Trans-
formationsgruppen, der Invariantentheorie, der Theorie der Differentialgleichungen,
der Geometrie, der Arithmetik oder der Algebra — dem Bereich, dem sie heute zuge-
rechnet wird —, aber auch in der Auseinandersetzung mit Grundlagenfragen der
theoretischen Physik. In allen diesen Gebieten wurden Erkenntnisse gewonnen, wel-
che sich fiir die Darstellungstheorie als fundamental herausstellten. Dies geschah
nicht selten beildufig, da das eigentliche Forschungsinteresse in eine andere Rich-
tung ging. Daher konnen diese Forschungsergebnisse nicht ohne weiteres der Ge-
schichte der Darstellungstheorie zugerechnet werden. Retrospektiv betrachtet, kon-
stituieren sie vielmehr in diesen Fillen ihre Vorgeschichte, denn die Ergebnisse
waren noch nicht das Produkt einer systematischen, an darstellungstheoretischen
Fragestellungen orientierten Forschung. Die eigentliche Geschichte der Darstel-
lungstheorie beginnt erst mit den Arbeiten von Frobenius und Burnside um die Jahr-
hundertwende vom 19. zum 20. Jahrhundert. Frobenius und Burnside entwickelten
zundchst unabhingig voneinander fundamentale Konzepte der Darstellungstheorie
fiir endliche Gruppen. Von einer Darstellungstheorie fiir Liegruppen kann man im
engeren Sinne erst seit Weyls Arbeiten von 1925/26 sprechen. Weyl hob seinen inte-
grativen Ansatz explizit hervor: ,,Hier sollen alle diese Fiden zu einem einheitlichen
Ganzen verwoben werden. 2

Die Vielfalt der Gebiete, in denen darstellungstheoretische Einsichten formuliert
wurden, hatte zur Folge, dass die beteiligten Wissenschaftler die Beitrdge der ande-
ren oft gar nicht oder erst spit wahrnahmen. Daher wurden nicht selten Ergebnisse,
die aus heutiger Sicht dquivalent sind, mehrfach formuliert und zwischen solchen,
die aus heutiger Sicht zusammengehoren, wurden selten oder erst spét Beziige her-
gestellt. Diese Ignoranz gegeniiber anderen Teilgebieten der Mathematik als den
eigenen Forschungsgebieten stand nicht nur im Zusammenhang mit dem enormen

26 Weyl (1925, S. 275). Die ,,Fiaden* verweisen auf Arbeiten von Frobenius, Schur, Young, Schou-
ten und Cartan (s. u.).

M.R. Schneider, Zwischen zwei Disziplinen, Mathematik im Kontext, 11
DOI 10.1007/978-3-642-21825-5_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Wachstum mathematischen Wissens, der Institutionalisierung der sich herausbilden-
den Disziplin der Mathematik und ihrer Ausdifferenzierung in viele Teildisziplinen
sowie mit ihrer Professionalisierung — alles Entwicklungen, die wihrend der zwei-
ten Hilfte des 19. Jahrhunderts begannen —, sondern auch mit spezifischen lokalen
Forschungsmilieus. Verschiedene mathematische Stile, Schulen und Herangehens-
weisen verstarkten in manchen Fillen das Ausblenden ganzer Teilgebiete. Beispiels-
weise beschiftigte sich Frobenius, der von der Berliner Mathematik der strengen
Begriindung a la Weierstrall und Kronecker gepridgt worden war und ein dulerst
vielseitiger Mathematiker war, nicht mit der in seinen Augen sicher als ungenii-
gend fundiert erscheinenden Theorie von Lie. Und damit nahm Frobenius auch nicht
E. Cartans an die Liesche Schule ankniipfenden strukturtheoretischen Ergebnisse zu
kontinuierlichen Gruppen zur Kenntnis, welche ganz im Sinne seiner Forschungs-
richtung waren. Diese separaten Entwicklungen spiegeln sich in der Gliederung des
Abschnittes in einen zur Entwicklung der Darstellungstheorie von Gruppen endli-
cher Ordnung (1.1) und einen zu der von Liealgebren und Liegruppen (1.2) wider.

Eine umfassende Geschichte der Darstellungstheorie inklusive ihrer Vorgeschich-
te zu erarbeiten, ist allein schon aufgrund der Diversitit der Forschungsgebiete, wel-
che bei ihrer Herausbildung eine Rolle spielten, eine duBlerst anspruchsvolle Aufga-
be. Thomas Hawkins zeichnet in seiner Monographie The emergence of the theo-
ry of Lie groups. An essay in the history of mathematics 1869-1926 ein detail-
reiches Bild der Geschichte der Liegruppen als Ergebnis seiner jahrezehntelangen
Forschungen.?” Dazu gehort ganz wesentlich die Vorgeschichte und Geschichte der
Darstellungstheorie vor allem in Bezug auf Liegruppen. Hawkins beschreibt, wie
zwei disparate Entwicklungslinien — die Darstellungstheorie endlicher Gruppen von
Frobenius und Lies Theorie der Transformationsgruppen — letztlich in Weyls bahn-
brechenden Arbeiten zur Darstellung von Liealgebren 1925/26 zusammenflieen.
Hawkins berticksichtigt und analysiert dabei die verschiedenen Entstehungskontex-
te, wobei der Fokus auf der Entwicklung der Transformationsgruppen liegt. Neben
Hawkins umfassender Monographie sei auch auf das Buch von Charles W. Curtis
Pioneers of representation theory: Frobenius, Burnside, Schur, and Brauer hinge-
wiesen. Curtis fokussiert stirker auf den Kontext der Gruppen endlicher Ordnung,
in welchem die Darstellungstheorie im heutigen Sinne entstand. Die untersuchte
zeitliche Spanne reicht bis in die 1940er Jahre. Curtis stellt dabei haufig Beziige zur
jiingeren Forschung her und bezieht die Geschichte der polynomialen und modula-
ren Darstellung mit ein. Seine Darstellung ist stirker mathematisch orientiert.”8

Im Folgenden wird ein kurzer Abriss der Entwicklung der Darstellungstheorie
bis Ende der 1920er Jahre gegeben, der sich im Wesentlichen auf die bereits er-
wihnte Sekundarliteratur stiitzt. Der Schwerpunkt liegt dabei auf solchen Entwick-
lungen, Konstruktionen und Konzepten, welche fiir die ersten Anwendungen der
gruppentheoretischen Methode in der Quantenmechanik von Bedeutung waren, vgl.
Kap. 3, oder/und fiir van der Waerdens Arbeiten, vgl. Teile II und III. Das sind
u. a. die Konzepte der Darstellung einer Gruppe sowie der (vollstindigen) Zerleg-

27 Hawkins (2000). Vgl. Hawkins (1971, 1972, 1974, 1982, 1998, 1999).

28 Curtis (1999). Weitere Arbeiten in dieser Richtung sind: Lam (1998a,b); Slodowy (1999); Borel
(2001).
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barkeit einer Darstellung in irreduzible, das Schursche Lemma, die Konstruktion
der (irreduziblen) Darstellungen der Permutationsgruppe S,, der Drehungsgruppe
SO3(:= SO3(R)) und der SL,(R), die Konstruktion von Spindarstellungen, Weyls
Beweis der vollen Reduzibilitdt der endlich-dimensionalen Darstellung von kom-
plexen halbeinfachen Liegruppen und der Satz von Peter und Weyl.> Die vielfil-
tigen Entstehungskontexte werden nur angedeutet, da sie in der Sekundirliteratur
ausfiihrlich dargestellt sind. Diese Verkiirzung hat leider zur Folge, dass nur in we-
nigen Fillen die Notation der Originalarbeiten aufgegriffen sowie ausfiihrlich auf
die zugrundeliegenden zeitgendssischen Konzepte eingegangen werden kann. Auch
dafiir sei auf die Sekundirliteratur verwiesen.’® An dieser Stelle sei ebenfalls der
physikalische Hintergrund von einigen darstellungstheoretischen Arbeiten Cartans
und Weyls hervorgehoben. So ist bereits die frilhe Entwicklung der Darstellungs-
theorie mit physikalischen Fragestellungen eng verkniipft — eine Verbindung, die
bis heute immer wieder auftaucht und fiir die Darstellungstheorie durchaus frucht-
bringend war und ist.

1.1 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

Die grundlegenden Konzepte der Darstellungstheorie von Gruppen, wie vollstin-
dige Reduzibilitdt von Darstellungen oder Charaktere von Darstellungen, wurden
von Georg Frobenius Ende der 1890er Jahren in Berlin entwickelt. Dies geschah
nur in Bezug auf endliche Gruppen und im Kontext von arithmetischen Fragestel-
lungen. Vorausgegangen war dem die Ausarbeitung einer Theorie der Charaktere.
Um die Jahrhundertwende iibertrugen William Burnside und Issai Schur Frobenius’
Ansatz in andere mathematische Zusammenhinge der Invariantentheorie und erwei-
terten ihn um neue Konzepte und Erkenntnisse. 1905 entwickelte Schur die Darstel-
lungstheorie systematisch ausschlieBlich im Rahmen der linearen Algebra. Damit
lag erstmals eine umfassende, relativ einfache und eigenstidndige, d. h. von den Zu-
sammenhéngen zu ihren Entstehungskontexten befreite, Prisentation der Darstel-
lungstheorie vor. Wihrend Frobenius kontinuierliche Gruppen nicht in seine Unter-
suchungen einschloss, erkundeten Burnside und Schur durchaus einige Zusammen-
hinge zwischen den Darstellungen endlicher und kontinuierlicher Gruppen. Beide
interessierten sich zunichst jedoch nicht fiir den Aufbau einer Darstellungstheorie
kontinuierlicher Gruppen, vielmehr sahen sie darin eher eine Anwendungsmdglich-

29 Die Bezeichnung der Gruppen folgt hier der Konvention, dass eine abstrakte Gruppe beispiels-
weise die Gruppe der Drehungen im dreidimensionalen reellen Raum durch SO3(R) (bzw. SO3)
bezeichnet wird, die zugehérige Matrizengruppe durch SO(3,R) und die zugehorige Liealgebra
durch Kleinbuchstaben.

30 Hawkins (2000) erfasst die diversen konzeptionellen Kontexte in ihrem historischen Zusam-
menhang und fiihrt auch die zeitgendssische Notation ein. Allerdings wechselt er nicht selten in
eine dem heutigen Leser geldufige Darstellung und nutzt heutige Konzepte. Dies fordert meines
Erachtens die Verstdndlichkeit. Durch eine entsprechende Kommentierung versucht Hawkins, den
Lesenden vom Ziehen voreiliger Schliisse abzuhalten.
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keit der Darstellungstheorie endlicher Gruppen, welche deren Leistungsfihigkeit
zeigen sollte.

1.1.1 Frobenius

Frobenius war ein vielseitiger Mathematiker. Er studierte in Berlin bei Kronecker
und Weierstra3 und wurde 1870 dort promoviert. Nach einer Professur am Polytech-
nikum Ziirich, dem Vorlaufer der Eidgenossischen Technischen Hochschule Ziirich,
wurde er 1892 zum Nachfolger von Kronecker in Berlin berufen. Vier Jahre spi-
ter veranlasste ihn ein Problem zur Faktorisierung von ,,Gruppendeterminanten®,
das Richard Dedekind ihm gestellt hatte, dazu, eine Theorie von Gruppencharak-
teren und Darstellungen zu kreieren.! Die Gruppendeterminante © ist ein Poly-
nom, dessen Zerlegung in (irreduzible) Faktoren in gewisser Weise die Struktur der
betreffenden Gruppe wiedergibt. Frobenius untersuchte diesen Zusammenhang. Er
verallgemeinerte den Dedekindschen Begriff von Gruppencharakter. Er zeigte, dass
die von ihm fiir eine Gruppe & (von endlicher Ordnung) definierten Gruppencharak-
tere l//UL> auf den Nebenklassen von & konstant sind und die Orthogonalitétsrelation

Y vy (r) =g- 8,
re®

erfiillen, wobei g die Anzahl der Elemente von & und &, das Kroneckerdelta ist. Er
wies nach, dass die Gruppendeterminante durch die Gruppencharaktere vollstindig
bestimmt war, und nannte letztere deshalb schlicht Charaktere. Er zeigte, dass die
Anzahl der verschiedenen Charaktere gleich der Anzahl der Nebenklassen ist. Er
bezeichnete fw“) = u/(l)(l), wobei 1 die Identitit der Gruppe ist, als ,,Grad* des

Charakters y*) und bewies
_ 2
8= Zf e
A

Mit diesen Mitteln berechnete er Charaktertafeln einiger Familien von Gruppen.*?

In sich anschlieBenden Arbeiten stellte er seine Theorie der Charaktere in den
Rahmen von Matrizen und betonte die Bedeutung dieses Schritts.>* Er fiihrte den
Begriff ,,Darstellung* einer endlichen Gruppe durch Matrizen ein und entwickelte
grundlegende Konzepte der Darstellungstheorie, wie beispielsweise den Grad einer
Darstellung oder die Aquivalenz zweier Darstellungen. Er zeigte, wie Darstellungen
und Charaktere zusammenhingen. Die Charaktere sind die Spur von ,,primitiven‘
(d. h. irreduziblen) Darstellungen

l//(k)(r) = SpurR = Zr,-,-,

31 Frobenius kniipfte an Arbeiten von GauB}, Dirichlet und Dedekind zu ,,Charakteren von bindren
quadratischen Formen an.

32 Frobenius (1896a,b). Vgl. Hawkins (1971, 1974); Curtis (1999).
33 Frobenius (1897, 1898, 1899).




1.1 Darstellungstheorie endlicher Gruppen 15

wobei R = (r;;) die Darstellungsmatrix von r € & in der durch den Charakter y*)
bestimmten Darstellung ist. Die Zuordnung von Charakter und irreduzibler Dar-
stellung konstruierte Frobenius iiber die heute als regulédre Darstellung bezeichnete
Darstellung bzw. deren Zerlegung.>* Er zeigte, dass zwei irreduzible Darstellungen
genau dann dquivalent sind, wenn ihre Charaktere bzw. Spuren gleich sind.

Er bewies den Satz iiber die regulire Darstellung: Die Anzahl von indquiva-
lenten irreduziblen Darstellungen einer Gruppe & ist gleich der Anzahl der Neben-
klassen von &. Seien U, ..., U die irreduziblen Darstellungen der Gruppe und f;
der Grad von 1, dann tritt t; genau f) —mal in der vollstindigen Zerlegung der
reguldren Darstellung auf.

Damit hatte Frobenius 1897 gezeigt, dass die reguldre Darstellung in irreduzible
Darstellungen zerfillt. Dies war ein Vorldaufer von dem 1899 von Heinrich Maschke
bewiesenen Satz, der besagt, dass jede reduzible Darstellung einer Gruppe endli-
cher Ordnung vollstindig reduzibel ist.>> In Verbindung mit dem Konzept der ir-
reduziblen Darstellung ergab sich daraus das Theorem der vollstindigen Zerleg-
barkeit, also dass fiir jede Darstellung ¢ : & — GL(n,C) einer Gruppe endlicher
Ordnung eine Matrix M existiert, so dass

pi(r) 0 - 0

0 w(r) 0 - 0

Mo(riM'=| : 0 :
: 0

0 0 0 pln)

ist, wobei L; irreduzible Darstellungen sind. Burnside formulierte dies 1902 explizit
(s.u.).

Ein dhnlicher Satz fiir hyperkomplexe Zahlen (Algebren) war auch von dem est-
landischen Mathematiker Theodor Molien, der u. a. bei Felix Klein studiert hatte,
aufgestellt und bewiesen worden.’® Durch Eduard Study erfuhr Frobenius von
Moliens Arbeiten kurz vor der Publikation seines Artikels (Frobenius, 1897). Beim
weiteren Ausbau seiner Theorie der Darstellungen wandte er sich ebenfalls Algeb-
ren zu. Er definierte eine assoziative Algebra tiber C, deren Basis die Gruppenele-
mente sind und welche heute als Gruppenalgebra bezeichnet wird. Er erwihnte in
dieser Arbeit von 1899 die Ergebnisse von Molien.?’

Frobenius studierte dariiber hinaus die Relation zwischen den Charakteren ei-
ner Gruppe und denen ihrer Untergruppen. Er konstruierte die heute als induzierte
Darstellung bekannte Darstellung und bewies den heute nach ihm benannten Rezi-
prozititssatz.

34 Der Ausdruck regulire Darstellung wurde von Frobenius nicht gebraucht.

35 Maschke (1899). Maschke hatte bei F. Klein studiert und lehrte seit Anfang der 1890er Jahre in
Chicago bei E. H. Moore.

36 Molien (1893, 1897).

37 Zur Rolle von Algebren, sowie von Maschke und Molien bei der Entstehung der Darstellungs-
theorie vgl. Hawkins (1972).



16 1 Zur Geschichte der Darstellungstheorie

SchlieBlich gelang es Frobenius, unter Zuhilfenahme kombinatorischer Metho-
den das schwierige Problem der Berechnung der Charaktere der Gruppe der Per-
mutationen S, fiir beliebiges n € N zu I6sen.’® Dies diente seinem Doktoranden
Schur als Grundlage, um in seiner Doktorarbeit die polynomialen Darstellungen von
GL,(C) zu Klassifizieren (s. u.). In einer weiteren Arbeit vereinfachte Frobenius die
Berechnung der Charaktere mit Hilfe von Young-Tableaus.?* Frobenius erkannte,
dass man zur vollstdndigen Zerlegung einer Darstellung nicht mit rationalen Zahlen
auskam. Deshalb fiihrte er zu jedem Charakter l//(’l)(r) eine primitive charakteris-
tische Einheit £*) (r) ein. Damit lieBen sich Charaktere als Summe von primitiven
charakteristischen Einheiten ausdriicken. Die vollstindige Ausreduktion der regulé-
ren Darstellung konnte dann mit Hilfe einer Matrix geschehen, deren Eintrige dem
Korper der rationalen Zahlen, an den die kg primitiven charakteristischen Einheiten
adjungiert werden (k die Anzahl der Nebenklassen bzw. der indquivalenten irredu-
ziblen Darstellungen; g die Gruppenordnung), entnommen waren. Zur Berechnung
der primitiven charakteristischen Einheiten der S,, (und damit auch zur Berechnung
der Charaktere) entwickelte Frobenius sehr einfache Formeln, welche auf einem in-
variantentheoretischen Ansatz (Young-Tableaus) des britischen Mathematikers Al-
fred Young beruhten. Dabei dienten die Zerlegungen von n in eine Summe von
natiirlichen Zahlen ¢;

n=o+0op+... mit o; > 0y

zur Charakterisierung der Nebenklassen und damit auch der Charaktere bzw. der
irreduziblen Darstellungen von S,,.*° Weyl iibertrug mehr als 20 Jahre spiter diese
Konstruktion auf Liegruppen. Diese Erweiterung war, wie Hawkins iiberzeugend
argumentiert, damals aulerhalb der Forschungsfragen von Frobenius.

1.1.2 Burnside

Etwa zur gleichen Zeit wie Frobenius forschte der britische Mathematiker Wil-
liam Burnside zu Gruppen endlicher Ordnung. Burnside hatte in Cambridge studiert
und lehrte seit 1885 als Professor am Royal Navel College in Greenwich. Im An-
schluss an Arbeiten zur Hydrodynamik und elliptischen Funktionen wandte er sich
der Gruppentheorie zu, wobei er auch kontinuierliche Gruppen betrachtete. 1897
publizierte er die erste englischsprachige Monographie iiber die Theorie der Grup-
pen endlicher Ordnung.*' Darin duferte er sich noch zuriickhaltend iiber den Nutzen
von Matrizen. Burnside kannte die wichtigsten Arbeiten von Lie, Study, Killing und
E. Cartan zur Lieschen Theorie der Transformationsgruppen und sah eine Moglich-
keit, Frobenius’ Arbeiten zu Gruppen endlicher Ordnung dort einzubringen. In drei

38 Frobenius (1900). Vgl. Curtis (1999, Abschn. IL.5).

39 Frobenius (1903).

40 Frobenius (1903, §10). Vgl. Hawkins (2000, S. 381 f.).
41 Burnside (1897).



