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P R I N C I P E S  ET O P E R A T I O N S  DE BASE 

L e  b u t  d e  l a  p r e s e n t e  e t u d e  e s t  d ' e x p o s e r  l e s  p o s s i b i l i t e s  

o f f e r t e s  p a r  l ' a l g . b r e  l o g i q u e  d a n s  l a  s y n t h . s e  d e s  c i r c u i t s , a u s 

s i  c o m p l e x e s  s o i e n t - i l s , d ' e t u d i e r  s e s  a p p l i c a t i o n s  a l a  r e a l i s a 

t i o n  d e s  c a l c u l a t e u r s  n u m e r i q u e s  e l e c t r o n i q u e s ,  e t  d e  m o n t r e r C OID 

~ent e l l e  p e r m e t  d ' a p p o r t e r  d e s  s o l u t i o n s  o r i g i n a l e s  a d e s p r o b l . 

m e s  i n d u s t r i e l s _  
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M . S o u b i e s - C a m y  

1 .  P R I N C I P E S  ET O P E R A T I O N S  DE B A J E  

L ' a l g e b r e  l o g i q u e  s e  p r o p o s e  d ' e t u d i e r  d e s  c o m b i n a i s o n s  q u e  

l ' o n  p e u t  r e a l i s e r  a v e c  d e s  e l e m e n t s  a y a t i t  e n  c o m m u n  c e r t a i n e s  

q u a l i t e s . I n t r o d u i t e  p o u r  l a  p r e m i e r e  f o i s  p a r  I e  p h i l o s o p h e  1 0 -

g l c i e n  a n g l a i s  G e o r g e  B O O L E  e n  1 8 4 7  d a n s  u n e  e t u d e  s u r  I e  c a l c u l  

l o g l q u e  e n  a n a l y s e  m a t h e m a t i q u e .  e . l l e  n e  d e v a i t  e n  f a i t  r e c e v o i r  

s e s  p r e m i e r e s  a p p l i c a t i o n s  p r a t i q u e s  q u e  b e a u c o u p  p l u s  t a r d  g r a -

n e  a u x  t r a v a u x ,  d ' u n e  p a r t  d e  d e u x  i n g e n i e u r s  j a p o n a i s  - N A K A S I -

MA e t  liANZAWA ( 1 9 3 6 )  d ' a u t r e  p a r t  d e  l ' A m e r i c a n  C . E . S H A N N O N  

( 1 9 3 8 ) .  L e s  p r e m i e r s  i n d i q u e r e n t  u n e  m e t h o d e  d e  c a l c u l  d e s  c i r -

o u i t s  d e  c o n t a c t s  e l e c t r i q u e s ,  I e  s e o o n d  m o n t r a  l ' i n t e r 8 t  d e  l ' a l -

g e b r e  l o g i q u e  p o u r  l ' e t u d e  d e s  r e s e a u x  c o m p l e x e s . D e p u i s  c e t t e  

e p o q u e ,  l e s  a p p l i c a t i o n s  n ' o n t  c e s s e  d e  s ' e t e n d r e .  a u x  s y s t e m e s  

d e  c o m m u t a t i o n  t e l e p h o n i q u e  d ' a b o r d ,  a u x c a l c u l a t e u r s  n u m e r i q u e s  

e n s u i t e ,  a u x  p r o b l e m e s  i n d u s t r i e l s e n f i n . 

D e  m 8 m e  q u ' u n e  p r o p o s i t i o n  l o g i q u e  e s t  v r a i e  o u  f a u s s e ,  m a i s  

n e  p e u t  & t r e  ~ l a  f o i s  v r a i e  e t  f a u s s e ,  d e  m 8 m e  l a  c o n t i n u i t e  

d ' u n  c i r c u i t  s e r a  r e a l i s e e  o u  n o n ,  m a i s  c e  c i r c u i t  n e  p o u r r a  8 -

t r e  ~ l a  f o i s  o u v e r t  e t  f e r m e .  C ' e s t  d e  c e  p a r a l l e l i s m e  e n t r e  l a  

l o g i q u e  d e s  p h i l o s o p h e s  e t  I e  c o m p o r t e m e n t  d e s  c i r c u i t s  ~ l ' e l e -

m e n t s  m u l t i p l e s  a u x q u e l s  e l 1 e  s ' a p p l i q u e  q u e  l ' a l g e b r e  l o g i q u e  

t i r e  s o n  n o m .  O n  v o l t  e n  m 8 m e  t e m p s  q u e  c e t t e  a~gabre ~o gi que e s t  

u n e  a~gabre b i n a i r e . d a n s  l a q u e l l e  u n e t a t  o u  u n e  q u a l i t e  p e u v e n t  

& t r e  c a r a c t e r i s e s  p a r  l ' u n  o u  l ' a u t r e  d e s  d e u x  d i g i t s  0 e t  1 ~ 

l ' e x c l u s i o n  d e  t o u t  a u t r e  v a l e u r . D a n s  l ' e x e m p l e  p r e c e d e n t ,  s i  

I e  c i r o u i t  e s t  f e r m e ,  i l  s e r a  c o n v e n t i o n n e l l e m e n t  d a n s  l ' e t a t  

s ' i l  e s t  o u v e r t ,  i l  s e r a  d a n s  l ' e t a t  O .  

I I  e x i s t e  d e  n o m b r e u x e x e m p l e s  d e  s y s t e m e s  ~ d e u x  e t a t s  s t a -

b l e s ,  q u i  s o n t  d o n c  s u s c e p t i b l e s  d ' 8 t r e  u t i l i s e s  p o u r  l a  r e p r e -
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M . S o u b i e s - C a m y  

s e n t a t i o n  d e s  d i g i t s  b i n a i r e s : r e l a i s ( u n e  p o s i t i o n  d e  r e p o s ,  u 

n e  p o s i t i o n  d e  t r a v a i l ) . b a s c u l e  b i n a i r e  ~ t u b e s  ~leo t roniques 

o u ~ t r a n s i s t o r s ,  e t c  . . . S u i v a n t  l e s  c a s , l a  d i s c r i m i n a t i o n  e n 

t r e  l e s  d e u x  v a l e u r s  p o s s i b l e s  d u  d i g i t  s e r a bas~e s u r  l ' a b s e n c e  

a u  l a  pr~sence d ' u n  s i g n a l . s u r  l a  v a l e u r  h a u t e  o u  b a s s e  d ' u n  p o 

t e n t i e l , e t c  . . . N o u s  v e r r o n s  d a n s  c e  q u i  s u i t  d e  n o m b r e u x  e x e m 

p I e s  d ' a p p l i c a t i o n .  C e  q u l i l  f a u t  r e t e n i r  d~s m a i n t e n a n t , c ' e s t  

q u e  l' alg~bre l a g i q u e  e s t  s u r t o u t  q u a l i t a t i v e  ~ l ' i n v e r s e  d e  l ' a l 

g ~ bre c l a s s i q u e  q u i  e s t  e s s e n t i e l l e m e n t  q u a n t i t a t i v e , e t qU ' e l -

I e  s e  p r e t e  particul i ~rement b i e n  a l ' ~tude d e s  t e c h n i q u e s  b i n a i -

r e s  " p a r  t o u t  o u  r i e n n e 

D a n s  c e  d o m a i n e ,  e l l e  a l ' a v a n t a g e  d e  repr~sente r l e s p r o 

pri~t~s d ' u n  c i r c u i t  - a u s s i  c o m p l e x e  s o i t - i l  - p a r  u n e  f o n c t i o n , 

d i t e  f o n c t i o n  d e  c o m m u t a t i o n ,  ~ p a r t i r d e  l a q u e l l e  i L  e s t  possi~ 

b L e  d e  d i d u i r e  d e s  f o r m e s  m a t h i m a t i q u e m e n t  i q u i v a L e n t e s  r e p r i s e n 

t a n t  Le f o n c t i o n n e m e n t  d e  c i r c u i t s  a y a n t  L e s  m ' m e s  p r o p r i i t i s ,  

m a i s  d e s  f o r m e s  t o p o L o g i q u e m e n t  d i f f i r e n t e s .  P a r t a n t  d ' u n e  s t r u 

c t u r e donn~e, o n  d i s p o s e  a i n s i  d ' u n  m o y e n  s i m p l e  p o u r  o b t e n i r ,  

p a r  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  p u r e m e n t  math~matiques, d e s  s t r u c t u r e s  

n o u v e l l e s  e n t r e  l e s q u e l l e s  i l  s e r a  p o s s i b l e  d ' o p c i r e r  u n e  s~le

c t i o n  p o u r  n e  c o n s e r v e r  p a r  e x e m p l e  q u e  c e l I e  q U i  o o m p o r t e  I e  

n o m b r e  m i n i m u m  d'cil~ments e t  q u i repr~sente e n  cons~quence l a  s o 

l u t i o n  l a  p l u s  c i c o n o m i q u e . 

1 . 1 - S i g n i f i c a t i o n  d e s  o p i r a t i o n s  L o t i q u e s  d e  b a s e  

P o u r  m i e u x  f a i r e  c o m p r e n d r e  l a  s i g n i f i o a t i o n  d e s  op~rations 

l o g i q u e s . n o u s  c o n s i d c i r e r o n s  s u c c e s s i v e m e n t  l ' a d d i t i o n  l o g i q u e  

e t  I e  p r o d u i t  l o g i q u e .  e n  d o n n a n t  d a n s  c h a q u e  c a s  u n e  s i g n i f i c a 

t i o n  p h y s i q u e  e t  u n e  s i g n i f i c a t i o n  g~omcitrique . 
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1 . 1 . l - A d d i t i o n  l o g i q u e 

L ' a d d i t i o n  l o g i q u e t r a d u i t c e q u ' o n  a p p e l l e  e n c o r e  u n e  c o n 

d i t i . o n  " O U " , C o n s i d e r o n s  d e u x  v a r i a b l e s  b i n a i r e s  i n d e p e n d a n t e s  

x e t  y p o u v a n t  p r e n d r e  c h a c u n e  l ' u n e  d e s  v a l e u r s  0 o u  1 s u i v a n t  

q u e  l e s  e t a t s  ( x )  e t  ( y )  q U ' e l l e s  r e p r e s e n t e n t  r e s p e c t i v e m e n t  

s o n t  a b s e n t s  o u  p r e s e n t s . 8 i  c e s  d e u x  e t a t s  c o n c o u r e n t  a u  m&me 

e f f e t  ( 8 L  i l  s u f f i r a , p o u r  q u e  c e t  e f f e t  s e  m a n i f e s t e  ( 8  

l ' u n  OU l ' a u t r e  d e s  d e u x  e t a t s  ( x )  e t  e : y )  J OU l e s  d e u x  a l a  f o i s ,  

e x i s t e n t  

8 1 s i  

OU s i  

OU s i  

x 

x 

x 

1 

o 

1 

y 

y 

o 

1 

y == 1 

P a r  c~ntre , s i  n i  l ' u n  n i  l ' a u t r e  d e  c e s  d e u x  e t a t s  n ' e x i 

s t e n t ,  l ' e f f e t  q u i  s e  m a n i f e s t a i t  d a n s  l ' u n e  d e s  t r o i s  e v e n t u a 

l i t e s  p r e c e d e n t e s  e s t  s u p p r i m e : 

8 ::: 0 s i  

O n  r e s u m e r a  c e s  p r o p r i e t e s  p a r  l a  r e l a t i o n  logiqu~ d ' a d d i t i o n : 

8 := x + y 

O n  v o i t q u e  l ' a d d i t i o n  l o g i q u e  c o n d u i t  a u  m e m e  r e s u l t a t  q u e  

l '  a d d i t i o n  a r i t h m e t i q u e ,  s a u f  d a . n s  1 e  c a s  o u  x == 1 ,  Y == 1 ,  p o u r  

l e q u e l  l ' a d d i t i o n  b i n a i r e  d o n n e r a i t  

r e p o r t  q u i  a p p a r a i t  a l o r s ) . 

1 + 1 = 0 ( e n  n e g l i g e  a n t  I e  

O n  p e u t  o b t e n i r  unere~resentat i on g e o m e t r i q u e  d~ 1 ' a d d i t i o n  

l o g i q u e  e n  t r a 9 a n t  l e s  c e r c L e s  d'EULER r e 1 a t i f s  a u x  d e u x  v a r i a 

b l e s  x e t  y ( f i Q u r e  1 . 1 ) .  O n  d e s i g n e  B O U S  c e  n o m  d e u x  c e r c 1 e s  s e 

c a n t s  ( x )  e t  ( y )  c o n t e n u s t o u s  d e u x  d a n s  u n  m e m e  c e r c 1 e  e x t e r i e u r  

( R )  a p p e l e  I e  r e f e r e n t i e 1 . P a r  c o n v e n t i o n ,  I e  d o m a i n e  i n t e r i e u r  

a c h a q u e  c e r c 1 e  r e p r e s e n t e  l a  v a r i a b l e  b i n a i r e  c o r r e s p o n d a n t e  

x d a n s  1 e  c a s  d u  c e r c 1 e  ( x ) ,  y d a n s  I e  c a s  d u  c e r c 1 e ( y ) , 
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L a  s o m m e  l o g i q u e  8 = x + y , d a n s  l a  r e p r d s e n t a t i o n  d ' E U L E R ,  

e s t  c o n s t i t u d e  p a r  l a  r e u n i o n  d e s  d o m a i n e s  i n t d r i e u r s  a u x  c e r 

c l e s  ( x )  e t  ( y )  ( e n s e m b l e  d e s  a i r e s  h a o h u r d e s  d e  l a  f i g u r e  L 1 ) . 

L a  c o n d i t i o n  OU s ' e x p r i m e r a  e n  d i s a n t  q u e  I e  d o m a i n e  i n t d r i e u r  

a ( x )  e s t  i n t d r i e u r  a u  c o n t o u r  e n  t r a i t s  r e n f o r o d s  q u i  l i m i t e  

l ' e n s e m b l e  d e s  a i r e s  h a c h u r d e s ,  d e  m a m e  q u e  I e  d o m a i n e  i n t d r i e u r  a 

( y ) ,  d e  m e i n e  · e n c o r e  q u e  l '  e n s e m b l e  d e s  d o m a i n e s  i n t  d r i e u r s  a l a  f o i s  

a ( x )  e t  a ( y ) .  

P o u r  a v o i r  u n e  r e p r d s e n t a t i o n  p h y s i q u e  d e  l ' a d d i t i o n  l o g i 

q u e ,  i l  s u f f i t  d ' i m a g i n e r  u n  j e u  d e  d e u x  c o n t a c t s  ( x )  e t  ( y )  m o n 

t e s  e n  p a r a L L e L e  e t  a l i m e n t  a n t  u n e  l a m p e  d e  s i g n a l i s a t i o n ,  I e  

c i r c u i t  a i n s i  c o n s t i t u d  d t a n t  aliment~ p a r  u n e  s o u r c e  d e  t e n s i o n  

c o n v e n a b l e  ( f i g u r e  1 . 2 ) . L a  v a l e u r  0 d e  l ' u n e  d e s  v a r i a b l e s  x o u  

y c a r a c t d r i s e r a  l ' d t a t  d ' o u v e r t u r e  d u  c o n t a c t  ( x )  o u  ( y ) ,  e t  l a  

v a l e u r  1 s o n  d t a t  d e  f e r m e t u r e , L e  c i r c u i t  s e r a  f e r m d  e t  l a  l a m 

p e  a l l u m d e  c h a q u e  f o i s  q u e  l ' u n  d e s  c o n t a c t s  ( x ) ,  OU l ' a u t r e  ( y ) ,  

OU l e s  d e u x  a l a  f o i s ,  s e r a  f e r m d . A u  c o n t r a i r e ,  I e  c i r c u i t  s e r a  

o u v e r t  e t  l a  l a m p e  e t e i n t e  c h a q u e  f o i s  q u e  ( x )  e t  ( y )  s e r o n t  t o u s  

d e u x  o u v e r t s .  

B i e n  e n t e n d u ,  l a  n o t i o n  d e  s o m m e  l o g i q u e  e s t  s u s c e p t i b l e  d e  

s ' d t e n d r e  a u n  n o m b r e  q u e l c o n q u e  n d e  v a r i a b l e s .  8 i  l e s  n v a r i a 

b l e s  s o n t  n u l l e s , l e u r  s o m m e  l o g i q u e  e s t  n u l l e . 8 i  t o u t e s  l e s  

v a r i a b l e s ,  OU u n  c e r t a i n  n o m b r e  s e u l e m e n t ,  OU e n c o r e  u n e  s e u l e  

v a r i a b l e  q u e l l e  q u ' e l l e  s o i t  e s t  d g a l e  a l ! u n i t d .  l a  s o m m e  l o g i 

q u e  s e r a  d a n s  c h a q u e  c a s  d g a l e  a l ' u n i t d ,  

1 . 1 . 2 - P r o d u i t  l o g i q u e  

L e  p r o d u i t  l o g i q u e  t r a d u i t  c e  q u ' o n  a p p e l l e  u n e  c o n d i t i o n  

" E T "  o u  c o n d i t i o n  d e  s i m u l t a n e i t d .  P o u r  q u e  l ' e f f e t  a u q u e l  c o n 

c o u r r e n t  l e s  d e u x  d t a t s  c o n s i d d r d s  p u i s s e  s e  m a n i f e s t e r ,  i l f a u t  
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q u e  l e s  d e u x  c i t a t s  e x i s t e n t  s i mu l t a n e m e n t ,  c ' e s t - a - d i r e  q u ' o n  a i t  

a 1 a f o i s  I e  p r e m i e r  e t ~t E T  I e  s e c o n d .  E n  d e s i g n a n t  c o m m e  p r e c e 

d e m m e n t  c h a o  u n  d e s  d e u x  e t a t s  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  e x )  e t  ( y ) ,  e t  

l ' e f f e t  r e s ) . 1 1 t a n t  p e r  ( p ) ,  o n  p e u t  e o r - i r e  .. e n  c o n s i d e r - a n t  l e s  v a 

l e u r s  d e s  v a r i a b l e s  e t  d e  1 a  f O l l c t i o n  : 

p = x = 1 e t  y = 1 

D a n s  t O l l S  l e s  a u t r e s  c a s ,  s i  l l u n  s e u l e m e n t  d e s  e t a t s  e x i s t e ,  o u s i  a u 

c u n n ' e x i s t e ,  l ' e f f e t  a u q u e _ l i l s  e o n a o u r r e n t  t o u s  d e u x  e s t  s u p -

p r i m e  

p o s i  x 1 

x = 0 

y 

y 

o 

1 

x = O , y  0 

L e s  p r o p r i e t e s  p e u v e n t  e t r e  r e s u m e e s  p a r  l a  r e l a t i o n  l o g i q u e  

d e  m u l t i p l i c a t i o n  : 

p = x y  

q u i , i o i ,  c o n d u i t  a u  m e r n e  r e s u l t  a t  q u e  I e  p r o d u i t  a r i t h m e t i q u e . 

E n  s e  r e p a r t a n t  a u x  cerc~es d'EULER r e l a t i f s  a u x  d e u x  v a r i a b l e s  x 

e t  y ( f i g u r e  1 . 3 ) ,  o n  o b t i e n d r a  u n e  r e p r e s e n t a t i o n  g e o m e t r i q u e  

p a r t i c u l i e r e m e n t  s i m p l e  d u  p r o d u i t  1 0 g i q u e . E n  effet~ c e  d e r n i e r  

e s t  c o n s t i t u e  p a r  l a  p a r t i e  hachur~e o o m m u n e  a u x  d e u x  o e r c l e s  ( x )  

e t  ( y ) ,  c l e s t - a. - d i r e  p e r  l '  i n t e r $ e c t i o n  d e s  d e u x  c e r c l e s .  L a  c o n 

d i t i o n  ET s ' e x p r i m e r a  e n  d i s a n t  q u e  I e  d o m a i n e  a i n s i  d e l i m i t e  

e s t  i n t e r i e u r  a l a  f o i s  a u  ~ercle ( x )  E T  a u  c e r c l e  ( y ) .  

P o u r  o b t e n i r  u n e  r e p r e s e n t a t i o n  p h y s i q u e  d u  p r o d u i t  l o g i q u e ,  

i l  s u f f i t  d e  r e m p l a c e r  I e  m o n t a g e  e n  p a r a l l e l e  d e s  c o n t a c t s  ( x )  

e t  ( y )  d u  c i r c u i t  d e  l a  f i g u r e  1 . 2 p a r u n  m o n t a g e  s . r i e  d e s  m ' 

m e s  c o n t a c t s  ( f i g u r e  1 . 4 ) .  L a  l a m p e  n e  s ' a l l u m e r a  ( p  = 1 ) q u e  

l o r s q u e  l e s  d e u x  o o n t a o t s  s e r o n t  f e r m e s  ( x  = 1 ,  Y = 1 ) .  E l l e  

s ' e t e i n d r a  a u  o o n t r a i r e  ( p  = 0 )  o h a q u e  f o i s  q u l u n  o o n t a o t  o u  l ' a u -
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e t  y 0 ) .  

M . S o u b i e s - C a m y  

0 ,  o u  y = 0 , o u  x -= 0 

D e  l a  m e m e  f a y o n ,  d a n s  I e  c a s  d e  n v a r i a b l e s  b i n a i r e s  i n d e 

p e n d a n t e s ,  l e u r  p r o d u i t  l o g i q u e  s e r a  e g a l  ~ 1 s i  t o u t e s  l e s  v a 

r i a b l e s  s o n t  s i m u l t a n e m e n t  e g a l e s  ~ 1 . I I  s u f f i t  q u l u n e  s e u l e  v a 

r i a b l e ,  o u  p l u s i e u r s  ~ l a  f o i s ,  s I a n n u l e "  p o u r  q u e  I e  p r o d u i t 1 0 -

g i q u e  d e s  n v a r i a b l e s  s ' a n n u l e  e n  m e m e  t e m p s . 

1 , 1 . 3 - F o n c t i o n  NE P A S  

L a  f o n c t i o n  NE P A S  e s t  u n  c o n c e p t  d e  l l alg~bre l o g i q u e  q u i  

n ' B  p a s s o n  e q u i v a l e n t  e n  alg~bre o r d i n a i r e . E l l e  r e p r e s e n t e  I e  

" c o m p l e m e n t  ~ 1 "  d e  l a  v a r i a b l e  x ,  q u e  l ' o n  e c r i t  x e t  q u e  l I o n  

l i t  " x  b a r r e " .  

S i  x 

l a t i o n s  

1 ,  x 0 ; d e  m e m e ,  s i  x 

x + x 1 

x x  0 

( x )  _ '" 

0 ,  x L ,  O n  a d o n c  l e s  r e -

G e o m e t r i q u e m e n t ,  l a  f o n c t i o n  x e s t  r e p r e s e n t e e  p a r  I e  d o m a i 

n e  e x t e r i e u r  a u  c e r c l e  d l E U L E R  (~), c e  d o m a i n e  e t a n t  l i m i t e  a u  r e 

f e r e n t i e l ( R ) .  

D a n s  I e  c a s  d e  d e u x  v a r i a b l e s , b i n a i r e s  x e t  y ,  s i  1 i o n  s e  r e 

f e r e  ~ l a  f i g u r e  1 . 3 ,  o n  v o i t  q u l i l  e x i s t e  q u a t r e  d o m a i n e s  e l e 

m e n t a i r e s  d e t e r m i n e s  p a r  l e s  c e r c l e s  ( x ) ,  ( y )  e t  ( R ) ,  e t  q u i  c o r 

r e s p o n d e n t  a u x  q u a t r e  produi~s l o g i q u e s  q u l i l  e s t  p o s s i b l e  d e  f o r 

m e r  ~ p a r t i r  d e s  d e u x  v a r i a b l e s  x e t  y e t  d e  l e u r s  c o m p l e m e n t s  I 

e t  y . O e  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t 

1 e d o  rna i n  e e x t  e r i e u r ~ ( x ) e t e x  t e e r i e u r ' ~ ( y  ) x yo 

I e  d o m a i n e  e x t e r i e u r  ~ ( x )  e t  i n t e r i e u r  ~ ( y )  x y  

I e  d o m a i n e  i n t e r i e u r  ~ J x )  e t  e x t e r i e u r  ~ ( y )  x y  
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- l e  d o m 3 . i n e  i n t d r i e u r  ~ ( x )  a t  i n t d r i e u r ~ ( y ) x y  

D ' u n e  f 3 . Q o n  g d n d r a l e ,  d 3 . n s  I e  C3.S d e  n v 3 . r i 3 . b l e s  i n d e p e n d 3 . n t e s ,  

i l  s e r a i t  p o s s i b l e  d e  d d f i n i r  2 n d o m 3 . i n e s  d l d m e n t 3 . i r e s  t o u s  r e p r d -

s e n t d s  p a r  d e s  p r o d u i t s  l o g i q u e s  ~ n t e r m e s  c o m p r e n a n t  , l e s  v a r i a -

b l e s  e t  l e u r s  c o m p l d m e n t s  a 1 .  

1 . 2 - P r o p r i e t e s  d e s  o p e r a t i o n s  ~ogiques 

1 . 2 . 1 - A d d i t i o n  l o g i q u e  

L~~ r e l a t i o n s  i n d i q u d e s  p r d c d d e m m e n t  p e r m e t t e n t  d ' d c r i r e ,  d ' u -

n e  f 3 . Q o n  g d n d r a l e ,  x d t a n t  u n e  v a r i a b l e  b i n 3 . i r e  p o u v a n t  p r e n d r e  l ' u -

n e  d e s  d e u x  v a l e u r s  0 o u  1 

x + 0 x 
x + 1 1 
x + x = x 

G d o m d t r i q u e m e n t  p3.r l a~t. c e t t e  derni~re r e l 3 . t i o n  m o n t r e  q u e  

1 3 .  s o m m e  l o g i q u e  n e  f 3 . i t  p 3 . S  d e  d i s t i n c t i o n  e n t r e  u n  d o m a i n e  c o u -

v e r t  u n e  s e u l e  f o i s  e t  l e  m e m e  d o m a i n e  c o u v e r t  p l u s i e u r s  f o i s .  

L ' 3 . d d i t i o n  l o g i q u e  e s t  c o m m u t a t i v e  

x + y = y + x  

E l l e  e s t  a u s s i  a s s o c i a t i v e  

x + ( y  + z )  ( x  + y )  + z 

1 . 2 . 2 - P r o d u i t  l o g i q u e  

O n  p e u t  d c r i r e , d ' u n e  f a Q o n  g d n d r 3 . 1 e  

x . O 0 
x . 1  x 
X . x  x 

C o m m e  p r d c d d e m m e n t ,  l e  p r o d u i t  l o g i q u e  a l a  m e m e  v a l e u r  q u e l  

q u e  s o i t l e  n o m b r e  d e  f o i s  o u  l e  d o m a i n e  r e p r d s e n t a t i f  e s t  c o u v e r t . 

L3. m u l t i p l i c a t i o n  l o g i q u e  e s t  c o m m u t a t i v e  

x y  . = y x  

E l l e  e s t  a s s o c i a t i v e  

( x y ) z  = x ( y z )  

E n f i n  e l l e  e s t  d i s t r i b u t i v e  

x y  + x z  = x ( y  + z )  
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1 . 3 - P r e m i e r s  e x e m p t e s  d e  c~Lcut t o g i q u e 

1 .  3 . 1 - - D o n n o n s  t o u t  d I ' 1 b o r d  u n  e x e m p l e  d e  t r ' 1 n s f o r m ' 1 t i o n  d e  

1"1 f o n c t i o n  
z = ( x  + y )  ( x  + y )  

q u i  e s t  engend r~e d a n s  l e s  c i r c u i t s  d i t s  " E X C L U S I V E M E N T  O U " .  C e s  

c i r c u i t s  e f f e c t u e n t  l ' ' ' I d d i t i o n  b i n " l i r e  s " l n s  r e p o r t  d e s  v a r i a b l e s  

d'entr~e x e t  y . E n  e f f e t  

z 

e t  z 

o 

1 

s i  
o u  
s i  
o u  

x 
x 
x 
x 

o 
1 
o 
1 

e t  
e t  
e t  
e t  

y 
y 
y 
y 

o 
1 
1 
o 

L"I f o n c t i o n  consid~r~e p o u r r " l  s'~crire, p " l r  " I p p l i c " l t i o n d e s  

~~gles pr~c~dentes 

O n  a 

O n  <; , 

M " I i s  

D o n c  

1 . 3 . 2 -

1 . 3 · 3 -

z ( x  + y )  ( x  + y) 
x x  + " i y  -! x y  + y y  

x x  y y  0 

z x y  + x y  

D~montrons 1"1 r e l " l t i o n  s i m p l e  x ( x  + y )  

x ( x  + y  ) x x  + x y  = x + x y  

x ( l + - y  ) -- x _ I  = x 

E t " l b 1 i s s o n s  1"1 r e l 3 . t i o n  : ( x t y ) ( x + z )  

( x + y ) ( x + z )  ( x + y l x  + ( x + y ) z  
x x  + x y  + x z  + y z  
x + x y  + x z + y z  
x ( l + y + z )  + y z  
x . l  + y z  

'0 x + y z  

x 

x + y z  

1 . 4 - T r a n s f o r m a t i o n  d e  s o m m e s  ~og i ques e n  p r o d u i t s  ~ogiques 

e t t r a n s f o r m a t i o n  i n v e r s e  

N o u s  v o u s  p r o p o s o n s  d e  d~montrer l e s  d e u x  r e l " l t i o n s  c i - " I p r e s  

q u i  t r < ; d u i s e n t  l e s  propri~t~s d e s  c o m b i n " l i s o n s  c ompl~ment"lires 

x + y x . y  

e t  x y  x + y 

L a  premi~re r e l 3 . t i o n  e s t  ~vidente s i  l i o n  s e  r e p o r t e  ~ 1"1 

repr~ sent"ltion g~om~trique d e s  s~mmes e t  p r o d u i t s  l o g i q u e s .  O n  a 

v u  e n  e f f e t  q u e  1"1 s o m m e  x + y e s t  repr~sent~e p " l r  l ' e n s e m b l e  
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d e s  a i r e s  h a c h u r e e s  i n t e r i e u r e s  a l a  f o i s  a u  c e r c l e  ( x )  e t  a u  c e r 

c l e  ( y )  ( f i g u r e  1 . 1 ) " S o n  c o m p l e m e n t  x + y e s t  d o n e r e p r e s e n t e  

p a r  I e  d o m a i n e  n o n  h a c h u r e ,  e x t e r i e u r  a l a  f o i s  a ( x )  e t  ( y ) .  O n  

v o i t  s u r  l a  f i g u r e  1 . 3  q u e  c e  d e r n i e r  r . e p r e s e n t e  p r e c i s e m e a t  I e  p r o 

d u i t  l o g i q u e  x . y ,  c e  q u i  d e m o n t r e  l a  r e l a t i o n  

x + Y = x . y 

D e  l a  m e m e  f a 9 0 n ,  I e  p r o d u i t  x y  q u i  f i g u r e  a u  p r e m i e r  m e m b r e  

d e  l a  s e c o n d e  r e l a t i o n  e t  q u i  e s t I e  c o m p l e m e n t  d u  p r o d u i t  x y  e s t  

r e p r e s e n t e  p a r  I e  d o m a i n e  e x t e r i e u r  a l a  z o n e  h a c h u r e e  d e  l a  f i g u 

r e  1 . 3 ,  i n t e r s e c t i o n  d e s  c e r c l e s  ( x )  e t  ( y ) .  C ' e s t  d o n c  l a  r e u n i o n  

d e s  d o m a i n e s  e x t e r i e u r s  a ( x )  e t  ( y ) ,  l a q u e l l e  e s t  r e p r e s e n t e e  p a r  

l a  s o m m e  x + y 

O n  a u r a i t  p u  p r o c e d e r  a u t r e m e n t ,  d a n s  c e  d e r n i e r  c a s ,  e n  r e 

m a r q u a n t  q u e  I e  d o m a i n e  e x t e r i e u r  a l a  z o n e  h a c h u r e e  d e  l a  f i g u 

r e  1 . 3 c o m p o r t e  l e s  d o m a i n e s  e l e m e n t  a i r e s  x y ,  x y  e t  x y .  O n  a d o n e : 

x y  x y  + x y  + x y  

x y  + x y  + x y  

x y  + x y  + x y  + x y  

x C y  + y )  + y ( x  + x )  

x . l  + y . l 

x + Y 

L e s  r e g l e s  c i - d e s s u s ,  v a l a b l e s  p o u r  d e u x  v a r i a b l e s  b i n a i r e s  

i n d e p e n d a n t e s  x e t  y . I e  s o n t  e g a l e m e n t  p o u r  u n  n o m b r e  q u e l c o n q u e  

d e  v a r i a b l e s  . . 

D ' u n e  f a 9 0 n  g e n e r a l e ,  Le c o m p L d m e n t  d ' u n e  s o m m e  e s t  d g a L e  a u  

p r o d u i t  d e s  c o m p L d m e n t s  d e  c h a q u e  t e r m e  f i g u r a n t  d a n s  La s o m m e  e t ,  

i n v e r s e m e n t ,  Le c o m p L d m e n t " d ' u n  p r o d u i t  e s t  d g a L  a La s o . m e  d e s  

c o m p L d m e n t s  d e  c h a q u e  t e r m e  f i g u r a n t  d a n s  Le p r o d u i t .  

O n  p e u t  c o m b i n e r  c e s  d e u x  r e g l e s  d a n s  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d ' e x -
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p r e s s i o n s  p l u s  c o m p l e x e s ,  t e l l e s  q u e  d e s  s ~mmes d e  p r o d u i t s  o u  d e s  

p r o d u i t s  d e  s o m m e s .  A i n s i ,  l a  f o n c t i o n  s u i v a n t e  s ' e c r i r a , x ,  y e t  

z e t a n t  t r o i s  v a r i a b l e s  b i n a i r e s  i n d e p e n d a n t e s . 

x y  + y z  + z x  x y  y z  z x  

= ( x  + y )  ( y  + z )  ( z  + x )  

= ( x y  + yy + xz + y z )  ( z  + x) 

a v e c  y y  y 

e t  y y  + y z  y + y z  y ( l  + z )  Y · 1  y 

D o n c  x y  + y z  + z x = ( x  y + x z + y )  ( z  + x) 

E n  d e v e l o p p a n t  I e  p r o d u i t ,  i l  v i e n t  

x y  + y z + z x  xyz + x z z  + yz + xxy + x x z  + xy 
x y z  + x z  + y z  + x y  + x z  + x y  

L e  d e v e l o p p e m e n t  f a i t  a p p a r a i t r e  d e u x  f o i s  c h a c u n  d e s  t e r m e s  

iCz e t  iC y O n  n e  c h a n g e r a  p a s  l a  v a l e u r  d e  l a  f o n c t i o n  e n  s u p p r i -

m a n t  d a n s  c h a q u e  c a s  I e  t e r me s u p e r f l u . 

D o n c  

x y  + y z  + z x  x y z  + x z  + y z  + x y  

iCyz + iCy + iCz + y z  

= x y ( z  + 1 )  + x z  + y z  

x Y . 1  + x z  + y z  

x y  + y z  + z x  

1 . 5 - T r a n s f o r m a t i o n  d ' u n e  f o n c t i o n  t o g i q u e  q u e t c o n q u e  e n  un~ 

s o m m e ' d e  p r o d u i t s  o u  e n  u n  p r o d u i t  d e  s o m m e s  

O n  d e m o n t r e  q U ' u n e  f o n c t i o n  d e  n v a r i a b l e s  i n d e p e n d a n t e s  

x l '  x 2 ' . . .  , x n ' p e u t  e t r e  m i s e  s o  u s  I ' u n e  d e s  f o r m e s  
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. , x n ) + X 1 · F ( x 1 y x 2 , 
x 1 = 1  

. , x )  + x n . F ( x 1 , x 2 , n x = 1  
n 

. , x )  _ 
n x - 0  

n 

O U  s o  u s  l ' u n e  d e s  s u i v a n t e s  

F ( x , x , . .  , x )  
1 2 n 

[ X l  tF(x~, x 2 ' 

[X 2 + F ( x 1 , x 2 , 

[ x  + B ' ( x  x 
n l '  2 ' 

. , x )  ] . [ x t F ( x , x , 
n x = 0  n 1 2 

n 

. x )  ] 
n x = 1  

n 

D a n s  c e s  r e l a t i o n s ,  l e s  q u a n t i t e s  F ( x  , x  , . . . , x ) 
1 2 n x = 1  

e t  

p a r  l a  f o n c t i o n  

d e  l a  v a r i a b l e  x .  
l 

i 
d e s i g n e n t  r e s p e c t i v e m e n t  l e s  v a l e u r s  p r i s e s  

. , x  ) 
n 

p o u r  c h a c u n e  d e s  v a l e u r s  1 e t  0 

V e r i f i o n s  c e s  r e l a t i o n s  d a n s  l e s  d e u x  c a s  s i m p l e s  c o n s i d e r e s  

p r e c e d e m m e n t .  

S o i t t o u t d ' a b o r d  F ( x , y )  = x t y  o n  a 

o 

P a r  s u i t e ;  

F ( x , y )  x . F ( x , y )  + x . F ( x , y )  
x = l  x = o  

x . O  + x . y 

o + x . y  

o u  x + y x y  

L a  m e m e  f o n c t i o n  d e v i e n d r a ,  p a r  a p p l i c a t i o n  d e s  f o r m u l e s  d u  

s e c o n d  g r o u p e  
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[ x  + F ( x , y ) x : : : o ]  [iC + F ( x ' Y ) - X : : : 1 ]  

[ x + Y ] [ ; ; : + o ]  

::: ( x  + y);;: ::: x x  + x y  

x + y ::: x y  

P a s  s o n s  m a i n t e n a n t  a l a  s e c o n d e  f o n c t i o n  

F ( x , y )  ::: x y  

F ( x , y )  
x : : : 1  

F ( x , y )  
x : : : o  

1 .  Y Y 

L e  p r e m i e r  g r o u p e  d e  f o r m u l e s  d o n n e  

o + x y  

x . F ( x , y ) x : : : 1 + x . F ( x , y ) x : : : o  

x . y  + i C . 1  

xy + x 
O n  n e  c h a n g e r a  p a s  l a  v a l e u r  d e  x e n  m u l t i p l i a n t  c e  t e r m e  

p a r  l a  q u a n t i t e  1 + Y ::: 1 ;  p a r  s u i t e  

o u  

o u  

x y  + x ( 1  + y )  

x y  + x + x y  

::: X + y ( x + ; : )  

::: x + Y . 1 

x + y 

E n f i n  l e  s e c o n d  g r o u p e  d e  f o r m u l e s  d o n n e  

[ x  + F ( x , y ) x : : : o ]  [iC + F ( x , y ) X : : : 1 ]  

[ x  + 1 ]  [ x  + y ]  

::: 1 . ( x + Y )  

1 . 6 - A u t r e s  o p i r a t i o n s  t o g i q u e s  

L e s  o p e r a t i o n s  l o g i q u e s  a u t  r e s  q u e  l a  s o m m e  l o g i q u e  o u  l e  

p r o d u i t  l o g i q u e  s o n t  a s s e z  p e u  c o u r a m m e n t  u t i l i s e e s . A u s s i  p a s s e -

r o n s - n o u s  r a p i d e m e n t  s u r  c e s  o p e r a t i o n s .  



17

1 3  -

M . S o u b i e s - C a m y  

1 .  6 . 1 - D i f f e r e n c e  l o g i q u e  

L a  n o t i o n  d e  d i f f e r e n c e  l o g i q u e  s e r a  e n c o r e  i l l u s t r e e  p a r  l e s  

c e r c l e s  d ' E U L E R  ( f i g u r e  1 . 3 ) .  L a d i f f e r e n c e  z = x - y  c o n s i s t e  d a n s  

l ' e x t r a c t i o n ,  ~ p a r t i r  d ' u n  d o m a i n e  d o n n e  r e p r e s e n t a n t  I e  p r e m i e r  

t e r m e  x d e  11'1 d i f f e r e n c e ,  d e s  d o m a i n e s  e l e m e n t a i r e s  r e p r e s e n t a n t  

I e  s e c o n d  t e r m e  y d e  l a  d i f f e r e n c e . 

P o u r  l ' e v a l u a t i o n  d e  l a  d i f f e r e n c e  l o g i q u e ,  i l  y a l i e u  d e  t e 

n i r c o m p t e  q u e  l ' e x t r a c t i o n  d e  c e r t a i n s  e l e m e n t s  d a n s  u n  d o m a i n e  

q u i  n e  l e s  c o n t i e n t  p a s  n ' a f f e c t e  p a s  c e  d o m a i n e . O n  e c r i r a  d o n c :  

e t  

z 

x x y  + x y  

y x~ + x y  

x - y  = ( x y  + x y )  

x y  - x y  

x y  

(~y + x y )  

p u i s q u e  l ' e l e m e n t  x y  n ' a p p a r t i e n t  p a s  a u  d o m a i n e  x d u q u e l  e s t  e x 

t r a i t  y .  

1 . 6 . 2 - D i v i s i o n  l o g i q u e  

C ' e s t  s u r t o u t  d a n s  l e s  t r a n s f o r m a t i o q s  d e  f o n c t i o n s  g u I o n  e s t  

s u s c e p t i b l e  d ' u t i l i s e r  l a  . d i v i s i o n  l o g i q u e ,  a f i n  d e  s i m p l i f i e r  p a r  

d e s  f a c t e u r s  c o m m u n s . I I  f a u t  e t r e  t r e s  p r u d e n t  d a n s  l e s  s i m p l i f i 

c a t i o n s  d e  f o n c t i o n s . 

C o n s i d e r o n s  p a r  e x e m p l e  l a  f o n c t i o n  r e s u l t a n t  d u  p r o d u i t  d e  

x + y p a r  y ,  x e t  y e t a n t d e u x  v a r i a b l e s  b i n a i r e s .  O n  a 

o u  e n c o r e  

( x  + y ) y  x y  + ':iy 

( x  + l ) y  

( x + y ) y  y 

x y  + Y 

1 . y  

L o r s g u ' u n e  t e l l e  rela~ion s e  p r e s e n t e ,  o n  p e u t  e t r e  t e n t e  d e  
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s i m p l i f i e r  l e s  d e u x  m e m b r e s  p a r  y e t  d ' e c r i r e  

x + y =. 1 

M . S o u b i e s - C a m y  

O r  c e  n ' e s t  p a s  necess~~rement e x a c t ,  p u i s q u e , e n  s u p p o s a n t  

x y = 0 ,  o n  a u r a i t  b i e n  ( 0 . + 0 ) 0  0 ,  m a i  s n o n  p a s  x + y = 1 .  

1 1  p o n v i e n t  d o n c  d'~tre , tr~s p r u d e n t  c h a q u e  f o i s  q U ' u n e  s i m 

p l i f i c a t i o n  p a r  u n  f a c t e u r  C O m m u n  p o u r r a  & t r e  m i s e  e n  e v i d e n c e . 

B I B L I O G R A P H I E  

A r i t h m e t i c  O p e r a t i o n s  i n . D i g i t a l C o m p u t e r s ,  p a r  R , K . R I C H A R D S  

( V a n  N o s t r a n d  e d i t e u r ,  N E W - Y O R K ) .  
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F O N C T I O N S  DE COMMUTATION 

S O M M A I R E  

2 .  F O N C T I O N S  DE COMMUTATION 

2 . 1  - D e f i n i t i o n s  

2 . 2  - F o r m e  e l e m e n t a i r e  equ~valente ~ u n e  f o n c t i o n  d o n n e e  

2 . 3 - S i m p l i f i c a t i o n  d e  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e  

2 . 3 . 1  - S i m p l i f i c a t i o R  d e  l a  f o r m e  e l e m s n t a i r e  p a r  r e g r o u p e 
m e n t  d e s  t e r m e s  

2 . 3 . 1 . 1  - E m p l o i  d e s  r e l a t i o n s  f o n d a m e n t a 1 e s  
2 . 3 . 1 . 2  - S i m p l i f i c a t i o n  d e  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e  p a r  

a d d i t i o n  d e  t e r m e s  e x i s t a n t s  s u i  v i s  d ' u n s  o u  
p l u s i e u r s  m i s e s  e n  f a c t e u r s  c o m m u n s  

2 . 3 . 1 . 3  - S i m p l i f i c a t i o n  d e  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e  p a r  
a d d i t i o n  d e  t e r m e s  c a r a c t e r i s a n t  d e s  c o m b i n a i 
s o n s  d e s  v a r i a b l e s  d ' e n t r e e  n e  s e  p r e s e n t e n t  
j a m a i s  

2 . 3 . 2 - S i m p l i f i c a t i o n  d e  l a  f o r m e  e 1 e m e n t a i r e  p a r  s u p p r e s 
s i o n  d e s  t e r m e s  sup~rflus 

2 . 3 . 2 . 1  - M u l t i p l i c a t i o n  d e  c h a q u e  t e r m s  p a r  u n e  s o m 
me d e  l~ f o r m e  ( A  + i )  

2 . 3 . 2 . 2  - . M e t h o d e  d e s  t e s t s  

2 . 3 . 3  ~ , Simplification d e  l a  f o r m e  e 1 e m e n t a i r e  p a r  l a  m e t h o 
d e  d u  d i a g r a m m e  

2 .. 3 . 3 . 1  . - , T r a c e  d u  d i a g r a m m e  
2 . 3 . 3 . 2 - E m p l o i  d u  d i a g r a m m e  p o u r  1 a  simpli fioa tio ~ 

d e  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e  d ' u n e  f o n c t i o h  

2 . 4  - T r a n s f o r m a t i o n  d ' u n e  s o m m e  d e  p r o d u i t s  e n  u n  p r o d u i t  d d  
s o m m e s  

2 . 4 . 1 - A P p l i c a t i o n  r e p e t e e  d e  l a  f o r m u l e  

2 . 4 . 2  - M e t h o d e  d u  d i a g r a m m e  

B I B L I O G R A P H I E  
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P l a n c h e  1 

P l a n c h e  :2 

- 1 6  -

L I S T E  DES F I G U R E S  

F o n c t i o n s  d e  c o m m u t a t i o n  

F o n c t i o n s  d e  c o m m u t a t i o n  

M . S o u b i e s - c a m y  
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2 .  F O N C T I O N S  DE C O M M U T A T I O N  

2 . 1-- D e f i n i t i o n s  

O n  d e s i g n e  s o u s  l e  n o m  d e  f o n c t i o n  d e  c o m m u t a t i o n t o u t e  f o n c -

~ x ' . n 

L a  f o n a t i o n  c o n s i d e r e e  P e u t  s e  P r e s e n t e r  s o u s  l a  f o r m e  d ' u n e  

s o m m e  d e  p r o d u i t s  c o m p r e n a n t  c h a c u n  l e s  n v a r i a b l e s  o u  l e u r s  c o m -

p l e m e n " ; s  h 1 . , O n  d i t ,  d a n s  c e  c a s ,  q u e  l a  f o n a t i o n  a e t e  m i s e  s o  u s  

a a  f o r m e  6 L e m e n t a i r e . E l l e  d e f i n i t  a L o r s  c e l l e s  d e s c o m b i n a i s o n a  

d e  v a r i a b l e s  g u i ,  a p p l i q u e e s  h l ' e n t r e e  d u  syst~me p h y s i q u e  r e p r e -

s e n t e  p a r  1 a  f o n c t i o n ,  e n g e n d r e n t  u n  s i g n a l  a l a  s o r t i e _  

2 . 2 - F o r m e  e t e m e n t a i r e  e q u i v a L e n t e  a u n e  f o n c t i o n  d o n n e e  

A t i t r e  d ' e x e m p l e ,  a p p l i q u o n s  l e s  r ~gles d e  llalg~bre l o g i q u e  

h l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  : 

F ( x , y , z )  
- - - - -
x + yz 

O n  e c r i r a  s u c c e a s i v e m e n t  

F ( x , y ,  z )  x y z  

x ( y  + z )  

x y + XZ 

P o u r  o b t e n i r  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e ,  d a n s  l a q u e l l e  c h a q u e  p r o -

d u i t  d o i t  c o n t e n i r c h a c u n e  d e s  v a r i a b l e s  o u  s o n  c o m p l e m e n t  a 1 ,  

n o u s  m u l t i p l i e r o n s  l e s  d~ux p r o d u i t s  a d e u x  v a r i a b l e s  i y  e t  x z  p a r  

u n  fa~teur e g a l  a l a  s o m me d e  d e l l e  d e s  v a r i a b l e s  q u i  n ' y  f i g u r e  

p a s  e t  d e  s o n  c o m p l e m e n t  h 1 ,  s o i t  z + Z = 1 \ l a n s  1 e  p r e m i e r  c a s ,  e t  

y + Y = 1 d a n s  l e  s e c o n d  

F ( x , y , z )  x y ( z  + z )  + x z ( y  + y) 

i y z  + x y z  + x y z  + x i z  

s o i t  e n c o r e ,  e n  n e  c o n s e r v a n t  q u ' u n  s e u l  d e s  d e u x  p r o d u i t s  x y z  
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x y z  -I- x y z  t x y z  

L e  n o m b r e  N d e s  f o n c t i o n s  d e  c o m m u t a t i o n  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  

d ' o b t e n i r ~ p a r t i r  d e s  p r o d u i t s  d o n t  l a  s o m m e  repr~sente l ' u n e  

d e s  f o r m e s  ~l~mentaires c r o i t  tr~s v i t e  a v e c  I e  n o m b r e  n d e s  v a -

r i a b l e s  ind~pendantes. O n  d~montre q u e ,  d ' u n e  f a y o n  g~n~rale: 

~n 

N = ( 2 ) "  

E n  s e  l i m i t a n t  a u  c a s  p a r t i c u l i e r  o u  n = 1 ,  o n  a 

2 2  4 ,  l e s  q u a t r e  f o n c t i o n s  4 t a n t  r e s p e c t i v e m e n t  

o ( c i r c u i t  o u v e r t )  

x ( l i a i s o n  d i r e c t e  e n t r e  l'entr~e x e t  l a  s o r t i e )  

x ( s o r t i e  d ' u n  c i r c u i t  i n v e r s e u r )  

x t X  = 1  ( c i r c u i t  d~livrant u n  s i g n a l  ind~pendamment d u  
s i g n a l  appliqu~ ~ llentr~e) . 

2 . 3 - S i m p t i j i c a t i o n  d e  t a j o r m e  i t i m e n t a i r e  

I I  e x i s t e  p l u s i e u r s  m~thodes d e  s i m p l i f i c a t i o n  q u e  n o u s  e x a -

m i n e r o n s  s u c c e s s i v e m e n t ,  ~tant donn~ l'int~ret q u ' e l l e s  pr~sentent 

e n  p r a t i q u e  p o u r  l a  s i m p l i f i c a t i o n  d e s  c i r c u i t s  4 1 e c t r i q u e s  d o n t  

l e s  propri~t~s s o n t  pr~cis4ment r~sum~es p a r  l e s  f o n c t i o n s  c o n s i -

d~r~es. O n  s u p p o s e r a  d a n s  c e  q u i  s u i t  q u e  c e s  f o n c t i o n s  s e  r~dui -

s e n t  ~ u n e  s o m m e  d e  p r o d u i t s  41~menta i res. 

2 . 3 . 1 - Simplifica~~on d e  l a  f o r m e  ~l~mentaire p a r  r e g r o u p e -

m e n t  d e s  t e r m e s  

2 . 3 . 1 .  1 - Em p 1 0 i d e  r e I  a t  i o n  s f 0 n d am e n t a l  e s 

D e s  r e g r o u p e m e n t s  d e  t e r m e s  s e r o n t  t o u j o u r s  p o s s i b l e s  c h a -

q u e  f o i s  q u e  c e s  t e r m e s  s e  p r 4 s e n t e r o n t  s o u s  l ' u n e  d e s  t r o i s  f o r -

m e s  f o n d a m e n t a l e s  ci - apr~s, o u  l ' o n  a i n d i q u e  ~ l a  s u i t e  l a  f o r m e  

simplifi~e ~quivalente 

x y + x y = ( x + x ) y  y 
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x + x y  

x + x y  

x C 1  + y )  x . 1  = x 

x ( y  + y )  + x y  = x y  + x y  + x y  

( x y  + i y )  + ( x y  + x y )  

y + x 
" 

( 2  ) 

C e s  r e l a t i o n s  p e u v e n t  e t r e  g e n e r a l i s e e s  d e  l a  f a Q o n  s u i v a n t e , 

8 1 e t  8 2 d e s i g n a n t  r e s p e c t i v e m e n t  d e u x  s u i t e s  d e  v a r i a b l e s  b i n a i 

r e s  d o n t  c e r t a i n e s  p e u v e n t  a p p a r t e n i r  a l ' u n e  e t  l ' a u t r e  d e s  d e u x  

s u i t e s ,  F ( 8  ) e t  F ( 8  ) d e u x  f o n c t i o n s  d e  c h a c u n e  d e  c e s  s u i t e s ,  
1 1 2 2 

e n f i n  - F--TS - ) e t F ----( S ----Y l e s  c o m p l e m e n t s  d e  c e s  f o n c t i o n s :  
1 1 2 2 

F ( 8  ) . F ( 8  ) + F ( 8  ) . F  ( 8 )  F ( 8  ) ( 4 )  
1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 

F ( 8 ) + F I S ) . F ( 8  ) = F ( 8  ) + F ( 8 )  ( 6 ) 
1 1 1 1 2 2 1 1 2 2 

C o n s i d e r o n s ,  a t i t r e  d e  p r e m i e r  e x e m p l e , l a  f o n c t i o n  

F = x z t  + x y z t + x z t  

E n  m e t t a n t  i ;  o n  f a c t e u r  c o m m u n  d a n s  l e  p r e m i e r  e t  1 e  t r o i -

s i e m e  t e r m e s , i l  v i e n t  

-= x z . 1 + x y z t  

x z  + x y z t  

x ( z  + x . y t )  

8 i  l ' o n p o s e  F 1 ( 8 1 ) = Z e t  F 2 ( 8 2 ) 1 a  f o r m u l e  ( 6 )  p e r -

m e t  d ' e c r i r e  

z + z . y t  F ( 8  ) + F ( 8  ) . F ( 8  ) 
1 1 1 1 2 2 

F ( 8  ) + F ( 8  ) 
1 1 2 2 

= z + y t 
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d ' o u  

F ~ (~ + y t )  

x z + x y t  

L ' e x e m p l e  s u i v a n t  m e t  e n c o r e  m i e u x  e n  e v i d e n c e  l e s  s i m p l i 

f i c a t i o n s  a u t o r i s e e s  p a r  l e s  f o r m u l e s  i e n e r a l i s e e s .  M o n t r o n s  d ' a 

b o r d  c o m m e n t  s ' a p p l i q u e n t  l e s  f o r m u l e s  ( 1 )  a ( 3 )  d a n s  l e  c a s  d e  

l a  f o n c t i o n  : 

F =- ( x  + y z )  + ( x  -I- y z ) ( x t  + z )  

D e  s e c o n d  t e r m e  d e  l a  s o m m e  s ' e c r i r a  

( x  + y z ) ( x t  + z )  

P a r  s u i t e  

F 

x , yz. e x t  + z )  

x ( y  + z ) ( x t  + z )  

(iCy + xz) ( x  t + z )  

x . x y t  + x x z t  -I- x y z  

0 t 0 + x y z  + 0 

x y z  

( x  + y z )  + x y z  

z ( y  + y x )  + x 

z y  + ( z x  + x )  

z y  + ( x  + z )  

( z + z y )  + x 

z + x 

+ 

L a  f o r m u l e  gen~rale ( 6 )  a u r a i t  d o n n e  d i r e c t e m e n t  

F = ( x  + y z )  + ( x t  + z )  

d '  o u ,  e n  s '  a i d a n t  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 )  

F ( x  + x t )  + ( z  + z y )  

x + z 

x z z  
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2 . 3 . 1 . 2 - S i m p l i f i o a t i o n d e  l a  f o r m e  6 1 6 m e n t a i r e  p a r  

a d d i t i o n  d e  t e r m e s  e x i s t a n t s  s u i v i s  d ' u n e  o u  

p l u s i e u r s  m i s e s  e n  f a c t e u r s  c o m m u n s .  

O n  a v u p r 6 0 6 d e m m e n t  q u l o n  n e  m o d i f i a i t p a s  l a  v a l e u r  d ' u n e  

f o n c t i o n  e n  y a j o u t a n t  u n  t e r m e  q u i  y f i g u r e  d6j~. e t  c e l a  q u e l  

q u e  s o i t  I e  n o m b r e  d e  f o i s  o u  I e  t e r m e  e x i s t  a n t  e s t  a j o u t 6 .  C e t 

t e p r o p r i 6 t 6  p e r m e t . d a n s  o e r t a i n s  c a s ,  d ' o b t e n i r  d e s  s i m p l i f i c a 

t i o n s  i n t 6 r e s s a n t e s . L e  r 6 s u l t a t  d 6 p e n d  a l o r s  d e  l a  f a Q o n  d~nt a 

6 t 6  o o n d u i t e  l a  m i s e  e n  f a c t e u r s  o o m m u n s .  

S o i t ,  p a r e x e m p l e ,  1 " ,  f o n c t i o n  

F ~ x y z  t x y z  + ~yz + x y z + x y z  + x y z  

O n  p e u t  6 c r i r a ,  e n  g r o u p a n t  p a r  p a i r e s  I e  quatri~me e t  I e  

cinqui~me t e r m e s .  I e  s e c o n d  e t  I e troisi~me ) I e  quatr i~ me e t  I e  

sixi~me. e n f i n  I e p r e m i e r  e t  I e  tro is i~me 

~' ( x y z  + x y z )  + ( x y z  + x y z )  + ( x y z  + x y z )  -;- ( x y z  -;- x y z )  

x y ( z  + z ) + x y ( z  + z )  -;- x z ( y  -I- y )  -I- i C z ( y  + y )  

x i . l + i y . l  + x~ . l + x z . l 

x y  + iCy + x z  + x z  

O n  a u r a i t  p u  o b t e n i r  un~ a u t r e  e x p r e s s i o n  n e  c o m p o r t  a n t  p l u s  

q u e  t r o i s  t e r m e s  e n  g r o u p a n t .  d a n s  l ' e x p r e s s i o n  d e  l a  f o n a t i o n  

d o n n 6 e ,  l e s  s e c o n d  e t  tro i si~me t e r m e s ,  l e s  p r e m i e r  e t  ainqui~me 

t a r m e s ,  e n f i n  l e s quatri~me e t  sixi~me t e r m e s  

F ( i C y z  -I- i { y z )  + ( x y z  + x y z )  + ( x y ? :  + x y z )  

i y  ( z 1- z) + i z ( x  + i )  1- z x ( y  + i )  

x Y . l  + Y z . l -I- z x . l  

:~ x y  1- y z + z x 

P a r  u n  g r o u p e m e n t  d i f f 6 r e n t  d e s  t e r m e s  d e  l a  f o n c t i o n  d ' o -

r i g i n e , o n  a u r a i t  p u  o b t e n i r  u n e  e x p r e s s i o n  enco~e d i f f 6 r e n t e ,  ~ 

t r o i s  t e r m e s  t o u j o u r s  
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F = x y  + y z + x z 

L ' e q u i v a l e n c e  e n t r e  p l u s i e u r s  f o r m e s  s i m p l i f i e e s  n ' e s t  p a s  

t o u j o u r s  e v i d e n t e .  P o u r t a n t ,  i l  e s t  p a r : f o i s  u t i l e ,  l o r s q u ' a u c u n e  

s i m p l i f i o a t i o n  n ' e s t  p l u s  p o s s i b l e ,  d e  t r o u v e r  d e  t e l l e s  e q u i v a 

l e n c e s ,  c e r t a i n e s  e t a n t  p l u s  a v a n t a g e u s e s  q u e  d ' a u t r e s  e n  c e  q U i  

c o n c e r n e  p a r  e x e m p l e  l e  n o m b r e  d e s  e l e m e n t s  n e c e s s a i r e s  p o u r  e n 

g e n d r e r  u n  t e r m e  q u i f i g u r e  d a n s  u n  c a s  e t  p a s  d a n s  l ' a u t r e  

P o u r  l a  r e c h e r c h e  d e  c e s  e q u i v a l e n c e s ,  i l  e s t  c o m m o d e  d e  m u l 

t i p l i e r  c h a c u n  d e s  t e r m e s  d e  l a  f o n c t i o n  d o n n e e  p a r  d e s  e x p r e s s i o n s  

d e  l a  f o r m e  ( A  t i ) ,  c e  q u i  p e r m e t  d e  m e t t r e  e n  e v i d e n c e  l e s  t e r 

m e s  d e  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e  q u e  l ' o n  r e g r o u p e r a  e n s u i t e  d e u x  p a r  

d e u x  s u i v a n t  t o u t e s  l e s  c o m b i n a i s o n s  p o s s i b l e s ,  

S O i t ,  p a r  e x e m p l e ,  l a  f o n c t i o n  

F ~ x y  t x y z  + x z t  

P o u r  m e t t r e  e n  e v i d e n c e  l e s  t e r m e s  a q u a t r e  v a r i a b l e s  d e  l a  

f o r m e  e l e m e n t a i r e ,  o n  e c r i r a  

F = x Y ( Z t z ) ( t + t )  + x y z ( t + t )  + x z t ( Y t Y )  

= ( x y z t  + x y z t  " x y z t  + x y z t )  t ( x y z t  + x y z t  + x y z t  + x y z t )  

D ' o u  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e  

F = x y z t  " x y z t  + x y z t  + x y z t  " x y z t  + x y z t  + x y z t  

E n  g r o u p a n t  p a r  d e u x  d e  t o u t e s  l e s  f a Q o n s  p o s s i b l e s  l e s  t e r 

m e s  a q u a t r e  v a r i a b l e s  d e  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e ,  o n  o b t i e n t  l e s  

t e r m e s  a t r o i s  v a r i a b l e s  d e  l a  s u i t e  

x y z  x y z t  + x y z t  

x y z  x y z t  + x y z t  

x y t  x y z t  + x y z t  

x y z  x y z t  + x y z t  

x y t  x y z t  + x y z t  

x z t  x y z t  + x y z t  

y z t  x y z t  + x y z t  
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O n  p e u t  d o n o  e o r i r e  

F x y z  1- x y z  1- x y t  + x y z  + x y t  + x z t  + y z t  

F - ( x y ;  + x y z )  + ( x y t  + x y t )  + (~yz + x z t  + Y z t )  

F x y  + x y  + ( x y z  + x z t  + Y z t )  

F x y  + x y z  + x z t  + Y z t  

O n  v o i t  q u e  l ' e x p r e s s i o n  o b t e n u e  o o m p r e n d  l e s  t r o i s  t e r m e s  

d e  b a s e  d e  l a  f o n o t i o n  o r i g i n e ,  m a i s  q u ' u n  quatri~me t e r m e  e s t  a p -

p a r u  q u i  n ' e x i s t a i t  p a s  p r e o e d e m m e n t . 

O n  p e u t  g r o u p e r  o o m m e  i l  s u i t ,  d a n s  u n  m~me t a b l e a u ,  d ' u n e  

p a r t  l a f o r m e  e l e m e n t a i r e  d e  l a  f o n o t i o n  F ,  d ' a u t r e  p a r t  l e s  q u a -

t r e  t e r m e s  d e  b a s e , e n  m e t t a n t  e n  e v i d e n o e  p a r  d e s  c r o i x  c e u x  d e s  

t e r m e s  a q u a t r e  v a r i a b l e s  d e  l a  f o r m e  e l e m e n t a i r e  q u i  s o n t  c o n t e -

n u s  d a n s  o h a o u n  d e s  t e r m e s  d e  b a s e  a t r o i s  v a r i a b l e s  d e  l ' e x p r e s -

s i o n  e q u i v a l e n t e  

x y z t  x y z t  x y z t  x y z t  

l \ .  
-----------.~.--------- . . - - x x x x y  

x y z  x x 

x z t  x x 

y z t  x x 

L e  t a b l e a u  m o n t r e  q u e  l e s  s i x  p r e m i e r s  d e s  s e p t  t e r m e s  d e  l a  

f o r m e  e l e m e n t a i r e  p e u v e n t  e t r e  r e p r e s e n t e s  p a r  l a  s o m m e  x y  + x y z ,  

l e  d e r n i e r ,  x y z t ,  p o u v a n t  e t r e  r e p r e s e n t e ,  s o i t  l e  troisi~me t e r m e  

d e  b a s e  x z t  d e  l a  f o r m e  d ' o r i g i n e ,  s o i t  p a r  l e  n o u v e a u  t e r m e  d e  

b a s e  y z t .  

A i n s i ,  b i e n  qu'auo~ne s i m p l i f i o a t i o n  n ' a i t  e t e  a p p o r t e e  a l a  

f o n o t i o n ,  l a  m e t h o d e  s u i  v i e  a p e r m i s  d e  t r o u v e r  u n e  e x p r e s s i o n e -

q u i v a l e n t e  a l a  f o n o t i o n  d ' o r i g i n e . A o e t t e  n o u v e l l e  e x p r e s s i o n  

o o r r e s p o n d r a  u n  o i r o u i t  t o p o l o g i q u e m e n t  d i f f e r e n t  q u i  s e r a  p r e f e -

r e  a u  p r e m i e r  s i l a  v a r i a b l e  y d u  t e r m e  d e  b a s e  y z t  e s t  e l a b o r e e  

p l u s  a i s e m e n t  q u e  l a  varia~le x d u  t e r m e  d e  b a s e  x z t . 


