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Grußwort  
Zum 60. Geburtstag von Frau Professorin Dr. Silvia Wessolowski am 23. Mai 
2012 und Frau Professorin Dr. Laura Martignon am 30. Mai 2012 haben Kolle-
gInnen und WegbegleiterInnen eine Reihe von Beiträgen verfasst, die aufzeigen, 
wie es gelingen kann, dass Kinder Mathematik leichter lernen können. Allen 
AutorInnen sei an dieser Stelle ganz besonders herzlich gedankt. 

Frau Silvia Wessolowski kam 1995 an die Pädagogische Hochschule Ludwigs-
burg. Nach einem kurzen Gastspiel von 2003 bis 2004 als Professorin an der 
Pädagogischen Hochschule Schwäbisch Gmünd am Institut für Mathematik und 
Informatik, kam sie zurück nach Ludwigsburg, wo sie seither – von 2004 bis 
2011 als besonders umsichtige Leiterin unseres Instituts für Mathematik und 
Informatik – tätig ist. Ihre Forschungsfelder umfassen die frühe mathematische 
Bildung, das Mathematiklernen im jahrgangsgemischten Anfangsunterricht 
sowie die schulische Förderung bei Rechenstörungen. Neben ihren zahlreichen 
Aufgaben in der Hochschullehre zählt zu ihren besonderen Verdiensten die 
Leitung der Beratungsstelle für Kinder mit Lernschwierigkeiten in Mathematik. 
Schwerpunkt dieser Stelle ist die Entwicklung und Erprobung von Förder-
maßnahmen zur Überwindung von Rechenstörungen bei Grundschulkindern mit 
den damit verbundenen Diagnosemöglichkeiten.  

Um die vielfältigen beruflichen Lebensstationen und Forschungsinteressen von 
Frau Laura Martignon aufzuzeichnen, bedarf es eigentlich eines eigenen Buches. 
Hier nur kurz die wichtigsten Stationen in Stichworten: Geboren in Bogota, kam 
Frau Martignon nach der Licenciatura der Universidad Nacional in Bogota nach 
Tübingen zum Mathematikstudium, das sie mit Diplom und Promotion ab-
schloss. Es folgten Professuren in Carbondale, Illinois an der Universität von 
Brasilia, bevor sie nach Deutschland zurückkehrte und an der Universität Ulm in 
Neuroinformatik habilitierte. Weitere Stationen führten sie über die Universität 
Düsseldorf, das Münchener Max-Planck-Institut für Psychologische Forschung, 
an das Max-Planck-Institut für Bildungsforschung in Berlin, wo sie zu Heuris-
tiken von menschlichen Entscheidungen in Situationen der Ungewissheit 
forschte. Seit 2003 ist Laura Martignon Professorin an der Pädagogischen Hoch-
schule in Ludwigsburg mit einem Schwerpunkt in Geschlechterforschung. Ihre 
Forschungsinteressen umfassen neben der mathematischen Modellierung von 
Heuristiken und der Geschlechterforschung das frühe mathematische Denken 
von Kindern sowie Ansätze der Schulmathematik für Fragen der Nachhaltigkeit. 



VI Grußwort 

Am Ende dieses Grußworts möchten wir unseren beiden Jubilarinnen nochmals 
ganz herzlich zu Ihrem 60. Geburtstag gratulieren. Wir wünschen Ihnen für die 
nächsten Jahre an unserem Institut viele Erfolge, sowohl in der Lehre als auch in 
der Forschung, vor allem aber Glück und Gesundheit. 

 

Ludwigsburg, im Mai 2012 

 Andreas Zendler und Joachim Engel 



 

Vorwort 
Wie lernen Kinder Mathematik? Wie können Lernende und Lehrende Mathe-
matik so darstellen, dass intensive Kommunikationsprozesse beim Mathematik-
lernen angeregt werden? Deuten Schülerinnen und Schüler bestimmte mathe-
matische Darstellungen während des Lernprozesses anders als Lehrende? Gibt es 
Diskrepanzen? Wenn ja, welche? Wie kann es gelingen Kindern und Jugend-
lichen das Lernen von Mathematik zu erleichtern? Wie können Lehrende Kinder 
dabei unterstützen Mathematik zu verstehen?  

Die eingangs aufgeführten Fragen stellen Themenstränge aus den Forschungs- 
und Lehrtätigkeiten der beiden Jubilarinnen, Frau Wessolowski und Frau 
Martignon - beide Professorinnen im Bereich der Mathematik und ihrer Didaktik 
an der Pädagogischen Hochschule Ludwigsburg - dar. Silvia Wessolowski arbei-
tet seit vielen Jahren hauptsächlich im Bereich der Primarstufendidaktik. Ihre 
Arbeitsschwerpunkte  sind insbesondere der Umgang mit Lernschwierigkeiten 
sowie die Förderung von Kindern mit Rechenschwäche. Aus diesem Grund leitet 
sie auch die seit 1997 an der PH bestehende Arbeitsstelle für Kinder mit 
Lernschwierigkeiten in Mathematik. Das Arbeitsgebiet von Laura Martignon ist 
sehr breit gefächert. In den letzten Jahren beschäftigte sie sich in ihrer Forschung 
aber hauptsächlich mit der Darstellung, der Beurteilung und der Kommunikation 
von Risiken, sowohl bei Kindern in der Primarstufe als auch bei Erwachsenen.  

An der Pädagogischen Hochschule Ludwigsburg arbeiten im Fachbereich 
Mathematik sowohl Kolleginnen und Kollegen, die sich seit vielen Jahren mit 
der Mathematik und ihrer Didaktik auseinandersetzen, wie auch junge Nach-
wuchswissenschaftlerInnen, bei denen es sich unter anderem um Doktoranden 
der beiden Jubilarinnen handelt. Zu unserer Freude zeigten alle Kolleginnen und 
Kollegen des Faches Mathematik große Spontanität und erklärten sich bereit, 
ihre Gedanken und Überlegungen zu der Thematik zu einem Beitrag zusammen-
zufassen. Auch ehemalige MitarbeiterInnen bzw. auch einige Kolleginnen und 
Kollegen von anderen Hochschulen, die mit den beiden Jubilarinnen in den 
letzten Jahren enger zusammengearbeitet haben, konnten für die Erstellung 
dieser Festschrift gewonnen werden. An dieser Stelle ein herzliches Dankeschön 
allen Autorinnen und Autoren für dieses Engagement.  

Die Fachbeiträge in der vorliegenden Festschrift greifen Teile der Forschungs- 
und Lehrgebiete von Frau Wessolowski und Frau Martignon auf und geben 
gleichzeitig Einblick in die unterschiedlichen Sichtweisen der Autorinnen und 
Autoren. Zunächst geben Jens Holger Lorenz und Sebastian Kuntze in ihren 



VIII Vorwort 

Leitartikeln einen Überblick über das Lernen und Verstehen von Mathematik im 
Kopf von Kindern sowie die Bedeutung von Darstellungen und deren Nutzen im 
Mathematikunterricht vom Kindergarten bis zur Hochschule. Die nachfolgenden 
Beiträge zeigen unterschiedliche Sichtweisen dieser Themen auf mit Schwer-
punkten auf den jeweiligen Bildungseinrichtungen. Das frühe mathematische 
Lernen in Kindertagesstätten bzw. Kindergärten wird in Beiträgen von Elisabeth 
Rathgeb-Schnierer, Esther Henschen und Martina Teschner sowie Stefanie 
Schuler in den Blick genommen. Sichtweisen zur Primarstufe erfolgen von Jutta 
Schäfer, Stefanie Uischner, Andreas Kittel, Jasmin Sprenger, Birgit Gysin und 
Dieter Klaudt. Die Beiträge von Joachim Engel und Ute Sproesser, Alexandra 
Scherrmann, Andrea Hoffkamp und Andreas Fest, Anke Wagner und Claudia 
Wörn, Ute Sproesser und Christoph Till, Annika Dreher sowie Gerald Wittmann 
beziehen sich auf die Sekundarstufe. Abgerundet wird die Festschrift durch Bei-
träge zur mathematischen Hochschullehre von Marc Zimmermann und Christine 
Bescherer, Christian Spannagel sowie Sebastian Kuntze. 

Ob eine solche Festschrift die Arbeit und das Wirken unserer beiden Kollegin-
nen entsprechend würdigen kann, dürfen die LeserInnen des Bandes letztlich 
selbst entscheiden. Wir wünschen in jedem Fall den beiden Geburtstagskindern 
Frau Wessolowski und Frau Martignon alles Gute zu ihrem 60. Geburtstag, 
insbesondere Gesundheit auch für die jeweiligen Familien, viel Erfolg in ihrer 
weiteren Forschungs- und Lehrtätigkeit und viel Freude beim Lesen der 
Festschrift.  

 

Ludwigsburg, im Mai 2012 

 Jasmin Sprenger, Anke Wagner und Marc Zimmermann 
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Zahlen und Rechenoperationen 

Wie sind sie im Kopf des Lernenden? 

Jens Holger Lorenz 
Pädagogische Hochschule Heidelberg 

Kurzfassung: Die Entstehung mathematischer Begriffe im kindlichen 
Kopf wird in der Kognitionspsychologie lebhaft diskutiert, nicht hin-
gegen in der Mathematikdidaktik. Aus den Bezugswissenschaften lie-
gen empirische Befunde vor, welche die Entstehung und die Verände-
rung arithmetischer Konzepte von der Geburt bis in die späte Schulzeit 
beschreiben. Die didaktischen Implikationen lassen hingegen noch auf 
sich warten. Es wird versucht, die unterschiedlichen Sichtweisen dar-
zustellen und die theoretischen Konfliktpunkte zu benennen. Hierbei 
wird insbesondere auf die Änderung von Repräsentationen im Laufe 
der Lernzeit eingegangen, die sich in unterschiedlichen Formaten zei-
gen und Auswirkungen auf erfolgreiches und weniger erfolgreiches 
Lernen haben. 

1 Rechnen im Kopf 

Natürlich rechnen wir gut und richtig, zumindest bei leichten Aufgaben. Aber 
was passiert dabei in unserem Kopf? Wie denken wir Zahlen und wie werden 
Rechenoperationen repräsentiert? Diese Frage zielt auf das Denken mit Zahlen, 
und sie könnte vielleicht, zumindest teilweise, mit den allgemeinen Aussagen 
der Denk- bzw. Kognitionspsychologie beantwortet werden. Also beginnen wir 
allgemein, bevor wir auf das Spezielle der Zahlen eingehen. Die Inhalte unseres 
Denkens sind die Repräsentationen von etwas, das möglicherweise außerhalb 
von uns liegt, und sie sind immer symbolisch. Das Format allerdings kann im 
Denken unterschiedlich sein: gestisch/motorisch, bildhaft, sprachlich oder eben 
auch mathematisch-symbolisch. Diese Formate bilden die „Medien des Den-
kens“ (Aebli, 1980). Denken ist Prozess des Operierens mit diesen Symbolen in 
unterschiedlichen Formaten. Hierbei erzeugt, d.h. konstruiert Denken neues 
Wissen, ohne dass externe Information zusätzlich hinzukommen muss. 

J. Sprenger et al. (Hrsg.),      
DOI 10.1007/978-3-658-01038-6_1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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4 Jens Holger Lorenz 

1.1 Wie entsteht ein Begriff im Kopf? 
Ein Grundschulkind weiß z.B., dass 5 + 5 = 10 ist und zeigt zum Beweis seine 
beiden Hände. Damit ist sein Wissen in einer bestimmten Form, nämlich als 
Sprachkette gespeichert, mehr nicht. Durch Nachdenken kann es aber den (logi-
schen) Schluss ziehen, dass aus der Tatsache, dass 2mal 5 10 ist, auch gelten 
muss, dass 4mal 5 wohl 20 sein wird. Hier ist nicht gesagt, wie das Kind auf den 
Schluss kommt, ob es sich bildhaft die erste Tatsache, 2 · 5 = 10, als beide Hän-
de neben einander gelegt vorstellt und dann diese wiederum noch einmal vorstel-
lungsmäßig daneben legt, oder ob andere Formen des Denkens vorliegen. Es ge-
langt aber zu einer Einsicht, die auf seiner Repräsentation eines Denkinhalts be-
ruht. 

Die wesentlichen Charakteristika des Denkens sind damit benannt: Es erzeugt 
Bedeutung und neues Wissen, es ist aktiv, kumulativ, idiosynkratisch und zielge-
richtet. Wissen ist also keine Abbildung sondern eine (persönliche) Konstruktion 
mittels organisierender Schemata (Resnick, 1986) und Denken ist der Prozess 
des Operierens mit Symbolen, die Wissen (subjektive Erfahrungen, Vorstellun-
gen, Gedanken) repräsentieren. 

Für die didaktische Forschung stellt sich nun die Frage, wie die Reprä-
sentationen von Zahlen und Rechenoperationen, von Brüchen und Funktionen, 
von geometrischen Abbildungen und dem schwierigen Wahrscheinlichkeitsbe-
griff in den Kopf des Schülers kommen. Beginnen wir ganz früh: Piaget meinte, 
dass das Kleinkind sensumotorische bzw. enaktive Schemata entwickelt, um die 
Welt „zu begreifen“; und diese stellen die Bausteine der weiteren kognitiven 
Entwicklung dar (Rumelhart et al., 1986, nennen sie „buildung blocks“). Nach 
Piaget entstehen die Schemata durch Verinnerlichung, durch „Interiorisierung“ 
der regulären Struktur von Handlungen. Auch dies erscheint auf den ersten Blick 
überzeugend, aber es erhebt sich die Frage, wie diese Interiorisierung von statten 
geht. Die pädagogische Annahme, „von der Hand in den Kopf“ erscheint zu 
schlicht, ein solcher Automatismus kann nicht unterstellt werden. Und sie wird 
durch die Erfahrung mit rechenschwachen Kindern widerlegt, die nicht rechen-
schwach sind, weil sie zu wenig Handlungserfahrung besäßen, im Gegenteil. Sie 
besitzen meist mehr als ihre Klassenkameraden. Zumindest setzt der Verinnerli-
chungsvorgang voraus, dass Handlungsmerkmale im Gedächtnis fixiert und ei-
ner Abstraktion unterworfen werden (Campbell, 2005). 

Die Addition als Handlungsvollzug ist die Vereinigung von Mengen, zumindest 
in dieser Form erleben die Kinder sie im ersten Schritt. Zu einer Menge wird ei-
ne weitere geschoben, angeklebt, angeheftet, gefunden, wie auch immer: sie 
kommt hinzu. Die Addition als Begriff, als Herauslösen aus der Wirklichkeit, ist 
aber eine doppelte Abstraktion: auf die Ebene der Mengen und von dort zur 
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Ebene der Zahlen. Wird von einer Menge etwas entfernt, weggenommen, abge-
schnitten, verbrannt, geht verloren: Dann handelt es sich um eine Subtraktion. 
Dies ist die prototypische Mengenhandlung, die als Basis dem Begriff der Sub-
traktion zugrundeliegt. 

Ähnlich verhält es sich mit der Multiplikation als wiederholter Addition, d. h. 
der wiederholten Ausführung einer Handlung, und der Division als das Aufteilen 
einer Menge. Sicher nehmen Grundschüler diese Handlungen vor, aber es ist 
kein Automatismus, um aus der Aufteilhandlung eine kraftvolle Vorstellung des 
„Enthaltenseins“ einer Teilmenge in einer Obermenge zu entwickeln, die für die 
Bruchrechnung notwendig ist. Anderenfalls wird die Aufgabe 14 : ¼ für die 
Schülerinnen und Schüler zur unverstandenen Leerformel „Durch einen Bruch 
wird dividiert, indem man mit dem Kehrwert multipliziert.“ Eine auf Verständ-
nis gegründete Repräsentation liegt nicht zugrunde. Und dieses Unverständnis 
der Division, sicher die schwierigste Operation in der Grundschule, führt nicht 
nur in der Bruchrechnung zu Folgeproblemen, sondern auch in der Algebra, in 
den Naturwissenschaften (was bedeutet Weg durch Zeit?) bis hin zur Differenti-
alrechnung. 

Die jeweiligen Repräsentationen, die den Kindern zu Verfügung stehen, sind un-
terschiedlicher Art: Der Handlungsvollzug (die Vereinigung von Mengen) ist 
eine enaktive Repräsentation, die überführt wird in eine ikonische Repräsentati-
on und schließlich in eine sprachliche Repräsentation, bevor sie in eine mathe-
matisch-symbolische Form mündet. Es bleibt als mathematikdidaktisches For-
schungsproblem bestehen, diese Übergänge zu beschreiben und zu erklären. (Mit 
den von Bruner beschriebenen Repräsentationsformen enaktiv, ikonisch, symbo-
lisch sind keine didaktischen Stufen in ihrer Abfolge gemeint!) 

Auch andere Ansätze, Formen des Wissen und der Repräsentationen zu be-
schreiben, führen auf empirische Widersprüche. Die Unterscheidung deklarati-
ven vs. prozeduralen Wissens löst die Theorieprobleme der Mathematikdidaktik 
nicht hinreichend auf. So wird deklaratives Wissen als semantisches Netzwerk 
aufgefasst, als Begriffsgefüge, wohingegen prozedurales Wissen als nichtbe-
wusste kognitive Operationen fungiert, als „Produktionen“ (Metapher: Compu-
terprogramm). 

Üblicherweise wird angenommen, dass deklaratives Wissen vor dem prozedura-
len Wissen entsteht. Aufgebautes prozedurales Wissen ist leichter abrufbar, akti-
vierbar, man denke etwa an die Einmaleins-Reihen, die als Lösungsverfahren für 
die Multiplikation dem Schüler zur Verfügung stehen, an die schriftlichen Re-
chenverfahren, später die binomischen Sätze, die Verfahren, Polynome zu diffe-
renzieren oder zu integrieren usw. Bevor also diese automatisierten Verfahren 
als Routinen verfügbar sind, so besagt zumindest die Theorie, müssten die se-
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mantischen Netzwerke, also die Begrifflichkeit (etwa der Multiplikation) vor-
handen sein. Nun weiß jede Lehrerkraft von Klasse 1 bis 13 (und auch im Ma-
thematikstudium), dass dem keineswegs so ist. Gerade die leistungsschwächeren 
Schüler entfalten ein großes Wissen der Routinen, ohne über ein Verständnis der 
Begriffe zu verfügen. 

Ähnliches gilt auch für die vorschulische Phase des Erwerbs mathematischen 
Wissens: Der kindliche Zählvorgang gelingt als Aufbau prozeduralen Wissens 
bereits während des Spracherwerbs, also im Alter von 2;6 – 3 Jahren und durch-
läuft die bekannten Stufen der Zählkompetenz. Dies bedeutet, dass der Aufbau 
konzeptionellen, also deklarativen Wissens, dem prozeduralen Wissen zeitlich 
nachgeordnet ist und auf diesem fußt. 

2  Zahlenrepräsentationen im Vorschulalter 

Empirische Studien belegen, dass bereits Säuglinge in sehr frühem Alter Men-
genanzahlen unterscheiden können (Wynn, 1990, 1992). Nicht nur dies, im Alter 
von wenigen Monaten sind sie sogar in der Lage, die Anzahl von Elementen in 
einer Menge (unabhängig vom Typ der Elemente) und die Anzahl auditiv darge-
botener Signale einander zuzuordnen. Die Frage aber, ob hiermit das Bestehen 
frühkindlicher arithmetischer Kompetenzen belegt ist, wird kontrovers diskutiert. 
Dies würde der Annahme Piagets widersprechen, der davon ausgeht, dass sich 
Zahlen und Rechenoperationen als Ergebnis einer generellen, unspezifischen 
Entwicklung, insbesondere der Koordination von Seriation und Klassifikation, 
entwickeln. 

Damit stellt sich ein weiteres theoretisches Problem ein: Ist die Repräsentation 
von Zahlen und Rechenoperationen ein spätes Produkt, wie Piaget annimmt, o-
der liegen bereits entsprechende Repräsentationen beim Säugling vor? Und wie 
sehen diese Repräsentationen aus? 

Es lässt sich im Gegensatz zu Piaget festhalten, dass die Invarianz wesentlich 
früher entwickelt und beim Kind vorhanden ist, als die angenommene Alters-
grenze von fünf Jahren angibt (Gelman, 1990a, b). Zudem ist auf den in der Ma-
thematikdidaktik immer noch schwelenden Streit hinzuweisen, ob sich die Inva-
rianz oder das Zählen früher entwickelt. Ohne sämtliche empirischen Befunde 
hier referieren zu wollen, so lässt sich doch festhalten, dass sich die Konservie-
rung sehr früh (< 5 J) einstellt, es aber sich am kindlichen Verhalten nicht able-
sen lässt, ob sich die richtigen Konservierungsantworten über Invarianzurteile, 
über schnelles Zählen oder über Subitizing, das heißt direkte Wahrnehmungsur-
teile einstellen. 
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Es ist auf Grund der empirischen Lage anzunehmen, dass sich eine Repräsentati-
onsänderung einstellt, da jüngere Kinder einen höheren Zeitbedarf bei ihren Ur-
teilen aufweisen als ältere Kinder. Dies lässt sich erklären, wenn man annimmt, 
dass jüngere Kinder zählen, ältere Kinder hingegen logisch schließen, d.h. dass 
sie unterschiedlich zu ihren Lösungen kommen. 

Kehren wir noch einmal zurück zu der frühkindlichen arithmetischen Anzahlun-
terscheidung, die sich im Alter von weniger als einem halben Jahr nachweisen 
lassen und die nicht modalitätsspezifisch nur nachweisbar sind, sondern auch 
intermodal (Starkey et al., 1990). Mehr noch, ab dem Alter von zwölf Monaten 
sind Kleinkinder in der Lage, Mengenordnung nach der Anzahl vorzunehmen 
(Sophian, 1996, 1998). 

Heißt dies nun, es existieren protoquantitative Schemata, also mathematische 
Repräsentationen im Kopf des Säuglings? Dies wäre zu weit gehend, aber es 
existieren in Bezug auf Mengen verschiedene Schemata, insbesondere ein 

- „increase-decrease-Schema“ und ein 

- „part-whole-Schema“ 

Auch hier stellt sich die Frage, ob dies nun einen angeborenen Zahlenmodul dar-
stellt. Die Meinungen hierüber gehen auseinander. So wird argumentiert, dass 
das Urteil über die Anzahl einer Menge im Alter von wenigen Monaten lediglich 
ein „subitizing“ ist, also ein Wahrnehmungsprozess (Glasersfeld, 1982; Mack, 
2005), andere vermuten, dass es konzeptionell gesteuert (Mandler et al., 1982; 
Gelman, 1990) sei. Zumindest lässt sich auf dem aktuellen Stand der empiri-
schen Befunde festhalten, dass es sich nicht (nur) um eine angeborene Fähigkeit 
im Bereich der visuellen Wahrnehmung handelt. Die beobachtete Intermodalität 
setzt vielmehr voraus, dass es ein einheitliches Format für numerische Informa-
tionen (Anzahl und Anzahlveränderungen) gibt. Die Anzahl aber ist etwas, das 
das Kind der Umwelt aufdrückt, sie ist nicht wahrnehmbar wie die Farbe „Blau“. 

Andererseits setzt die intermodale Eins-zu-Eins-Zuordnung kein Wissen über 
Zahlen („3“), oder Bezeichnungen („+1“) voraus, sondern ist lediglich die kogni-
tive Basis für das anschließende Lernen. 

Die Entwicklung der Zahlwortreihe beginnt als (fehlerhafte) Sprachkette, ohne 
Bewusstsein von Prinzipien. Zählprinzipien entwickeln sich im Laufe des Ge-
brauchs der Zahlwortreihe, insbesondere  

- das Prinzip der Eins-zu-Eins-Zuordnung 

- das Prinzip der stabilen Ordnung 
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- das Kardinalprinzip 

- Abstraktionsprinzip und schließlich 

- das Prinzip der Irrelevanz der Anordnung 

Aber: Diese Prinzipien sind nicht bewusst und schon gar nicht explizit ver-
sprachlichbar, die Kinder können sie nicht benennen. Und die Prinzipien werden 
in bestimmten Bereichen angewendet, sie sind aber nicht übertragbar. 

Fasst man die Befunde zusammen, dann stellt man fest: Das Lernen verläuft in 
Phasen! Dies ist zwar keine umwerfende oder gar neue Entdeckung, es erklärt 
auch nicht, wie Zahlen und Rechenoperationen im Kopf repräsentiert werden 
und wie sie sich entwickeln. Nur wird deutlich, dass dies für sämtliche Lernpro-
zesse gilt. Natürlich können die Schülerinnen und Schüler in der frühen Sekun-
darstufe erkennen, dass ein Schatten größer wird, wenn die Lichtquelle näher an 
das Objekt rückt, während der Abstand Objekt-Leinwand gleich bleibt. Sie ver-
wenden dies an Kindergeburtstagen zu eindrucksvollen und lustigen Effekten. 
Die Versprachlichung der Prinzipien, gar die Formulierung der Ähnlichkeitsab-
bildung bzw. zentrischen Streckung gelingt hingegen noch nicht. 

3 Die Veränderung der Repräsentationen im Kopf des 
Lernenden 

Ein für die Mathematikdidaktik brauchbares Konzept, um Veränderungen der 
Repräsentationen zu beschreiben, liegt im Modell der „Repräsentationsum-
organisation“ vor („RR-Modell“, Karmiloff-Smith, 1992). Es beschreibt Lern-
phasen, die jedes Lernen durchläuft, egal auf welcher Altersstufe und mit wel-
chem Inhalt. Die Phasen sind also keine Stufen im Sinne Piagets. 

In dem Modell ist die Phase I eine datengetriebene Lernphase, die aufgrund äu-
ßerer Stimuli abläuft. In dieser Phase ist Wissen nur implizit, als Prozedur ver-
fügbar, nicht explizit oder bewusst und daher auch nicht verbalisierbar. Während 
dieser Phase kommt es additiv zu bereichsspezifischen repräsentationalen Ver-
bindungen, die zur Verhaltensgeläufigkeit („behavioral mastery“) führen. Man 
denke für das Grundschulalter etwa an die Zahlwortreihe oder Einmaleinsreihen 
oder die schriftlichen Rechenverfahren, in der Sekundarstufe an die Ausführung 
der Addition/Subtraktion und Multiplikation/Division in der Bruchrechnung oder 
gar der Algebra. Nichtverbalisierbar bedeutet, dass die Verfahren zwar durchge-
führt werden können, es liegt aber kein versprachlichbares Wissen über Zusam-
menhänge vor. Die Schüler können natürlich jeweils beschreiben, was sie tun, 
aber es gelingt ihnen keine Begründung für die Richtigkeit ihrer Verfahren. 
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In der nächsten Phase, der Phase II /E1 im RR-Modell, kommt es zu einer Re-
präsentationsänderung. Jetzt kommt es zu einer internen Steuerung, welche die 
(auch/nur falsche) äußere Information lenkt. Die Repräsentation ist von dieser 
abgekoppelt, was einen Transfer der vorhandenen Repräsentation in andere Be-
reiche ermöglicht. Diese Abkopplung ist notwendig mit einem Detailverlust ver-
bunden, d.h. sie ist weniger spezialisiert und daher ist eine Analogiebildung 
möglich. Das Kind wird z.B. Zehner und Hunderter wie die Einer addieren oder 
subtrahieren. Aber auch in dieser Phase gilt, dass die Repräsentationen unbe-
wusst und nicht verbalisierbar sind. 

Auch in der folgenden Phase II (E2) ist das Wissen nicht verbalisierbar, aber es 
wird in neuem Format repräsentiert. Diese Repräsentationsänderung führt bereits 
im Vorschulalter zu bildhaften Vorstellungen bei der Vorhersage von Ergebnis-
sen additiver oder subtraktiver Handlungen (4/5 Jahre; Vilette, 2002; Brannon, 
2002). 

Die bildhafte Repräsentation ist hierbei in hohem Maße formgebunden und kei-
neswegs analysierbar. Damit sind Verallgemeinerungen nur in beschränktem 
Maße möglich. In dieser Phase werden die Repräsentationen in anderem Format 
darstellbar, etwa in Handlungen oder Zeichnungen (auf diese Form der Wis-
senserfassung durch die Lehrkraft wird leider im Grundschulalter selten zurück-
gegriffen!). So werden aus den natürlichen Zahlen äquidistante Abstände auf 
einem Zahlenstrahl, der in der Klasse 5 mit den negativen Zahlen zu einer Zah-
lengeraden wird, um dann mit den rationalen Zahlen weiter verfeinert zu werden. 
Addition und Subtraktion werden im Laufe der Grundschulzeit und dann darüber 
hinaus von Mengenvereinigungen/Restmengenbildungen zu Sprüngen auf die-
sem (imaginierten) Zahlenstrahl. 

Ein mögliches Missverständnis besteht darin zu glauben, dass durch die Ver-
wendung einer Vielfalt von Veranschaulichungsmitteln die Transformationen 
den Schülern leichter fallen. Dem ist keineswegs so. Im Gegenteil ist die gleich-
zeitige Verwendung mehrerer Materialien insbesondere bei leistungsschwäche-
ren Schülern problematisch. Die Handlungen, die für eine Rechenoperation an 
einem Veranschaulichungsmittel durchgeführt werden, verlaufen bei dem nächs-
ten vollkommen anders, sie sind als Handlungen nicht übertragbar. Man verglei-
che für die Aufgabe 36+18 die Handlung am Rechenrahmen, am Zahlenstrahl, 
an der Hundertertafel und den Mehr-System-Blöcken. Die Handlungen sind 
grundverschieden. Dies gilt auch für die Sekundarstufe, wenn in der Bruchrech-
nung das Tortenmodell oder ähnliche Veranschaulichungen verwendet werden, 
die sich dann für die Multiplikation/Division als weniger hilfreich erweisen (wie 
multipliziert man Tortenteile mit Tortenteilen?). 
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Erst in der letzten Lernphase III (E3) werden die Repräsentationen bewusst und 
verbalisierbar. Gleichzeitig werden die Format-/Repräsentationswechsel häufig. 
So zeigen sich auch bei verbaler und nonverbaler Aufgabendarbietung von Addi-
tions- oder Subtraktionssituationen, dass von den Kindern in eine bildhaft-
visuelle Repräsentation gewechselt wird (Klein & Brisanz, 2000; Rasmussen et 
al., 2004). 

Zusammenfassend lässt sich also sagen, dass Wissen nicht mit Verständnis ge-
koppelt sein muss, dass im Rahmen kindlicher arithmetischer Lernprozesse eher 
das Gegenteil zu erwarten ist. Wissen ohne konzeptionelles Verständnis und 
notwendige Repräsentationsänderungen sind im Grundschulalter (und leider oft 
darüber hinaus) sehr vielfältig: 

- Kinder zeigen ihr Alter mit Fingern, können aber weder ihr Alter sagen 
noch die Zahl mit Mengen oder in anderer Form darstellen; 

- Die Verwendung des Kommutativgesetzes (a + b = b + a), welche die 
Kinder bei der min-Strategie der Addition anwenden, indem sie vom 
größeren Summanden weiterzählen; hierbei liegt keine explizite Er-
kenntnis der Ergebnisgleichheit (Baroody et al., 2003), sondern ein un-
terschiedliches konzeptionelles Verstehen, (Canobi et al., 1998) vor. 

- Für die Verwendung der Inversion (a + b - b, vgl. Abbildung 1) muss 
in der kindlichen Entwicklung zwischen einer qualitativen Inversion, 
die bereits im Vorschulalter vorliegt und die Ergebnisgleichheit bei 
Entfernung der hinzu gelegten Objekte, unabhängig von der Aus-
gangszahl konstatiert, und einer quantitativen Inversion unterschieden 
werden, die im Schulalter die Ergebnisgleichheit auch bei Entfernung 
anderer, aber gleich vieler Elemente anzugeben weiß (Rasmussen et 
al., 2003); noch schwieriger und daher erst in einer höheren Altersstufe 
zu erreichen ist die Inversion a + b - a. Sie bedarf einer sehr formalen 
Repräsentation. 

- Zahlen werden im Vor- aber auch noch im Grundschulalter als Ergeb-
nis eines Zählvorganges repräsentiert. Sie geben das Produkt eines 
Prozesses an. Dies steht in dieser Form der Zahlbereichserweiterung in 
den höheren Klassenstufen entgegen, da diese Repräsentationsände-
rung nicht vorgenommen wird, es erschwert auch die Hinzunahme der 
Null zu den Zahlen, die von Kindern in einer bestimmten Entwick-
lungsphase noch abgelehnt wird. 
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Abbildung 1: a + b - b ist in dieser Form eine von Kindern im Vorschulalter 
leicht vorstellbare und damit lösbare Aufgabe: Vier blaue Plättchen werden un-
ter ein Tuch geschoben, anschließend drei rote ebenfalls, die anschließend wie-

der hervorgeholt werden. Wie viele sind noch unter dem Tuch? 

 

Abbildung 2: Zwar ebenfalls a + b - b, aber wesentlich schwieriger 

 

Abbildung 3: Im Vorschulalter praktisch unlösbare Aufgabe (a + b - a) 

- Die Zahlen als Anzahlbestimmung von Mengen und damit eng mit 
dem Zählprozess verbunden bzw. durch ihn repräsentiert stehen kraft-
volleren Strategien im Weg. 

- Die Rechenoperationen werden ebenfalls verkürzt repräsentiert, so et-
wa die Addition als Mengenvergrößerung; es bedarf einer Umorganisa-
tion, die mit der Überführung der Repräsentation von Zahlen als Men-
geneigenschaften hin zu Zahlen als Längenbeziehungen einhergeht. So 
ist der Zählprozess meist an die Finger gebunden, die Zahl wird aber 
von einem bestimmten Zeitpunkt der Entwicklung verändert als Länge, 
etwa „Fünf“ als Handbreite, repräsentiert, die nun Analogiebildung und 
Transfers ermöglicht. Die Modalität der Repräsentation kann immer 
noch enaktiv sein: Im ersten Fall „Hinzutun“ (Mengen), im zweiten 
Fall „Sprung nach rechts“ in dem vorgestellten Zahlenraum, für den es 
nach neuesten Befunden neuronale Grundlagen als Entwicklungs-
bedingungen im menschlichen Gehirn gibt (Dehaene, 1999). Ähnliches 
gilt für die Subtraktion: In einer ersten Phase als Rückwärtszählen re-
präsentiert, dann als Mengenverkleinerung (Wegnehmen), das Analo-
giebildung auf verschiedene Mengen erlaubt, das schließlich in der 
Grundschule umorganisiert wird zu „Sprung nach links“ (Längen im 
vorgestellten Zahlenraum). 

- Die Mengenvorstellung von natürlichen Zahlen steht einer Erweiterung 
auf die rationalen Zahlen entgegen. 
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- Auch die Vorstellung der Multiplikation als wiederholte Addition führt 
zu der Repräsentation von „größer werden“, was für rationale Zahlen 
nicht mehr gilt. Deswegen wird diskutiert, bereits in der Grundschule 
die Multiplikation über funktionale Beziehungen einzuführen, damit 
eine erweiterbare Repräsentation möglich ist. 

4 Wie erwerben Kinder mathematische Begriffe? 

Der Erwerb mathematischer Begriffe gelingt durch die Verbindung ver-
schiedener Repräsentationsformate. Für die Grundschule gilt, dass die Prototy-
pen arithmetischer Operationen aus Handlungen entstanden sind, deren situative 
Charakteristik abgestreift wurde; sie bleiben aber dynamisch. Die durchaus an-
gemessene enaktive Repräsentation, die auf Handlungen beruht, hat aber eine 
einschränkende Funktion. So sind bei Text- bzw. Sachaufgaben jene Situationen 
einfacher für Kinder lösbar, die eine dynamische Struktur aufweisen. Schwieri-
ger sind statische Vergleichsaufgaben, die nicht der prototypischen Operations-
vorstellung entsprechen. Auch das Gleichheitszeichen wird von Grundschulkin-
dern gemeinhin interpretiert als „ergibt“, das handlungsgebunden ist, nicht etwa 
als (mathematisch wünschenswerte) numerische Gleichheit auf beiden Seiten des 
Gleichheitszeichens. Aus diesem Grund stellen die symbolischen Darstellungen 
b = a + x, x = a + b oder x + a = b hohe Hindernisse im Verständnis der Grund-
schüler dar. Diese Repräsentation und ihre hindernde Funktion reichen weit in 
die Sekundarstufe hinein. 

Die Formate bei Sachaufgaben gehen von einer kognitiv nicht lösbaren Trans-
formation aus, nämlich von einer direkten Umsetzung von sprachlich dargebote-
nen Aussagen zur mathematisch-symbolischen Schreibweise (Sprache  Sym-
bol oder platt ausgedrückt „Frage-Rechnung-Antwort“). 

Dies wird auch in den gängigen Modellen zur „Mathematischen Modellierung“ 
noch so gesehen, indem davon ausgegangen wird, dass die aus der Realität ent-
nommene Situation  überführt, „modelliert“ wird auf der mathematischen Ebene. 
Hier fände dann die Lösung statt, die wiederum rücktransformiert („interpre-
tiert“) wird auf die Sachebene und dort noch einer Plausibilitätsprüfung unterzo-
gen wird („validiert“). Dieser Modellierungskreislauf hat aber die Tücke, dass 
gerade der Prozess der Modellierung von der Sachebene auf die Ebene der Ma-
thematik weiterhin unklar bleibt. Damit hat man aber didaktisch wenige Mög-
lichkeiten, den „modellierenden Schülern“ Hilfestellungen zukommen zu lassen. 

Insbesondere stimmt die Verkürzung auf die schlichte Repräsentationsänderung 
von Sprache zur Symbolik nicht mit den konzeptionellen Repräsentationen der 
Kinder überein. Mathematische Begriffe werden vielmehr in Form von Hand-
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lungen und/oder in Form bildhafter Vorstellungen über diese Handlungen reprä-
sentiert, die sprachliche und mathematisch-symbolische Repräsentation ist in der 
Altersstufe der Grundschüler eher Beiwerk und wird lediglich aufgrund der Un-
terrichtsanforderung und bestenfalls zu kommunikativen Zwecken genutzt. Der 
mathematische Begriff ist aber erst dann hinreichend repräsentiert, wenn von 
einem Repräsentationsformat in ein anderes gewechselt werden kann. Diese 
Transformationen sind der eigentliche Gegenstand des Sachrechnens und müs-
sen im Unterricht betont werden. In diesem Sinne handelt es sich beim Lösen 
von Sachaufgaben nicht um das Modellieren einer Sachsituation. Es erscheint im 
Sinne der Kognitionspsychologie (Seel, 2000) plausibler anzunehmen, dass men-
tale Modelle von der Situation erstellt und mit den zur Verfügung stehenden ma-
thematischen Konzepten und ihren Repräsentationen verglichen werden. Im di-
daktischen Diskurs ist hier von „Grundvorstellungen“ die Rede (vom Hofe, 
1995). 

Eine Aufgabe soll dies erläutern: „Ein Malermeister schlägt dem befreundeten 
Auftraggeber vor, entweder ¼ vom Preis nachzulassen und dann 19 % MwSt 
aufzuschlagen oder umgekehrt erst die MwSt aufzuschlagen und anschließend ¼ 
nachzulassen. Was ist günstiger?“ Diese Aufgabe ruft nicht nur in Klasse 6 und 
7, sondern auch in der gymnasialen Oberstufe, ja selbst im Studium lebhafte Dis-
kussionen hervor. Meist geht die Abstimmung pari aus. Dass es sich hier um ei-
ne Multiplikation von rationalen Zahlen handelt ((P · 0,75) · 1,19 vs. (P · 1,19) · 
0,75) ist den Schülern nicht deutlich, die Multiplikation von rationalen Zahlen 
liegt lediglich als Verfahren, nicht aber als anwendbare bedeutungshaltige Struk-
tur vor. 

Die vorhandenen Repräsentationen der arithmetischen Operationen bestimmen 
daher die Fähigkeit des Schülers, Sachaufgaben zu lösen, unabhängig von der 
Klassenstufe. Es ist keine Modellierungsfähigkeit als allgemeine Kompetenz an-
zunehmen. Aber diese Erkenntnis macht den Unterricht keineswegs einfacher. 
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Vielfältige Darstellungen nutzen  
im Mathematikunterricht 

Sebastian Kuntze  
Pädagogische Hochschule Ludwigsburg 

Kurzfassung: Darstellungen sind ein notwendiges Ausdrucksmittel 
für mathematische Ideen, nicht nur für Profis sondern auch, wenn Be-
griffe und Ideen im Mathematikunterricht zwischen den am Lernpro-
zess Beteiligten ausgehandelt werden. Dabei kommt der Vielfalt an 
Darstellungen und dem Wechsel zwischen Darstellungen besondere 
Bedeutung zu, gerade auch wenn Darstellungen als Lernhilfen einge-
setzt werden. Denn für ein flexibel einsetzbares mathematisches Be-
griffswissen ist es unabdingbar, Begriffe in verschiedenen Darstellun-
gen und unter den verschiedenen damit meist verbundenen Perspekti-
ven sehen zu können. Daraus ergeben sich auch Implikationen für 
fachliches und fachdidaktisches Professionswissen angehender und 
praktizierender Mathematiklehrkräfte, etwa zur Rolle des Nutzens von 
Darstellungen beim Diagnostizieren von Fehlvorstellungen und beim 
Gestalten von Lernhilfen. 

1 Einführung 

In den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK, 2004a, 2004b) ist 
die Kompetenz „mathematische Darstellungen verwenden“ bzw. „Darstellen von 
Mathematik“ einer von sechs bzw. von fünf Aspekten mathematischer Kompe-
tenz, die in der Sekundarstufe bzw. in der Grundschule von besonderer Bedeu-
tung sind. Dabei mag dieser Kompetenzaspekt auf den ersten Blick etwas tech-
nisch oder auch trivial erscheinen. Technisch, weil das Nutzen von Darstellun-
gen auf den ersten Blick mit dem Training von Formalismen, symbolischen 
Ausdrücken oder Verfahren verwechselt werden kann. In diesem Verständnis 
entsteht eventuell sogar der Eindruck, dass gleichsam durch die Hintertüre der 
Bildungsstandards die Betonung solcher Formalismen und Verfahren im Ma-
thematikunterricht weiter im Mittelpunkt stehen soll. Beispielsweise könnten 
Formulierungen wie „Darstellungsformen je nach Situation und Zweck auswäh-
len“ (KMK, 2004a, S. 8) suggerieren, dass es stets eine „ideal passende“ Darstel-
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lung gibt, die zur Lösung von Aufgaben ausgewählt und verwendet werden soll. 
Wissen über Darstellungen würde sich in einem solchen Verständnis möglicher-
weise in einer Art Wissen über Verfahren und Formalismen erschöpfen.  

Trivial könnte dieser Kompetenzaspekt erscheinen, weil die Oberflächenmerk-
male von Mathematik, z. B. die verwendeten Zahl- und Rechenzeichen, mit den 
Inhalten des Mathematikunterrichts gleichgesetzt werden könnten. Wird unter 
dem „Darstellen“ beispielsweise vorwiegend verstanden, „für das Bearbeiten 
mathematischer Probleme geeignete Darstellungen [zu] entwickeln, aus[zu]wäh-
len und [zu] nutzen“ (KMK, 2004b, S. 7f), so könnte das Geschehen in der Ma-
thematik und im Mathematikunterricht insofern oberflächlich interpretiert wer-
den, als „mathematisch tätig zu sein“ demnach in erster Linie bedeutete, irgend-
welche Probleme mit Hilfe von Symbolen und formalen Schreibweisen „mathe-
matisch“ darzustellen und bereits durch die Nutzung dieser Darstellungen ihren 
Lösungen zuzuführen.  

Dass mathematische Darstellungen in dieser Hinsicht auch viel zur Wahrneh-
mung des Mathematikunterrichts insgesamt aus Lernendensicht beitragen kön-
nen, zeigen die Bilder in Abbildung 1. Hier wurden Lehramtsstudierende gebe-
ten, ihr Bild vom Mathematikunterricht zu malen oder zu skizzieren (vgl. Kunt-
ze, 2010a). Mathematische Darstellungen spielen hier vor allem als Oberflä-
chenmerkmale eine Rolle: Sei es im Sinne einer Sammlung von Anspielungen 
auf Beispielinhalte, sei es als Teil einer bedrohlich wirkenden Unterrichtswelt 
wie im unteren Bild. In diesen Bildern erscheinen mathematische Darstellungen 
als untereinander unverbundene, teils schwer verstehbare Objekte. Würde man 
die Kompetenz „Darstellungen nutzen“ der Bildungsstandards so verstehen, so 
bestünde ein Hauptziel des Unterrichts darin, Darstellungen entschlüsseln zu 
können, sie zur Lösung von Aufgaben einzusetzen oder sie mit bestimmten 
Themen, Gedanken oder Gegenständen zu verbinden.  

Fairerweise sollte hinzugefügt werden, dass es andererseits sicherlich keine ganz 
einfache Aufgabe ist, Gegenstände des Mathematikunterrichts in einem Bild 
umzusetzen.  

Dies liegt auch an der Mathematik selbst, deren Inhalte letztlich in einer abstra-
hierenden Vorstellungswelt beheimatet sind (Duval, 2006). Mathematische Ob-
jekte sind damit meist gleichzeitig „unsichtbar“ und multipel repräsentierbar, 
was letztlich die große Bedeutung des Nutzens von Darstellungen ausmacht. 
Diese Überlegungen zeigen, dass die Kompetenz des Nutzens mathematischer 
Darstellungen, wie sie sowohl für die Grundschule als auch für Klasse 10 von 
der KMK genannt wird, in ihrer Bedeutung für den Mathematikunterricht und in 
ihrem Lernpotential erst untersucht und erschlossen sein will. Insbesondere 
macht Wissen und unterrichtsbezogene Reflexionsfähigkeit zum Nutzen von 


