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Vorwort

Theoria cum praxi

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Die Mathematik spielt eine wichtige Rolle in vielen Bereichen unserer modernen Gesellschaft.
Sie ist eine Querschnittswissenschaft und zugleich eine Schliisseltechnologie mit vielfaltigen
engen Verbindungen zu anderen Wissenschaften. Das betrifft die Naturwissenschaften, die
Ingenieurwissenschaften, die Informatik und Informationstechnologie, die Wirtschafts- und
Finanzwissenschaft, die Sozialwissenschaften sowie die Medizin. Mathematik ist abstrakt und
zugleich sehr praktisch. Das vorliegende

SPRINGER-HANDBUCH DER MATHEMATIK,

das sich um einen breit angelegten Briickenschlag zwischen der Mathematik und ihren An-
wendungen bemdiht, stellt eine wesentliche Erweiterung des SPRINGER-TASCHENBUCHES
DER MATHEMATIK dar, das 2012 im Verlag Springer Spektrum erschienen ist. Das Springer-
Handbuch umfasst die folgenden vier Teile:

— TEIL I: Analysis.
— TEIL II: Algebra, Geometrie, Grundlagen der Mathematik.

— TEIL III: Variationsrechnung und Physik, Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische
Statistik, Numerik und Wissenschaftliches Rechnen, Wirtschafts- und Finanzmathematik,
Algorithmik und Informatik.

— TEIL IV: Funktionalanalysis, Dynamische Systeme, Mannigfaltigkeiten, Topologie, Mathe-
matische Physik.

Als mehrbéndiges Nachschlagewerk ist das Springer-Handbuch in erster Linie fiir wissenschaft-
liche Bibliotheken gedacht, die ihren Leserinnen und Lesern parallel zum Springer-Taschenbuch
der Mathematik das umfangreichere Material des Springer-Handbuches (in elektronischer Form
und Papierform) zur Verfiigung stellen wollen. Fiir individuell interessierte Leserinnen und
Leser sei auf folgendes hingewiesen. Die Teile I bis III des Springer-Handbuches der Mathematik
enthalten die entsprechenden Kapitel des Springer-Taschenbuches der Mathematik, die durch
wichtiges zusatzliches Material ergénzt werden. Dagegen sind die neun Kapitel von Teil IV nicht
im Springer-Taschenbuch der Mathematik enthalten.

Teil I enthélt neben dem einfiihrenden Kapitel und dem Kapitel 1 des Springer-Taschenbuches
der Mathematik zusatzliches Material zur hoheren komplexen Funktionentheorie und zur
allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Teil II enthélt neben den Kapiteln 2—4 des Springer-Taschenbuches der Mathematik zusétz-
liches Material zu folgenden Gebieten: multilineare Algebra, hohere Zahlentheorie, projektive
Geometrie, algebraische Geometrie und Geometrien der modernen Physik.

Teil III enthélt neben den Kapiteln 5-9 des Springer-Taschenbuches der Mathematik zusétzli-
ches Material zu stochastischen Prozessen.



vi Vorwort

Teil IV enthilt die folgenden Zusatzkapitel zum Springer-Taschenbuch der Mathematik:

— Kapitel 10: Hohere Analysis (Tensoranalysis und spezielle Relativitatstheorie, Integralglei-
chungen, Distributionen und lineare partielle Differentialgleichungen der mathematischen
Physik, moderne Mafs- und Integrationstheorie).

— Kapitel 11: Lineare Funktionalanalysis und ihre Anwendungen.

— Kapitel 12: Nichtlineare Funktionalanalysis und ihre Anwendungen.

— Kapitel 13: Dynamische Systeme — Mathematik der Zeit.

— Kapitel 14: Nichtlineare partielle Differentialgleichungen in den Naturwissenschaften.

— Kapitel 15: Mannigfaltigkeiten.

— Kapitel 16: Riemannsche Geometrie und allgemeine Relativitdtstheorie.

— Kapitel 17: Liegruppen, Liealgebren und Elementarteilchen - Mathematik der Symmetrie.

— Kapitel 18: Topologie - Mathematik des qualitativen Verhaltens.

— Kapitel 19: Kriimmung, Topologie und Analysis (Eichheorie in Mathematik und Physik).
Hier werden im Rahmen der mathematischen Physik die Bediirfnisse der modernen Physik
berticksichtigt. Am Ende von Teil IV findet man eine Tafel zur Geschichte der Mathematik.
Die sorgfaltig zusammengestellten Literaturangaben am Ende jedes Kapitels sollen dem Leser

helfen, bei auftretenden Fragen geeignete moderne Biicher zu konsultieren, wobei zwischen
einfiihrender Literatur und anspruchsvollen Standardwerken gewahlt werden kann.

Das vorliegende Springer-Handbuch der Mathematik wendet sich an:

— Fortgeschrittene Studierende der Mathematik und angrenzender naturwissenschaftlicher,
technischer, wirtschaftswissenschaftlicher Fachrichtungen, Graduierte, Doktoranden

— Mathematiker, Physiker, Ingenieure, Informatiker, Wirtschaftsmathematiker in Forschung,
Lehre und Praxis

— wissenschaftliche Bibliotheken, akademische Institutionen und Firmen.

Die Bedtirfnisse eines derart breiten Leserkreises werden berticksichtigt, indem der Bogen von
elementaren Kenntnissen bis hin zu anspruchsvollen mathematischen Resultaten sehr weit
gespannt wird und das Werk ein breites Spektrum mathematischer Gebiete tiberdeckt. Grofier
Wert wird dabei auf folgende Aspekte gelegt:

— ausfiihrliche Motivation und Erlduterung der Grundideen,

— leichte Fasslichkeit, Anschaulichkeit, und Ubersichtlichkeit,

— die Verbindung zwischen reiner und angewandter Mathematik,

- vielseitige Anwendungen der Mathematik und Praxisnédhe, sowie

— die Diskussion des historischen Hintergrunds.
Es wird gezeigt, dass die Mathematik mehr ist als eine trockene Ansammlung von Formeln,
Definitionen, Theoremen und Rechenrezepten. Sie ist ein unverzichtbarer Partner der modernen
Technik, und sie hilft wesentlich bei der optimalen Gestaltung von Industrie- und Wirtschaftspro-
zessen. Gleichzeitig ist die Mathematik ein wichtiger Bestandteil unserer menschlichen Kultur
und ein wundervolles Erkenntnisorgan des Menschen, das ihn etwa in der Hochtechnologie, der
Elementarteilchenphysik und der Kosmologie in Bereiche vorstofien ldsst, die ohne Mathematik
nicht zu verstehen sind, weil sie von unserer taglichen Erfahrungswelt extrem weit entfernt sind.

Wiéhrend das Springer-Taschenbuch der Mathematik den Anforderungen des Bachelor-

Studiums angepasst ist, bezieht sich das Springer-Handbuch der Mathematik sowohl auf das
Bachelor-Studium als auch auf das weiterfithrende Master-Studium.



Vorwort vii

Bei den Anwendungen der Mathematik spielen Phianomene eine grofle Rolle, die in Natur und
Technik auftreten. Das mathematische Verstiandnis dieser Phinomene erleichtert dem Anwender
in den Naturwissenschaften und in den Ingenieurwissenschaften den Uberblick tiber die Zusam-
menhénge zwischen unterschiedlichen mathematischen Disziplinen. Deshalb wird in diesem
Springer-Handbuch der Mathematik die Sicht auf wichtige Phdnomene besonders betont. Das
betrifft:

— Mathematik der Grenziibergiange (Analysis und Funktionalanalysis),

— Mathematik des Optimalen (Variationsrechnung, optimale Steuerung, lineare und nichtli-
neare Optimierung),

— Mathematik des Zufalls (Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik und sto-
chastische Prozesse),

— Mathematik der Zeit und des Chaos (dynamische Systeme),

— Mathematik der Stabilitdt von Gleichgewichtszustdnden in Natur und Technik, von zeitab-
héngigen Prozessen und von Algorithmen auf Computern,

Mathematik der Komplexitdt von Algorithmen auf Computern,

— Mathematik der Symmetrie (Gruppentheorie),

Mathematik der Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden (Funktionalanalysis),

Mathematik des qualitativen Verhaltens von Gleichgewichtszustinden und zeitabhangigen
Prozessen in Natur und Technik (Topologie),

Mathematik der Wechselwirkungskréfte in der Natur (nichtlineare partielle Differential-
gleichungen und nichtlineare Funktionalanalysis, Differentialgeometrie der Faserbiindel
und Eichtheorie),

— Mathematik der Strukturen (Kategorientheorie).

Interessant ist die Tatsache, dass klassische Ergebnisse der Mathematik heutzutage im Rahmen
neuer Technologien vollig neue Anwendungen erlauben. Das betrifft etwa die Zahlentheorie,
die lange Zeit als ein reines Vergniigen des menschlichen Geistes galt. Beispielsweise wird die
berithmte Riemannsche Zetafunktion der analytischen Zahlentheorie, die in Kapitel 2 betrachtet
wird, in der modernen Quantenfeldtheorie zur Berechnung von Streuprozessen von Elementar-
teilchen im Rahmen der Renormierungstheorie eingesetzt. Der klassische Satz von Fermat-Euler
tiber Teilbarkeitseigenschaften von Zahlen wird heute wesentlich benutzt, um die Ubermittlung
von Nachrichten in raffinierter Weise zu verschliisseln. Das findet man ebenfalls in Kapitel 2.

Das ,Springer-Handbuch der Mathematik” kniipft an eine lange Tradition an. Das , Taschen-
buch der Mathematik” von I. N. Bronstein und K. A. Semendjajew wurde von Dr. Viktor Ziegler
aus dem Russischen ins Deutsche tibersetzt. Es erschien 1958 im Verlag B. G. Teubner in Leipzig,
und bis zum Jahre 1978 lagen bereits 18 Auflagen vor. Unter der Herausgabe von Dr. Giinter Gro-
sche und Dr. Viktor Ziegler und unter wesentlicher redaktioneller Mitarbeit von Frau Dorothea
Ziegler erschien 1979 die vollig tiberarbeitete 19. Auflage, an der Wissenschaftler der Leipziger
Universitdt und anderer Hochschulen des mitteldeutschen Raumes mitwirkten.! Diese Neubear-
beitung wurde ins Russische tibersetzt und erschien 1981 im Verlag fiir Technisch-Theoretische
Literatur in Moskau. Ferner wurden eine englische und eine japanische Ubersetzung publiziert.

Motiviert durch die stiirmische Entwicklung der Mathematik und ihrer Anwendungen erschien
in den Jahren 1995 und 1996 ein vollig neuverfasstes, zweibandiges , Teubner-Taschenbuch
der Mathematik” im Verlag B.G. Teubner, Stuttgart und Leipzig.> Das daraus entstandene,
vorliegende ,,Springer-Handbuch der Mathematik” enthélt zwei vollig neu geschriebene Kapitel
tiber Wirtschafts-und Finanzmathematik sowie tiber Algorithmik und Informatik.

Bis 1995 erschienen sieben weitere Auflagen.
2Die englische U'bersetzung des ersten Bandes erschien 2003 im Verlag Oxford University Press, New York, als ,Oxford
Users’” Guide to Mathematics”.
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Die moderne Konzeption und Koordination des Kapitels 8 tiber Wirtschafts-und Finanzma-
thematik lag in den erfahrenen Handen von Herrn Prof. Dr. Bernd Luderer (TU Chemnitz). In
das von Herrn Prof. Dr. Juraj Hromkovi¢ (ETH Ziirich) verfasste Kapitel 9 tiber Algorithmik
und Informatik flossen seine reichen Lehrerfahrungen ein. Im Mittelpunkt steht das zentrale
Problem der Komplexitdt von Algorithmen. Erinnert sei daran, dass eines der berithmten sieben
Milleniumsprobleme der Mathematik aus dem Jahre 2000 eine tiefe Frage der Komplexitéts-
theorie betrifft. Das Kapitel 7 tiber Numerik und Wissenschaftliches Rechnen wurde von Herrn
Prof. Dr. Wolfgang Hackbusch (Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den Naturwissenschaften,
Leipzig) wesentlich iiberarbeitet, und die tibrigen Kapitel wurden aktualisiert. Der Herausgeber
mochte den Kollegen Hackbusch, Hromkovi¢ und Luderer sowie allen seinen Koautoren fiir ihre
engagierte Arbeit sehr herzlich danken. Das betrifft:

— Prof. Dr. Hans-Rudolf Schwarz (7.1-7.6) und
Prof. Dr. Wolfgang Hackbusch (7.7),
— Prof. Dr. Bernd Luderer (8.1, 8.13),
Prof. Dr. Jochen Blath (8.2, 8.3),
Prof. Dr. Alexander Schied (8.4, 8.5),
Prof. Dr. Stephan Dempe (8.6-8.10) und
Prof. Dr. Gert Wanka (8.11, 8.12),
— Prof. Dr. Juraj Hromkovi¢ (9.1- 9.9) und
Prof. Dr. Siegfried Gottwald (9.10).
Ein herzliches Dankeschon geht auch an Frau Micaela Krieger-Hauwede fiir das sorgfaltige Anfer-
tigen vieler Abbildungen in den Teilen I bis III, das Lesen der Korrekturen und die einfiihlsame,
asthetisch gelungene Textgestaltung. Frau Kerstin Folting danke ich sehr herzlich fiir das sorgfal-
tige Anfertigen der Abbildungen und der I&TEX-Version von Teil IV sowie fiir zahlreiche Hinweise
zur Verbesserung der Darstellung. Den Mitarbeitern des Leipziger Max-Planck-Institutes fiir
Mathematik in den Naturwissenschaften, Regine Liibke (Sekretariat), Katarzyna Baier und In-
go Briiggemann (Bibliothek), Oliver Heller und Rainer Kleinrensing (EDV-Abteilung) sei sehr
herzlich fiir die technische Unterstiitzung bei der Fertigstellung des Springer-Handbuches der
Mathematik gedankt. Ferner danke ich sehr herzlich Frau Ulrike Schmickler-Hirzebruch vom
Verlag Springer Spektrum fiir die Koordination des gesamten Projekts und fiir die kompetente
Aktualisierung des Literaturverzeichnisses. Schlieflich sei allen Leserinnen und Lesern gedankt,
die in der Vergangenheit durch ihre Hinweise zur Verbesserung der Darstellung beigetragen
haben.

Alle Beteiligten hoffen, dass dieses Nachschlagewerk in allen Phasen des Studiums und danach
im Berufsleben ein niitzlicher Begleiter sein wird, der die Einheit der Mathematik betont.

Leipzig, im Sommer 2012 Der Herausgeber
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Einleitung

Die grofsten Mathematiker, wie Archimedes, Newton und
GaufS, haben stets Theorie und Anwendung in gleicher
Weise miteinander vereint.

Felix Klein (1849-1925)

Die Mathematik besitzt eine iiber 6000 Jahre alte Geschichte.! Sie stellt das machtigste Instrument
des menschlichen Geistes dar, um die Naturgesetze prézis zu formulieren. Auf diesem Weg
eroffnet sich die Moglichkeit, in die Geheimnisse der Welt der Elementarteilchen und in die
unvorstellbaren Weiten des Universiums vorzudringen. Zentrale Gebiete der Mathematik sind

— Algebra,
— Geometrie und
— Analysis.

Die Algebra beschiftigte sich in ihrer urspriinglichen Form mit dem Losen von Gleichungen.
Keilschrifttexte aus der Zeit des Konigs Hammurapi (18. Jh. v. Chr.) belegen, dass das mathe-
matische Denken der Babylonier zur Losung praktischer Aufgaben stark algebraische Ziige
trug. Dagegen war das mathematische Denken im antiken Griechenland, das im Erscheinen der
axiomatisch verfassten , Elemente” des Euklid (300 v. Chr.) gipfelte, von der Geometrie gepragt.
Das analytische Denken, das auf dem Begriff des Grenzwerts basiert, wurde erst im siebzehnten
Jahrhundert mit der Schaffung der Differential- und Integralrechnung durch Newton und Leibniz
systematisch entwickelt.

Danach setzte eine explosionsartige Entwicklung der Mathematik ein, um den neuen Kal-
kil auf die Himmelsmechanik, die Hydrodynamik, die Elastizitdtstheorie, die Thermodyna-
mik/statistische Physik, die Gasdynamik und den Elektromagnetismus anzuwenden. Dieser
Prozess bestimmte das achtzehnte und neunzehnte Jahrhundert. Im zwanzigsten Jahrhundert
wurde die Physik revolutioniert: Das betraf Plancks Quantenphysik (Plancksches Strahlungs-
gesetz), Einsteins spezielle Relativitdtstheorie (Einheit von Raum und Zeit) und Einsteins allge-
meine Relativitatstheorie (Gravitationstheorie und Kosmologie), Heisenbergs und Schrodingers
nichtrelativistische Quantenmechanik, Diracs relativistische Quantenmechanik und die Quan-
tenfeldtheorie. Das gipfelte in der Schaffung des Standardmodells der Elementarteilchen und
des Standardmodells fiir das expandierende Universum. Diese Entwicklung der Physik ging
Hand in Hand mit der Schaffung immer méachtigerer mathematischer Theorien. Im zwanzigsten
Jahrhundert vollzog der Computer seinen Siegeszug. Das fiihrte zur Schaffung des Wissenschaft-
lichen Rechnens, der Informatik und der Informationstechnologie sowie der Wirtschafts- und
Finanzmathematik. Wichtige Gebiete der angewandten Mathematik sind:

- gewodhnliche und partielle Differentialgleichungen,

TH. Wufling, 6000 Jahre Mathematik: eine kulturgeschichtliche Zeitreise. Bd. 1: Von den Anfangen bis Leibniz (1646-1716)
und Newton (1643-1727), Bd. 2: Von Euler (1707-1783) bis zur Gegenwart. Springer, Heidelberg (2009).
E. Zeidler, Gedanken zur Zukunft der Mathematik. In: H. WufSing, Bd. 2, pp. 552-586.
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— Variationsrechnung, optimale Steuerung und Optimierung,

— Integralgleichungen,

— Wahrscheinlichkeitsrechnung, stochastische Prozesse und mathematische Statistik,
— Numerische Mathematik und Wissenschaftliches Rechnen,

— Wirtschafts- und Finanzmathematik,

— Algorithmik und Komplexitétstheorie.

Alle diese Gebiete werden in diesem Taschenbuch behandelt. Dabei stellen Algorithmik und
Komplexitidtstheorie eine enge Verbindung zwischen Mathematik und Informatik her.

Im neunzehnten und zwanzigsten Jahrhundert vollzog sich gleichzeitig eine stiirmische Ent-
wicklung der reinen Mathematik. Das umfasste die Algebra, die Zahlentheorie, die algebraische
Geometrie, die Differentialgeometrie, die Theorie der Mannigfaltigkeiten und die Topologie.
Ende des zwanzigsten Jahrhunderts 16ste sich, grob gesprochen, die von Physikern geschaffene
Stringtheorie von der Idee des nulldimensionalen Elementarteilchens und ersetzte diese durch
winzige, eindimensionale schwingende Saiten, die im Englischen ,strings” heifien. Die Forschun-
gen zur Stringtheorie fithrten zu einem aufSerordentlich fruchtbaren Fluss neuer Ideen von der
Physik in die Mathematik und zurtick.

In der zweiten Hilfte des neunzehnten Jahrhunderts und im zwanzigsten Jahrhundert began-
nen die Mathematiker, sich intensiv mit den Grundlagen der Mathematik zu beschiftigen. Diese
Grundlagen umfassen

— mathematische Logik und
— Mengentheorie.

Die mathematische Logik untersucht die Méglichkeiten, aber auch die Grenzen mathematischer
Beweise. Wegen ihrer stark formalisierten Auspragung eignet sie sich sehr gut zur Beschreibung
der in Computern ablaufenden Prozesse, die frei von jeder Subjektivitdt sind. Deshalb bildet
die mathematische Logik das Fundament der theoretischen Informatik. Die Mengentheorie
stellt in erster Linie eine leistungsfahige Sprache zur Formulierung der modernen Mathematik
dar. Wir stellen in diesem Taschenbuch nicht die formalen Aspekte der Mengentheorie in den
Vordergrund, sondern bemiihen uns um ein lebensvolles und inhaltsreiches Bild der Mathematik.
In dieser Form hat die Mathematik iiber die Jahrhunderte hinweg immer wieder Menschen
fasziniert und begeistert.

In der heutigen Mathematik beobachtet man einerseits eine starke Spezialisierung. Anderer-
seits stellen die Hochtechnologie, die Elementarteilchenphysik und die Kosmologie Fragen von
groBler Komplexitit an die Mathematik. Diese Fragen konnen nur durch die Zusammenfiihrung
unterschiedlicher Gebiete in Angriff genommen werden. Das fiihrt zu einer Vereinheitlichung
der Mathematik und zu einer Beseitigung der kiinstlichen Trennung zwischen reiner und ange-
wandter Mathematik. Hierbei ist die Riickbesinnung auf das Lebenswerk von Gaufs (1777-1855)
sehr aufschlussreich. Gauf8 hat nie zwischen reiner und angewandter Mathematik unterschieden.
Er hat sowohl Meisterleistungen auf dem Gebiet der reinen Mathematik als auch auf dem Gebiet
der angewandten Mathematik vollbracht, die bis zum heutigen Tag die Mathematik beeinflussen.

Die Geschichte der Mathematik ist voll des Auftretens neuer Ideen und Methoden. Es besteht
berechtigter Grund zu der Annahme, dass sich diese Entwicklungstendenz auch in Zukunft
fortsetzen wird.



KAPITEL 0

WICHTIGE FORMELN, GRAPHISCHE DARSTELLUNGEN UND
TABELLEN

Alles sollte so einfach wie moglich gemacht werden, aber nicht einfacher.
Albert Einstein (1879-1955)

0.1 Grundformeln der Elementarmathematik

0.1.1 Mathematische Konstanten

Tabelle 0.1

Symbol | Naherungswert | Bezeichnung

T 3,14159265 Ludolfsche Zahl pi

e 2,71828183 Eulersche! Zahl e

C 0,57721567 Eulersche Konstante

In10 2,30258509 nattirlicher Logarithmus der Zahl 10

Fakultat: Haufig benutzt man das Symbol

nl:=1-2-3-...-n,

das man als n-Fakultit bezeichnet. Ferner definieren wir 0! := 1.
» BerspieL 1: 1!=1,2!=1-2,3'=1-2-3=6,4!=24,5! =120 und 6! = 720.

In der statistischen Physik bendtigt man 1! fiir Zahlen 7, die in der Gré8enordnung von 1023
liegen. Fiir derartig grofie Zahlen n kann man die Stirlingsche Formel

nl = (g)" 27n ©.1)

als gute Naherung verwenden (vgl. 0.5.3.2).

Leonhard Euler (1707-1783) war der produktivste Mathematiker aller Zeiten. Seine gesammelten Werke umfassen 72
Biande und zusitzlich fast 5000 Briefe. Mit seinem monumentalen Lebenswerk auf allen Gebieten der Mathematik hat er
die Mathematik der Neuzeit wesentlich gepragt.

Am Ende dieses Handbuches findet man eine Tafel zur Geschichte der Mathematik, die es dem Leser erleichtern soll,
die Lebensdaten bedeutender Mathematiker in den historischen Zusammenhang einzuordnen.

E. Zeidler (Hrsg.), Springer-Handbuch der Mathematik I,
DOI 10.1007/978-3-658-00285-5_1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2013
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Unendliche Reihen fiir v und e: Der exakte Wert von 7 ergibt sich aus der Leibnizschen
Reihe

11 1
=l-gtg—5+-- (0.2)

Wegen des standigen Vorzeichenwechsels dieser Reihe ist der Fehler stets durch das erste
vernachlassigte Glied gegeben. Somit approximiert die rechte Seite in (0.2) die Zahl 7 bis auf einen
Fehler, der kleiner als 1/9 ist. Diese Reihe wird jedoch wegen ihrer langsamen Konvergenz nicht
zur Berechnung von 71 auf Computern benutzt. Zur Zeit sind tiber 2 Milliarden Dezimalstellen
von 71 mit wesentlich leistungsfahigeren Methoden bestimmt worden (vgl. die ausfiihrliche
Diskussion der Zahl 77 in 2.7.7). Den Wert der Zahl e erhilt man aus der unendlichen Reihe

P B

Fiir grofse Zahlen n gilt ndherungsweise

1 n
e:O+£). 0.3)

Genauer strebt die rechte Seite von (0.3) fiir immer grofier werdende natiirliche Zahlen n
gegen die Zahl e. Dafiir schreibt man auch

1 n
e = lim (1+7) .
n—oo n

n

In Worten: Die Zahl e ist der Grenzwert (Limes) der Folge der Zahlen (1 + %) , falls n gegen
unendlich strebt. Mit Hilfe der Zahl e erhilt man die wichtigste Funktion der Mathematik:

y=e". 0.4)

Das ist die Eulersche e-Funktion (vgl. 0.2.5). Die Umkehrung von (0.4) ergibt den nattirlichen
Logarithmus

x=1Iny

(vgl. 0.2.6). Speziell fiir Zehnerpotenzen erhilt man

In10* = x-In10 = x - 2,302585.

Dabei kann x eine beliebige reelle Zahl sein.

Kettenbruchentwicklung von 7z und e:  Zur Untersuchung der Feinstruktur von Zahlen be-
nutzt man nicht Dezimalbruchentwicklungen, sondern Kettenbruchentwicklungen (vgl. 2.7.5).
Die Kettenbruchentwicklungen von 7t und e sind in Tabelle 2.7 dargestellt.
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Die Eulersche Konstante C: Der prazise Wert von C ergibt sich aus der Formel

C = lim 1+1+1+...+1—ln(n+1) :—/eftlntdt.
n—00 2 3 n ;

Fiir grofSe nattirliche Zahlen n gilt deshalb die Naherungsformel

1 1 1
T+ 5+ 5+ 4+ =In(+1)+C.

Die Eulersche Konstante C tritt bei erstaunlich vielen Formeln der Mathematik auf (vgl. 0.5).

0.1.2 Winkelmessung

GradmaB: In Abbildung 0.1 sind einige haufig gebrauchte Winkel in Grad dargestellt. Einen
Winkel von 90° bezeichnet man auch als rechten Winkel. Im alten Sumer zwischen Euphrat und
Tigris benutzte man vor 4000 Jahren ein Zahlensystem zur Basis 60 (Sexagesimalsystem). Darauf
ist es zurtickzufiihren, dass zum Beispiel die Zahlen 12, 24, 60 und 360 bei unserer Zeit- und
Winkelmessung in herausgehobener Weise auftreten. Neben dem Grad benutzt man zum Beispiel
in der Astronomie zusatzlich die folgenden kleineren Einheiten:

1 @B inute) = —,
(Bogenminute) 0

o

" —
17 (Bogensekunde) = 3600 -

: : 180°
N Ao Ae N

270° ‘

—90° —45°
4/ k‘ N Abb. 0.1

» BEersrieL 1 (Astronomie): Die Sonnenscheibe besitzt am Himmel einen Durchmesser von etwa
30’ (ein halbes Grad).

Infolge der Bewegung der Erde um die Sonne verdndern die Fixsterne ihre Position am
Himmel. Die halbe maximale Verdnderung innerhalb eines Jahres heifdt Parallaxe. Diese ist gleich
dem Winkel &, unter dem der maximale Abstand zwischen Erde und Sonne von dem Fixstern
aus gesehen erscheint (vgl. Abb. 0.2 und Tabelle 0.2).

Einer Parallaxe von einer Bogensekunde entsprechen dabei 3,26 Lichtjahre (3,1 -10'% km).
Diese Entfernung bezeichnet man auch als ein Parsec.
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Tabelle 0.2

Fixstern Parallaxe | Entfernung Erde
Proxima Centauri | 0,765" 4,2 Lichtjahre

(néchster Fixstern) o & o Sonne
Sirius 0371” | 88 Lichtjahre Fixstern

(hellster Fixstern) Abb. 0.2

BogenmaB: Zu einem Winkel a° gehort das Bogenmafs

Dabei ist a gleich der Lange des Bogens auf dem Einheitskreis, der dem Winkel a° entspricht
(Abb. 0.3). In Tabelle 0.3 findet man einige hédufig verwendete Werte.

Konvention: Falls wir nicht ausdriicklich darauf hinweisen, werden in diesem Taschenbuch
alle Winkel in Bogenmafs gemessen.

Tabelle 0.3

4
GradmaR | 1° |45° [60°|90° | 120° | 135° | 180° | 270° | 360° ‘A
Bogenmag | 7| T | X | 2% [ 37| 3] ,, !
OBeNMAt 17801 2 |3 | 2| 3 | 4 2
! T — //: T —
U= fogos = 0000291, 17 = s = 0,000005

Abb. 0.3

Winkelsumme im Dreieck: In einem Dreieck betragt die Winkelsumme stets 7, also,

at+tp+y=m

(vgl. Abb. 0.4).

Winkelsumme im Viereck: Da man ein Viereck in zwei Dreiecke zerlegen kann, ist die Win-
kelsumme im Viereck gleich 27, d. h.,

x+B+y+d6=2m

(vgl. Abb 0.5).

Abb. 0.4
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Winkelsumme im n-Eck: Allgemein gilt

Summe der Innenwinkel im n-Eck = (n —2)7t.

» BEerspiiL 2: Fiir ein Fiinfeck (bzw. ein Sechseck) ist die Winkelsumme gleich 377 (bzw. 47)
(Abb. 0.6).

(a) Fiinfeck (b) Sechseck Abb. 0.6

0.1.3 Flacheninhalt und Umfang ebener Figuren

In Tabelle 0.4 werden die wichtigsten ebenen Figuren zusammengefasst. Die Berechnung der
auftretenden trigonometrischen Funktionen sin w und cos « wird ausfiihrlich in 0.2.8 erlautert.

Tabelle 0.4
Figur Flacheninhalt F Umfang U
Quadrat F =42 U =4a
a (a Seitenldnge)
a
Rechteck F=ab U=2a+2b
b (a, b Seitenlangen)
a
Parallelogramm |F =ah = ab sin'y| U=2a+2b
b " : h (a Lange der Grundlinie,
g b Lange der Seitenlinie,
a4 h Hohe)
Rhombus F =a%siny U=4a
(gleichseitiges a
Parallelogramm) U
a
Trapez 1 U=a+b+c+d
(Viereck mit zwei b F= En(a +0)h
parallelen Seiten) c d (a,b Lange der parallelen
Seiten, h Hohe)
a
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Tabelle 0.4 (Fortsetzung)

Dreieck

1 1.
F= Eah = Eabsm’y

(a Lange der Grundlinie,
b, c Langen der tibrigen
Seiten, h Hohe, s := U/2)

Heronische Flichenformel:

|F = \/s(s—a)(s—b)(s—c)|

U=a+b+c

rechtwinkliges
Dreieck

F:%ab

Zusammenhang zwischen Seiten
und Winkeln:

a =csing,

b =ccosua,

a=btanx

(c Hypotenuse?,
a Gegenkathete,
b Ankathete)

Satz des Pythagoras®:

Hohensatz des Euklid:

(h Hohe tiber der Hypotenuse,
p,q Hohenabschnitte)

U=a+b+c

gleichseitiges
Dreieck

_ V3.

F
4

Kreis

(r Radius)

Kreissektor

uU=>~L+2r,
L =uar

2In einem rechtwinkligen Dreieck bezeichnet man diejenige Seite als Hypotenuse, die dem rechten Winkel gegeniiberliegt.
Die beiden anderen Seiten heilen Katheten.

3Pythagoras von Samos (um 500 v. Chr.) gilt als Griinder der beriihmten Schule der Pythagoreer im antiken Griechenland.
Der Satz des Pythagoras war jedoch bereits tausend Jahre zuvor den Babyloniern zur Zeit des Kénigs Hammurapi
bekannt (1728-1686 v. Chr.).
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Tabelle 0.4 (Fortsetzung)

Kreisring F=n(r? -0 U=2n(r+o0)
(r &uSerer Radius,
o0 innerer Radius)
Parabelsektor*
F= -xy
(x,y)
1
Hyperbelsektor r—1 (xy — ab - arcosh x )
2 a
< X,Y) | (b=atana)
a
Ellipsensektor Fo lab . arcosh
2 a
Ellipse (B Brennpunkt) F = rtab U = 4aE(e)
(a,b Langen der Halbachsen, (vgl. (0.5))
b<a,
¢ numerische Exzentrizitit)

Die Bedeutung elliptischer Integrale fiir die Berechnung des Umfangs einer Ellipse: Die
numerische Exzentrizitét ¢ einer Ellipse wird durch

b2

e=1/1-—=
22

definiert. Die geometrische Bedeutung von ¢ besteht darin, dass der Brennpunkt der Ellipse vom
Zentrum den Abstand ea besitzt. Fiir einen Kreis gilt ¢ = 0. Je grofer die numerische Exzentrizitat

¢ ist, um so flacher wird die Ellipse.

Bereits im 18. Jahrhundert bemerkte man, dass sich der Umfang einer Ellipse nicht elementar
berechnen l4sst. Dieser Umfang ist durch U = 4aE(¢) gegeben, wobei wir mit

/2
E(e) := /y/l—gzsin%vdqv
0

(0.5)

“Parabel, Hyperbel und Ellipse werden in 0.1.7 betrachtet. Die Funktion arcosh wird in 0.2.12 eingefiihrt.
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das vollstindige elliptische Integral zweiter Gattung von Legendre bezeichnen. Fiir eine Ellipse ist
stets 0 < & < 1. Zu allen diesen Werten gehort die konvergente Reihenentwicklung

2 3\2 ¢ 3.5\2¢6
b1 (1) e (L3 _(1asye
2 2-4 3 2-4-6 5

Die allgemeine Theorie der elliptischen Integrale wurde im 19. Jahrhundert geschaffen (vgl.
1.14.19).

RegelméBige Vielecke: Ein Vieleck heifit genau dann regelmafig, wenn alle seine Seiten und
Winkel gleich sind (Abb. 0.7).

A \&/
¢ V
T
r o W)
a a a
n=3 n=4 n=>5 n==6 Abb. 0.7

Den Abstand des Zentrums von einem Eckpunkt bezeichnen wir mit r. Dann wird die
Geometrie eines regelméafligen n-Ecks durch folgende Aussagen beschrieben:

2
Zentriwinkel ¢ = 771 ,

Innenwinkel «=m—¢,
Seitenldnge a = 2r sin g ,

Umfang U =na,

Flache F = %nrz sing.

Satz von GauB: Ein n-Eck mit n < 20 kann man genau dann mit Hilfe von Zirkel und Lineal
konstruieren, wenn

n=3,4,5,6,8,10,12, 15, 16, 17, 20.

Eine derartige Konstruktion ist somit fir n =7, 9, 11, 13, 14, 18, 19 unmdglich. Dieses
Ergebnis ist eine Konsequenz der Galoistheorie und wird in 2.6.6 genauer betrachtet.
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0.1.4 Volumen und Oberflachen von Kérpern

In Tabelle 0.5 werden die wichtigsten dreidimensionalen Figuren zusammengestellt.

Tabelle 0.5
Figur Volumen V Oberflache O
Mantelfliche M
Wiirfel _ V=a O = 6a>
(a Seitenldnge)
a
Quader V =abc O = 2(ab+ bc +
(a,b, c Seitenldnge) ca)
a
Kuge T
~ 3
é (r Radius)
Prisma |
I (G Grundflache, h Hohe)
1
|
|
|
Zylinder V = nr?h O =M +2mr?,
(r Radius, h Hohe) M =27trh
Hohlzylinder V = mth(r? — %)

(r du8erer Radius,
o0 innerer Radius,
h Hohe)
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Tabelle 0.5 (Fortsetzung)

Pyramide
Y v=1lan
3
h (G Grundflache,
h Hohe)
G
Kreiskegel V= %m,Z h O =M+ nr?,
(r Radius, h Hohe, M= s
5 h s Lange der Seitenlinie)
Pyramidenstumpf q V= g(G +/Gg+9)
i h (G Grundflache,
g Deckflache)
G
Kegelstumpf 0 V= %h(rz +ro+0%) oO=M
£ 2, 2
s —= (r, 0 Radien, 1 Hohe, +7(r"+0%),
h s Lange der Seitenlinie) M =ms(r + o)
Obelisk 1
T~ V:E(ab+(a+c)(b+d)
/ I\ +Cd)
~ (a,b,c,d Langen
der Seiten)
a
Keil V= Ebh(Za +0)
(die Seiten sind 6 ]
gleichschenklige h (a,b Grundseiten,
Dreiecke) ¢ obere Kantenlinie,
a b | h Hohe)
Kugelabschnitt V= g W2(3r — ) O =2mtrh
(begrenzt durch ‘ Ih (Kugelkappe)

einen Breitenkreis)

(r Radius der Kugel,
h Hohe)
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Tabelle 0.5 (Fortsetzung)

Kugelschicht V= h (3R? + 30> + ?) O = 2mrh
(begrenzt durch 0 6 (Kugelzone)
zwei Breitenkreise) R (r Radius der Kugel,
hip Hohe, R und ¢ Radien der
Q v Breitenkreise)
Torus V =2mr?o O = 4r’rg
(r Radius des Torus,
o0 Radius des Querschnitts)
@e
Tonnenkorper V =0,0873h(2D + 2r)?
(mit kreisformigem ‘ (D Durchmesser, i Hohe, r
Querschnitt) oberer Radius;
Néaherungsformel)
h
Ellipsoid V— 4 abe siehe die Formel
-3 von Legendre (L)

Cn

(a,b,c Lange der Achsen,
c<b<a)

fir O

Die Bedeutung elliptischer Integrale fiir die Berechnung der Oberflache eines Ellipsoids:
Die Oberfldche O eines Ellipsoids kann nicht elementar berechnet werden. Man benétigt dazu
elliptische Integrale. Es gilt die Formel von Legendre

2mh
— 92 2 2_ 2
O =2mc” + N (c F(k, @)+ (a® —c )E(k,go))
mit
aVb?—c? . Va2 —c?
k @ = arcsin

RN =L

)
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Die Formeln fiir die elliptischen Integrale E(k, ¢) und F(k, ¢) lauten
sin ¢

/ 1—k2sm / Vl_le_kZ

sin ¢ B 22
E(k, ¢) = / 1—k2sin®pdyp = / “1 k

dy

K_F(k,g)—o/m /mm

/2

— 242
E=E(k, g): /\/1—kzsm pdy = / udx
0

0.1.5 Volumen und Oberflache der regulédren Polyeder

Polyeder: Unter einem Polyeder versteht man einen Korper, der von Ebenenteilen begrenzt
wird.

Die regelmifiigen Polyeder (auch Platonische Korper genannt) besitzen als Seitenfldchen
kongruente, regelmaflige Vielecke der Kantenldnge a, wobei in jedem Eckpunkt die gleiche
Anzahl von Seitenfldchen zusammenstof3t. Es gibt genau 5 reguldre Polyeder, die in Tabelle 0.6
aufgefiihrt werden.

Tabelle 0.6
Regulére Polyeder Seitenfldchen Volumen Oberflache
Tetraeder 4 gleichseitige Dreiecke Q B V/3a2
12
a
Wiirfel 6 Quadrate a3 6a?
|
|
L4 -
a
Oktaeder 8 gleichseitige Dreiecke V2 23 2V/3-a?
3
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Tabelle 0.6 (Fortsetzung)
Dodekaeder 12 gleichseitige Fiinfecke 7,663 - a° 20,646 - a2

L~
N

Ikosaeder® 20 gleichseitige Dreiecke 2,182 -4 8,660 - a2

Eulersche Polyederformel: Fiir die reguldren Polyeder gilt:®

Anzahl der Eckpunkte E — Anzahl der Kanten K + Anzahl der Flachen F = 2.

Tabelle 0.7 bestatigt diese Formel.

Tabelle 0.7

Reguléres Polyeder E K F E—K+F
Tetraeder 4 4 2
Wiirfel 8 12 6 2
Oktaeder 6 12 8 2
Dodekaeder 20 30 12 2
Ikosaeder 12 30 20 2

0.1.6 Volumen und Oberflache der n-dimensionalen Kugel

Die folgenden Formeln benétigt man in der statistischen Physik. Dabei liegt 7 in der Grofienord-
nung von 10%3. Fiir solch grofle Werte von 1 benutzt man die Stirlingsche Naherungsformel fiir
n! (vgl. (0.1)).

Charakterisierung der Vollkugel durch eine Ungleichung: Die n-dimensionale Kugel K, ()
vom Radius 7 (mit dem Mittelpunkt im Ursprung) besteht definitionsgemaf} aus genau allen

5Uber die Symmetrien des Ikosaeders (Ikosaedergruppe) und ihre Beziehungen zu den Gleichungen 5. Grades hat Felix
Klein ein beriihmtes Buch geschrieben (vgl. [Klein 1884/1993])

Diese Formel ist der Spezialfall eines allgemeinen topologischen Sachverhalts. Da die Rinder aller reguldren Polyeder zur
Kugeloberfliche homdomorph sind, ist ihr Geschlecht gleich null und ihre Eulersche Charakteristik gleich 2. Das wird
ausfiihrlicher in 18.1 und 18.2 dargestellt.
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Punkten (x1,...,x,), die der Ungleichung

x%+...+xﬁ§r2

gentiigen. Dabei sind x1, ..., x, reelle Zahlen mit n > 2. Der Rand dieser Kugel wird von allen
Punkten (x1,...,x,) gebildet, die die Gleichung

x%Jr...er,Zl:rZ

erfiillen. Fiir das Volumen V;, und die Oberfliche O, von K (r) gelten die Formeln von Jacobi:

n/2,n
Vn - 7'[”77’,
r(s+1)
27.[71/21,1171
o,=°"_"_
T

Die Gammafunktion I' wird in 1.14.16. betrachtet. Sie gentigt der Rekursionsformel

I'(x+1)=xI(x) firallex >0

1
mit (1) =1und I (7) = /7. Daraus erhélt man fir m =1, 2, ... die folgenden Formeln:

2
v n,mr2m v B z(zn)mr2m+1
TR 2l T 1305 (2m+1)
und
2 er—l 22m+1 mlm r2m
Om="2l | Oppyg =2
2m (m — 1)| 2m+1 (21’1’1)'

» BErspiEL: Im Spezialfall # = 3 und m = 1 ergeben sich die bekannten Formeln

4
V3 = gnr3 , O3 = 4mr?

fiir das Volumen V3 und die Oberfliche O3 der dreidimensionalen Kugel vom Radius r.

0.1.7 Grundformeln der analytischen Geometrie in der Ebene

Die analytische Geometrie beschreibt geometrische Gebilde wie Geraden, Ebenen und Kegel-
schnitte durch Gleichungen fiir die Koordinaten und untersucht die geometrischen Eigenschaften
durch Umformungen dieser Gleichungen. Diese Arithmetisierung und Algebraisierung der
Geometrie geht auf den Philosophen, Naturwissenschaftler und Mathematiker René Descartes
(1596-1650) zuriick, nach dem die kartesischen Koordinaten benannt sind.

0.1.7.1 Geraden

Alle folgenden Formeln beziehen sich auf ein ebenes kartesisches Koordinatensystem, bei dem
die y-Achse senkrecht auf der x-Achse steht. Die Koordinaten eines Punktes (x1,11) ergeben
sich wie in Abb. 0.8a. Die x-Koordinate eines Punktes links von der y-Achse ist negativ, und die
y-Koordinate eines Punktes unterhalb der x-Achse ist ebenfalls negativ.

» BErsrieL 1: Die Punkte (2,2), (2,—2), (=2, —2) und (—2,2) findet man in Abb. 0.8b.
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(-2,2) (2,2)
- —-21——— -0
1 1
| 114 |
| |
-2 -1 1 2 X
| -1+ |
| |
- — - 24— — — -
(—2,-2) (2,-2)
(a) (b) Abb. 0.8

Der Abstand d der beiden Punkte (x1,y1) und (x2,12):

d= \/(xz —x1)?+ (y2 — 11)?

(Abb. 0.9). Diese Formel entspricht dem Satz des Pythagoras.

y y

X1 X X 1 2 X Abb. 0.9

» BerspieL 2: Der Abstand der beiden Punkte (1,1) und (2,2) betrégt

d=\/2-12+@2-12=V2.

Die Gleichung einer Geraden:

y=mx+Db. (0.6)

Dabei ist b der Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse, und m bezeichnet den Anstieg der
Geraden (Abb. 0.10). Fiir den Anstiegswinkel « erhdlt man

tana =m.
y y
/I%AZ |fhb Of
w 1 x -1 N Tx

(@)m >0 (bym <0 Abb. 0.10



