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Prólogo

En este texto se aborda el estudio de la teoría básica de grafos. Por tal razón, en la primera parte
del mismo, se dan a conocer definiciones y nociones básicas de grafos tales como grafo no dirigido
y digrafo. Además, se definen formalmente los diferentes tipos de grafos, grado o valencia de un
vértice y algunos resultados relevantes relacionados con estos temas; posteriormente, se presentan
algunas de las familias más conocidas de grafos y operaciones entre estos grafos.

En el segundo capítulo se desarrolla el tema de representación matricial de grafos, se clasifican
los distintos tipos de paseos y se introduce la idea de conexidad. En el capítulo tres se presentan
algunas definiciones y resultados que giran alrededor de los grafos eulerianos y hamiltonianos. Se
continua con un capítulo sobre emparejamiento y cubrimiento en un grafo.

El texto en su parte final se centra en un tipo especial de grafo denominado árbol, mostrando
algunos resultados relacionados con este tipo de grafos. Por otro lado, se define lo que es un grafo
ponderado, lo cual permite analizar el problema del camino más corto entre dos puntos de un grafo
ponderado; y finalmente se desarrolla el tema de coloración de grafos. Adicional a lo anteriormente
mencionado, el libro cuenta con un capítulo anexo en el que se recopilan algunos resultados que,
aunque no son el objetivo principal del libro, fueron implementados para la demostración de algunas
proposiciones que en este se presentan.

Cabe resaltar que cada capítulo cuenta con ejemplos y una sección de ejercicios propuestos que le
permitirán al lector beneficiarse aún más de la presente publicación. Conviene advertirle al lector
que para la teoría de grafos no existe una notación unificada, por lo que a la hora de realizar
un estudio comparativo con diversos textos usted debe establecer con claridad qué definiciones y
conceptos utiliza cada uno de los textos involucrados o podría terminar entrando en algún tipo de
confusión.
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Capı́tulo 1
Algunos problemas modelados con grafos

La teoría de grafos o teoría de gráficas es considerada una de las ramas más importantes de las
matemáticas modernas, en vista de su relativa novedad. Esta teoría surge en Europa gracias al
trabajo de Leonhard Euler1 sobre el problema de los puentes de Königsberg, realizado alrededor
de la primera mitad del siglo XVIII y considerado posiblemente el primer resultado de la teoría de
grafos.

La teoría de grafos tiene muchas aplicaciones modernas, ya que es posible utilizar grafos para
resolver problemas en diversas áreas, tanto así que muchos afirman que casi cualquier problema o
situación puede ser representada mediante un grafo. En el capítulo uno se define formalmente lo
que es un grafo. Sin embargo, con el fin de introducir el problema de los puentes de Königsberg
realizaremos la definición de una manera casi que intuitiva. Un grafo es un conjunto, no vacío,
de objetos llamados nodos o vértices que suelen representarse mediante marcas circulares y una
selección de pares no necesariamente ordenados de vértices, llamados aristas (edges en inglés) que
se representan mediante líneas o flechas (en el caso de que sean pares ordenados) que relacionan o
conectan los vértices.

Los siete puentes de Königsberg. El problema de los puentes de Königsberg se contextualizó
justamente en la ciudad prusiana de Königsberg que actualmente es conocida como Kaliningrado,
esta ciudad es atravesada por el río que en la época de Euler era llamado el río Pregel y que hoy se le
denomina río Pregolya. Llegado a un punto, el río genera una especie de isla y define tres zonas más
de la ciudad como bien puede observar en la Figura 1.1. Por tal razón, la ciudad contaba con siete
puentes, en la actualidad tan solo se conservan cinco puentes, ya que dos de los puentes originales no
sobrevivieron al bombardeo de Königsberg en la Segunda Guerra Mundial. Además, cabe resaltar

1Leonhard Euler (1707-1783). Matemático suizo que desde temprana edad mostró sus habilidades en diferentes
campos de las matemáticas. Euler fue un prolífico escritor de matemáticas, realizó investigación teórica en análisis
infinitesimal, cálculo, geometría, teoría de números, entre otros. Además, estudió ciertas funciones y ecuaciones
diferenciales que hoy día llevan su nombre. Las diferentes publicaciones que realizó sobre matemáticas y su libro
Mecánica, donde presenta la mecánica newtoniana en forma de análisis matemático, lo dieron a conocer como uno
de los mejores matemáticos de su tiempo.
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que otros dos puentes fueron demolidos y reemplazados por una autopista, en la siguiente imagen
aparecen en círculos naranja, y los otros tres puentes se mantienen, aunque solo dos de ellos son de
la época de Euler ya que uno de estos puentes fue reconstruido en 1935. Estos unían las diferentes
áreas de la ciudad que fragmentaba el río.

Los habitantes de Königsberg se preguntaban si sería posible hacer un paseo por la ciudad empe-
zando en un punto de esta y volver al punto de partida recorriendo cada uno de los puentes una
única vez. Este problema alcanzó fama en su tiempo y, como ya se mencionó, finalmente fue resuelto
por Euler, pero en sentido negativo.

(a) Los puentes de Königsberg en la época de L. Euler (b) Vista actual de los puentes en Google Maps

Figura 1.1: Los puentes de Königsberg

Para dar solución al problema, Euler usó el grafo obtenido al considerar la cuatro zonas o regiones
en las que el río dividía la ciudad mediante vértices (círculos) y los siete puentes mediante aristas
(líneas) como se muestra a continuación.

Figura 1.2: Representación del problema mediante un grafo

Así que el problema se reducía a determinar la existencia o no de un camino (sucesión de aristas)
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