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1 Warum dieses Buch?

Es gibt doch schon ein umfangreiches Reper-
toire an Biichern fiir die Lehrerausbildung, an
Literatur fiir die Unterrichtspraxis, qualitits-
volle Internet-Plattformen und gute, lehrplan-
konforme Schulbuchwerke. Warum dann ein
weiteres Buch zum Mathematikunterricht an
Grundschulen?

Die Adressaten dieses Buches sind
(angehende) Lehrpersonen, die sich in kom-
pakter Form iiber Zielsetzungen, Inhalte und
Leitideen des Mathematikunterrichts in der
Grundschule informieren mochten. Durch ei-
ne exemplarische Darstellung zentraler The-
men soll es zum Nachdenken iiber guten Ma-
thematikunterricht anregen.

Aber: Was ist eigentlich guter Mathema-
tikunterricht? Wir haben Grundschiilerinnen
und Grundschiiler gebeten, ihren Mathematik-
unterricht zu beschreiben. Die Aussagen der
Kinder, die in den Sprechblasen auf dieser Sei-
te zu lesen sind, spiegeln unterschiedliche Wirk-
lichkeiten wider.

Rico und Leonie erfahren offensichtlich ei-
nen Unterricht, in dem das Erlernen des Rech-

Rico
Mathe ist halt dasselbe wie Rechnen. In
Mathe ist es immer leise, wenn wir im
Schulbuch rechnen. Unsere Lehrerin
sagtimmer: ,Wir haben Mathe und
nicht Sprache.”

nens im Mittelpunkt steht. Die Lernenden
bearbeiten Aufgabe fiir Aufgabe, ohne viel nach-
denken oder mit anderen gemeinsam etwas he-
rausfinden zu miissen. Anders ist es bei Maurice
und bei Tara: Hier geht es darum, dass Mathe-
matik auch ausprobieren, nachdenken, kno-
beln, mit anderen zusammenarbeiten, beschrei-
ben und erkldren ist. Und hier wird deutlich:
Mathe ist viel mehr als nur Rechnen! Und das
ist die zentrale Botschaft zeitgemifien Mathe-
matikunterrichts, die wir Thnen in diesem Buch
anhand vieler Beispiele nahebringen mochten.

Kinder sollen liber die gesamte Schulzeit hin-
weg nicht nur die Inhalte kennenlernen, die im
spateren Leben potenziell bedeutsam sind. Zu-
dem sollten sich auch lernen, wie man entdeckt,
beschreibt und begriindet. Hier sprechen die
Lehrplidne von prozessbezogenen oder allgemei-
nen mathematischen Kompetenzen.

In diesem Buch beschreiben wir zunachst,
was genau unter inhalts- und prozessbezogenen
Kompetenzen verstanden wird. Anschliefend
illustrieren wir das alles durch die ausfiihrli-
che Darstellung von zehn Unterrichtsbeispie-

Maurice
Die Lehrerin erklart am An-
fang ein bisschen. Ziel ist: Triff
die 1.000. Und dann geht die Denke-

rei los. Es gibt Material: Ziffernkartchen
und ein Probierblatt. Zuerst waren mei-
ne Ergebnisse zu groR. Ich habe probiert
und probiert, bis ich 1.000 erreicht ha-

be. Das war ein tolles Gefiihl. Pl6tzlich
hatte ich noch weitere Ideen.

Leonie
Im Matheunter-

Tara
Bei den Mal-Plus-Hausern ha-
ben wir erst allein gearbeitet, es uns
dann gegenseitig gezeigt und auf Kart-
chen geschrieben. Und plétzlich haben wir
gemerkt, dass uns noch was gefehlt hat. Am
Ende finde ich schon, wenn wir es zusam-
men geschafft haben. Wenn wir nicht
mehr weiterwussten, gab es im-
mer Tipps.

richt rechnen wirimmer
Arbeitsblatter. Jedes Kind hat so
einen Plan, was es arbeiten muss. Und
wenn dann Mathe ist, nehmen wir uns
unsere Blatter, die wir noch machen miis-
sen, und rechnen die aus. Und dann hef-
ten wir die ab in die Mathe-Mappe. Das
ist so wie ins Biiro gehen.
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len. Diese widmen sich bestimmten Aufgaben-

schwerpunkten, sprechen aber dariiber hinaus

jeweils auch eine iibergeordnete Leitidee an wie

die Einbeziehung von Eigenproduktionen das

beziehungsreiche Uben an. Die zehn Unterkapi-

tel folgen allesamt einem einheitlichen Aufbau:

= Anhand eines Beispiels aus dem Unterricht
wird in das Thema eingefiihrt.

= Auf drei Seiten wird das zentrale fachdidakti-
sche und fachliche themenbezogene Hinter-
grundwissen anschaulich beschrieben.

= Themenbezogene Denkweisen, Fehlermuster
oder Vorstellungen von Lernenden werden
dargestellt, um dadurch eine bessere Vorbe-
reitung auf den Unterricht zu ermdglichen.

= Auf flinf Seiten wird ein dann dokumentier-
tes Unterrichtsbeispiel beschrieben, das ei-
nen Aspekt der vorangehenden Hintergrund-
iiberlegungen behandelt.

= Eine Leitidee guten Mathematikunterrichts
wird abschlieRend am ausgewihlten inhalts-
bezogenen Thema konkretisiert.

Bevor es losgeht: Warum verwenden wir kei-
ne Beispiele aus Schulbiichern, obwohl diese
doch in der Regel und zu Recht das Leitmedi-
um des Unterrichts darstellen? Wir mdéchten
kein Schulbuch hervorheben. Aber wir moch-
ten die Leserinnen und Leser dabei unterstiit-
zen, zunehmend souveridn mit ihrem Schulbuch-
werk umzugehen.

In dieses Buch sind in Form von sogenann-
ten Kurz-URLS (z. B.: pikas.dzlm.de/089) diverse
Verweise auf Websites aufgenommen worden,
auf denen Sie weiterfiihrende Hinwiese, Unter-
richtsanregungen, Videos, Elternbriefe und vie-
les andere mehr finden kénnen. Diese Websites
entstammen fiinf Projekten, in denen die Auto-
rin und der Autor aktiv sind. Im Einzelnen sind
es die rechts kurz beschriebenen Projekte.

pikas.dzlm.de:

PIKAS - Fortbildungs-, Unter-
richts- und Informationsmateri-
alien fiir den Mathematikunter-
richtin der Grundschule

mahiko.dzlm.de

Mathehilfe kompakt - Erklarvi-
deos fiir Mathelfende, Lernvideos
fiir Kinder und Ubungsmaterial
als Unterstiitzungsangebot

Mahiko ﬁ

ﬁ’hw hﬂl

primakom.dzlm.de:

Primakom - Zentrale Hinter-
grundinformationen und Unter-
richtsanregungen fiir Mathematik
fachfremd Unterrichtende

kira.dzlm.de:

Kinder rechnen anders (Kira) -
Hintergrundinformationen und
Videos bzw. Schiilerlésungen zur
Illustration der Denkweisen von
Lernenden

KIRA‘:"-;:‘I'_ -
o= s
T eT

pikas-mi.dzlm.de:

Mathe inklusiv mit PIKAS - Hin-
tergrundinformationen, Konzep-
tionen und Unterrichtsanregun-
gen fiir inklusiven Mathematik-
unterricht

mathe-sicher-koennen.dzlm.de:

Mathe sicher kdnnen - aufeinan-
der abgestimmtes Diagnose- und
Fordermaterial fiir ,,mathematik-
schwache“ Lernende ab Klasse 3
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2 Mathe - mehr als Rechnen

Zeitgemdller Mathematikunterricht verfolgt
vielféltige Zielsetzungen. In der Auseinander-
setzung mit mathematikhaltigen Aufgaben sol-
len die Lernenden Kompetenzen erwerben, die
sie sowohl fiir das Weiterlernen in der Schule als
auch fiir die Bewiltigung lebensweltlicher Situ-
ationen benoétigen.

So weit, so gut. Doch was sind eigentlich
Kompetenzen? Weinert (2001, S. 27f.) versteht
darunter ,die bei Individuen verfiigharen oder
durch sie erlernbaren kognitiven Fahigkeiten
und Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu
16sen, sowie die damit verbundenen motivati-
onalen, volitionalen und sozialen Bereitschaf-
ten und Fahigkeiten, um die Problemlosungen
in variablen Situationen erfolgreich und verant-
wortungsvoll nutzen zu kénnen”.

Individuelle Kompetenz umfasst also diverse
netzartig zusammenwirkende Facetten wie Wis-
sen, Fahigkeit, Verstehen, Konnen, Handeln, Er-
fahrung und Motivation. Sie wird verstanden als
Disposition, die eine Person befdhigt, konkre-
te Anforderungssituationen eines bestimmten
Typs zu bewiltigen. Kompetenzen sind also weit
mehr als nur Inhaltswissen.

Die Bildungsstandards der Kultusminister-
konferenz und die Lehrpline der einzelnen Bun-
desliander, die die Grundlage fiir die Ausrichtung
des Grundschulunterrichts darstellen, stellen
hierzu konkrete kognitive Kompetenzerwartun-
gen auf und strukturieren sie entlang von Kom-
petenzbereichen.

Die Ausfiihrungen unterscheiden sich in Nu-
ancen von Bundesland zu Bundesland; darauf
gehen wir aber im Weiteren nicht ein. Stattdes-
sen verwenden wir in der Zusammenschau ei-

ne Strukturierung entlang von jeweils vier in-
halts- und prozessbezogenen Kompetenzen,
die in den beiden nachfolgenden Kapiteln vor-
gestellt werden.

Im Mathematikunterricht sollen die Lernen-
den nicht nur mathematische Verfahren ausfiih-
ren und Basisfakten abrufen kénnen, sie sollen
auch ,verstehen® lernen. Dies soll in einer Un-
terrichtskultur ermoglicht werden, die sich am
Kind und seinen Denkweisen orientiert. Thm
sollen einerseits Wege aufgezeigt werden, es soll
andererseits aber auch eigene Denkwege gehen
konnen und dabei stets ermutigt werden, effizi-
entere, elegantere und weniger fehleranfillige
Denk- und Vorgehensweisen zu entwickeln. Da-
bei spielt der Einsatz von Aufgaben, die Raum
fiir Entdeckungen geben und eigenes Denken
ermoglichen, eine zentrale Rolle.

Ein Beispiel: Vergleichen Sie die beiden Auf-
gaben auf dieser Seite. Auf den ersten Blick un-
terscheiden sie sich nicht. Es sind jeweils fiinf
Aufgaben, bei denen zwei dreistellige Zahlen
voneinander subtrahiert werden miissen. Da-
bei treten auch Fille auf, bei denen die jeweili-
ge Ziffer im Subtrahenden, also die untere Zahl,
grofer ist als die dariiberstehende Ziffer im Mi-

Aufgabe 1: Rechne aus!
324 682 871
-279 -384 -129

944
675

502
-307

Aufgabe 2: Was fallt dir auf? Erklare!
321 432 543 654 765
-198 -198 -198 -198 -198
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nuenden. Schaut man jedoch genauer hin, so
erkennt man, dass bei Aufgabe 1 die einzelnen
Zahlen innerhalb einer Aufgabe und die einzel-
nen Aufgaben untereinander in keiner Bezie-
hung zueinander stehen. Hier konnen die Ler-
nenden die Ausfiihrung des Algorithmus der
schriftlichen Subtraktion iiben. Es geht also um
eine ausschlieflliche Férderung inhaltsbezoge-
ner Kompetenzen.

Bearbeiten Sie nun die Aufgabe 2. Subtrahiert
man von 321 den Subtrahenden 198, so erhilt
man das Ergebnis 123, aus 432 wird 234 usw. (al-
so stets die ,,Umkehrzahl®). Sie konnen feststel-
len, dass es hier nicht nur um die Ubung der
schriftlichen Subtraktion geht, sondern auch
prozessbezogene Kompetenzen angesprochen
werden. Der offene Arbeitsauftrag: ,Was fallt dir
auf? Erklare!“ fordert die Kinder dazu auf, ge-
nauer hinzuschauen, Zusammenhinge zu ent-
decken und diese auch zu erklaren.

Wo immer es moglich ist, sollten inhalts-
und prozessbezogene Kompetenzen integriert
gefordert werden, da die zur Verfiigung stehen-
de Unterrichtszeit begrenzt ist. Jedoch ist dies
nicht immer sinnvoll. An einigen Stellen miis-
sen im Unterricht ausschliefflich die inhaltsbe-
zogenen Kompetenzen angesprochen werden,
etwa dann, wenn in reinen Ubungsstunden
zum Beispiel die Automatisierung des Einmal-
eins im Zentrum steht. Denkbar sind manchmal
auch Stunden, in denen allein die prozessbezo-
genen Kompetenzen angesprochen werden, et-
wa dann, wenn die Lernenden sich mit Sudo-
kus beschiftigen.

Halten wir also fest: Der Erwerb kognitiver,
also inhalts- und prozessbezogener Kompeten-
zen ist die zentrale Zielsetzung zeitgemifRen
Mathematikunterrichts. Inhaltsbezogene Kom-
petenzen bilden dabei einerseits oft die Grund-
lage, um prozessbezogene Kompetenzen wei-

terentwickeln zu konnen. Denn wenn ein Kind
nicht schriftlich subtrahieren kann, wird es die
Zusammenhinge und Beziehungen zwischen
den Aufgaben und ihren Ergebnissen nicht ent-
decken und somit auch nicht beschreiben, be-
griinden oder darstellen konnen.

Andererseits werden die inhaltsbezogenen
Kompetenzen stets mitgeférdert und ,geiibt",
auch wenn der Fokus auf dem Beschreiben, Be-
griinden oder Darstellen mathematischer Be-
sonderheiten in den unterschiedlichen (nicht
nur arithmetischen) Bereichen liegt. Prozessbe-
zogene Kompetenzen unterstiitzen somit den Er-
werb inhaltsbezogener Fertigkeiten und Fahig-
keiten und nehmen ,eine herausragende Rolle
bei der Entwicklung von auf Verstdndnis gegriin-
deten inhaltlichen mathematischen Kompeten-
zen“ (Walther/Selter/Neubrand 2008, S. 20) ein.

Aber im Mathematikunterricht geht es nicht
nur um den Erwerb der formulierten inhalts-
oder prozessbezogenen Kompetenzen. Freude
und Interesse an mathematikhaltigen Aufgaben-
stellungen auf- bzw. auszubauen, ist ebenfalls
ein wesentliches Ziel des Unterrichts. Durch
die Auseinandersetzung mit geeigneten Pro-
blemstellungen kann der ,Entdeckergeist” der
Kinder geweckt werden. So kann eine grundle-
gende Motivation und Ausdauer fiir den Prozess
mathematischen Arbeitens entwickelt werden.
Ein weiteres zentrales Ziel ist es, dass die Kinder
Selbstvertrauen in ihre eigenen mathematischen
Kompetenzen erlangen. Auch sollen sie dafiir
zu einem konstruktiven Umgang mit Fehlern und
Schwierigkeiten angeleitet werden, indem sie die-
se als produktive Lerngelegenheiten wahrneh-
men. Dabei ermoglichen es positive Riickmel-
dungen und ermutigende Hilfestellungen (zum
Beispiel in Form von Tippkarten), dass die Kin-
der ihre eigenstdndigen mathematischen Akti-
vitdten als bedeutungsvoll ansehen.
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3 Prozessbhezogene Kompetenzen

Die bundesweiten Bildungsstandards fiir Ma-
thematik im Primarbereich aus dem Jahr 2004
legen die Forderung prozessbezogener (allge-
meiner mathematischer) Kompetenzen als kon-
stitutives Element des Mathematikunterrichts
fest. Mehr als zehn Jahre spéter kann man kon-
statieren, dass sich alle Lehrplane der 16 Bun-
desldander auf breiter Basis in diese Richtung
entwickelt haben. Und die Lehrpldne machen
verbindliche Vorgaben zur Gestaltung des Un-
terrichts.

Die Bildungsstandards und die Lehrplidne der
einzelnen Bundesldnder verwenden teilweise
unterschiedliche Formulierungen, wenn iiber
prozessbezogene Kompetenzen gesprochen
wird. Dabei werden manchmal fiinf, manch-
mal vier prozessbezogene Kompetenzbereiche
benannt. Wir formulieren in der Gesamtschau
der vorliegenden amtlichen Dokumente Pro-
blemlosen, Argumentieren, Darstellen und Model-
lieren als die vier zentralen prozessbezogenen
Bereiche. In der Auseinandersetzung mit reich-
haltigen Aufgaben werden selten Kompetenzen
allein aus einem Bereich - also zum Beispiel nur
zum Darstellen - angesprochen. Gleichwohl be-
schreiben wir im Folgenden die vier Kompe-
tenzbereiche getrennt.

Aber warum sollen Schiilerinnen und Schiiler
im Mathematikunterricht nicht nur rechnen ler-
nen, sondern auch ihre Kompetenzen ausbau-
en, Probleme zu l6sen, zu argumentieren, ihre
Gedanken darzustellen und Sachsituationen zu
modellieren? Aus unserer Sicht gibt es im We-
sentlichen drei Begriindungsstrange.
= Mathematischer Begriindungsstrang: Auf

die Frage, was Mathematik ist, geben Ma-

thematiker haufig die Antwort: Mathematik
ist die Wissenschaft von den Mustern. ,Mus-
ter” meint keineswegs nur sichtbare Muster
wie Zahlenfolgen oder Parkette. Weit darii-
ber hinausgehend steht das Wort ,Muster*
stellvertretend fiir Begriffe wie Ordnungen,
Strukturen, Beziehungen, Zusammenhdnge, Auf-
falligkeiten, Abhangigkeiten oder Regelmdfsig-
keiten. Muster kann man nicht nur betrach-
ten und reproduzieren, sondern auch erfor-
schen, fortsetzen, ausgestalten und selbst
erzeugen (vgl. Wittmann 2003, S. 26; Miiller,
Selter/Wittmann 2012). Denken Sie an die
Muster in den sogenannten Entdeckerpack-
chen(1+2=3;2+3=5;3+4=7;4+5=9
USW.).

Grundschulpiddagogischer Begriindungs-
strang: Eine ganz zentrale Aufgabe der
Grundschule besteht in der Erziehung zur
Selbststdndigkeit und Eigenverantwortlich-
keit. Die Lernenden sollen in zunehmendem
Malle in die Lage versetzt werden, verant-
wortlich am Leben teilzuhaben und es zu ge-
stalten. Sie sollen lernen, eigene Sichtweisen
zu artikulieren und Sichtweisen der anderen
zu berticksichtigen, Herausforderungen ak-
tiv anzugehen usw. - und das nicht nur im
Kontext mathematikbezogener Lebenssitu-
ationen. Lernen findet jedoch wesentlich in
den Féachern statt.

Lernpsychologischer Begriindungsstrang:
Lernen wird heutzutage nicht mehr als Bau
einer Mauer nach einem vorgegebenen Plan,
sondern als fortlaufendes Kniipfen eines Net-
zes von Wissenselementen, Fertigkeiten und
Fahigkeiten verstanden. Lernen bedeutet al-
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Prozesshezogene Kompetenzen - eine Ubersicht

Problemlosen

Problemlosen ist zunehmend zielgerichtetes Denken und Han-
deln in Situationen, in denen eine Diskrepanz zwischen den vor-
handenen Féhigkeiten und den Aufgabenanforderungen wahr-
genommen wird. Fiir deren Bewadltigung stehen den Lernenden
keine routinierten Verfahren zur Verfligung. In der Auseinander-
setzung mit den Aufgabenanforderungen kdnnen die Lernenden
aber Vorgehensweisen entwickeln, die es ihnen auf unterschiedli-
chen Niveaus ermdglichen, das Problem oder Teile des Problems
zu lGsen.

Modellieren

Modellieren heiRt, komplexere Aufgaben, die einen Realitats-
bezug aufweisen und flir deren Bewaltigung eine ndhere Aus-
einandersetzung mit dem Kontext erforderlich ist, mit Hilfe
von Mathematik zu l6sen. Hier muss modelliert werden, also
ein Modell, eine vereinfachte Darstellung des Sachverhalts er-
stellt werden, das sich auf die Informationen beschrankt, die
zur mathematischen Bearbeitung notwendig sind. Anschlie-
Rend muss ein Riickbezug zur Ausgangsfragestellung vorge-
nommen, also ,de-modelliert“ werden.

Argumentieren

In der Mathematik wird das Beweisen héufig als der Aufbau einer
strengen, formal notierten Kette von Schlussfolgerungen verstan-
den. Spricht man von Argumentieren, so will man andeuten, dass
auch weniger strenge, fiir die Grundschule geeignete Formen zur
Erklarung von Zusammenhdngen geeignet sind (zum Beispiel ver-
bale oder zeichnerisch bzw. durch Material gestiitzte, auch exem-
plarisch angelegte). Eine Argumentation erfolgt einerseits, um
sich selbst zu liberzeugen. Im Klassenzimmer geht es aber immer
auch darum, andere zu liberzeugen. Argumentieren hat also im-
mer auch eine soziale und kommunikative Funktion.

Darstellen

Unter Darstellen wird in der Mathematik die Fahigkeit verstan-

den, mathematische Sachverhalte durch

m materiale (z. B. Wendeplattchen),

m bildliche (z. B. Punktefelder)

m verbalsprachliche (z. B. Beschreibung eines Rechenweges)
oder

m symbolsprachliche (z. B. Zahlensétze wie 4 + 7=11)

Reprasentationen wiederzugeben. Beim Darstellen geht es al-

so um die VerduRerung von inneren Uberlegungen. Dieses

kann miindlich oder schriftlich passieren. Zudem gibt es eine

Vielzahl von Mischformen.

so, bereits existierende Zusammenhéange zu
nutzen, um weitere Zusammenhinge aufzu-
bauen.

Wie bereits erwdhnt, ware es nun verfehlt, die
Forderung nach einer stirkeren Beriicksich-
tigung prozessbezogener Kompetenzen so zu
verstehen, dass der Erwerb von Basiskompeten-
zen, der bisweilen auch ein anschauungs- und
verstindnisbasiertes Rechentraining erfordert,
nachgeordnet erfolgen oder gar vernachldssigt
werden konnte.

Andererseits hilft das Erkennen von Zusam-
menhingen Basiskompetenzen zu erwerben:
Es wire ineffektiv und aufwendig, alle 100 Auf-
gaben des sogenannten kleinen Einspluseins

auswendig zu lernen; daher behandelt man die
Strategien, um sich unter Ausnutzung von so-
genannten Hilfsaufgaben damit zusammen-
hingende Aufgaben zu erarbeiten. (Wenn man
weild, dass 4 + 4 = 8 ist, kann man davon zum
Beispiel auch 5 +4, 4 + 5, 3+ 4 oder 4 + 3 ablei-
ten; vgl. S. 58ff.).

Abschliefend: Die Fahigkeiten, zu entdecken,
zu beschreiben und zu argumentieren, entwi-
ckeln sich hiufig nicht von selbst. Die Entwick-
lung der prozessbezogenen Kompetenzen muss
daher - wie der Erwerb der Aufgaben des Einmal-
eins — von der Lehrperson durch unterrichtliche
Anregungen sowie durch entsprechende Aufga-
benstellungen und Hilfen aktiv unterstiitzt wer-
den (vgl. hierzu pikas.dzlm.de/161).
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3.1 Problemlosen

Problemlodsen ist kurz gesagt dadurch gekenn-
zeichnet, dass die vorhandenen oder aktivier-
baren Kenntnisse und Fahigkeiten zur Bearbei-
tung einer Aufgabenstellung nicht ausreichen.
Eine prinzipiell iberwindbare Barriere verhin-
dert zum gegenwartigen Zeitpunkt die Losung.

Aufgaben, die mit Routineverfahren gel6st
werden konnen, sind keine Aufgaben, die das
Problemlésen anregen. Sie sind ,zu leicht®
Auch Aufgaben, die zu schwierig sind, weil die
vorhandenen Kenntnisse und Fahigkeiten kei-
nen geeigneten Ausgangspunkt darstellen oder
weil die zur Aufgabenldsung bendtigten Kennt-
nisse nicht aktiviert werden konnen, sind kei-
ne Probleml6seaufgaben. Sie ermdoglichen der/
dem Lernenden dauerhaft bestenfalls unsyste-
matisches Probieren.

Das bedeutet natiirlich auch: Ob eine Aufga-
be eine Aufgabe zum Probleml6sen ist, hingt
von den individuellen Kenntnissen und Fertig-
keiten der/des potenziellen Problemlésenden
ab. Hierzu ein Beispiel. Im 1. Schuljahr erhal-
ten die Lernenden die Aufgabe, moglichst ge-
schickt alle Zerlegungen der Zahl 10 in 2 Sum-
manden zu finden.

Manche Kinder werden von Anfang an syste-
matisch vorgehen, also zum Beispiel mit 0 + 10
beginnend jeweils den ersten Summanden um 1
erhohen und den zweiten jeweils um 1 vermin-
dern. Fiir diese Kinder existiert vermutlich die
Barriere nicht; man konnte ihnen aber eine ver-
wandte Aufgabe stellen, etwa die Frage nach
dem (begriindeten) Zusammenhang der An-
zahl der Moglichkeiten und der zu zerlegenden
Zahl (Es gibt immer 1 Stockwerk mehr als es die
Zahl selbst angibt; also 4 Stockwerke fiir die 3,
5 Stockwerke fiir die 4 usw.). Andere Lernen-
de werden eher unsystematisch einzelne Zerle-

gungen notieren und beispielsweise durch diese
den Vergleich mit den von anderen gefundenen
Moglichkeiten in zunehmender Weise ordnen
und dabei den Einblick auf die Zusammenhén-
ge richten und systematischer vorgehen.

Problemldsen ist also allgemein gesprochen
zielgerichtetes Denken und Handeln in Situati-
onen, in denen eine Diskrepanz zwischen den
vorhandenen Mitteln und den Aufgabenanfor-
derungen wahrgenommen wird. In der Ausein-
andersetzung mit den Aufgabenanforderungen
konnen die Lernenden aber im Problemlose-
prozess Vorgehensweisen entwickeln, die ihnen
auf unterschiedlichen Niveaus erméglichen, das
Problem oder Teile des Problems zu l6sen.

Selbstverstandlich sind auch sogenann-
te Knobelaufgaben wie ,,In einem Stall sind 22
Beine - wie viele Hiihner und wie viele Schafe
konnten es sein?“ typische Problemloseaufga-
ben. Aber wie das obige Beispiel andeutet, wei-
sen viele Aufgaben, die im Unterricht ohnehin
eingesetzt werden, das Potenzial zu einer Prob-
lemlGseaufgabe auf. Problemldsen sollte nicht
nur in Knobelstunden stattfinden, wie die fol-
genden Beispiele aus den vier Inhaltsbereichen
aufzeigen sollen.

Websites

http://primakom.dzlm.de/111 (Grundlageninformati-
onen zum Probleml6sen)

http://kira.dzlm.de/016 (prozessbezogene Kompeten-
zen - dort Hinweise auf Aufgaben zum Problem-
16sen)

http://sinus-transfer-grundschule.de/fileadmin/
MaterialienIPN/Pfeng_Zahlentreppen.pdf

http://pikas.dzlm.de/008 (die Beispiele aus Haus 7 ent-
halten zahlreiche Aufgaben zum Problemlésen)

https://www.bifie.at/system/files/d]l/bist_ma_themen-
heft_problemloesen_2013-05-16.pdf

http://www.faechernet.erz.be.ch/faechernet_erz/
de/index/mathematik/mathematik/unterricht/
planungshilfe_prim/problemloeseaufgaben.html
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http://sinus-transfer-grundschule.de/fileadmin/MaterialienIPN/Pfeng_Zahlentreppen.pdf
http://pikas.dzlm.de/008
https://www.bifie.at/system/files/dl/bist_ma_themenheft_problemloesen_2013-05-16.pdf
https://www.bifie.at/system/files/dl/bist_ma_themenheft_problemloesen_2013-05-16.pdf
http://www.faechernet.erz.be.ch/faechernet_erz/de/index/mathematik/mathematik/unterricht/planungshilfe_prim/problemloeseaufgaben.html
http://www.faechernet.erz.be.ch/faechernet_erz/de/index/mathematik/mathematik/unterricht/planungshilfe_prim/problemloeseaufgaben.html
http://www.faechernet.erz.be.ch/faechernet_erz/de/index/mathematik/mathematik/unterricht/planungshilfe_prim/problemloeseaufgaben.html
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Zahlen und Operationen
Verschiedene Losungswege vergleichen und bewerten

Kompetenzerwartungen Problemldsen

ErschlieRen: Fragen zu mathematischen Sachverhalten stellen;
Problemstellungen die fiir die Losung relevanten Informatio-
nen entnehmen; Problemstellungen in eigenen Worten wie-
dergeben

Losen: Daten durch Zahlen, Messen oder Schatzen gewinnen und
verarbeiten; problemhaltige Aufgaben eigensténdig bearbei-
ten; zunehmend systematisch und zielorientiert vorgehen; L6-
sungsstrategien anwenden; Einsichten in Zusammenhange
zur Problemldsung nutzen

Reflektieren und Uberpriifen: Ergebnisse auf Angemessenheit
Uiberpriifen; Fehler finden und korrigieren; verschiedene L6-
sungswege vergleichen und bewerten

Ubertragen: Einsicht in Zusammenhange zur Problemlésung
nutzen; Vorgehensweisen auf ahnliche oder weiterfiihrende
Problemstellungen libertragen

Erfinden: Aufgaben (in Anlehnung an vorgegebene) erfinden; ei-
gene Losungsstrategien entwickeln und nutzen

Raum und Form
Aufgaben (in Anlehnung an vorgegebene) erfinden

7+8=

Paul rechnet so: 7+7=14 und 1 dazu ist 15.

Lisa rechnet so: 7+3 =10 und dann plus 5 ist 15.

Schaue dir Pauls und Lisas Rechenweg genau an: a) Was ist
gleich, was ist verschieden? b) Wie rechnestdu 7+ 8,8 +9,

9 + 3,4 + 87 c) Bei welchen Aufgaben eignet sich Pauls Rechen-
weg gut, bei welchen nicht?

Start Ziel

Wie musst du den Spiegel hinstellen?
Erfinde eigene Aufgaben. Zeichne die Zielfiguren auf.

GrofRen und Messen
Zunehmend systematisch und zielorientiert vorgehen

Daten, Haufigkeiten, Wahrscheinlichkeiten
Fragen zu mathematischen Sachverhalten stellen

Alex hat genau zwei verschiedene Cent-Miinzen in seiner
Hand. Wie viel Geld kénnte das sein? Uberlege dir, wie du ge-

schickt alle Moglichkeiten findest.
‘/77 —
(5 ’/
| 20

Uberlege dir, wie du geschickt
alle Moglichkeiten findest.

Welche Fragen kannst du zu den Zahlen in der Tabelle stellen?

Klasse Madchen Jungen
la 12 16
1b 13 15
2a 16 10
2b 12 14
3a 13 13
3b 12 12
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3.2 Argumentieren

In der Mathematik wird das Beweisen hiufig als
der Aufbau einer strengen, formal notierten Ket-
te von Schlussfolgerungen verstanden. Spricht
man von Argumentieren, so will man andeuten,
dass weniger strenge, auch fiir die Grundschu-
le geeignete Formen (zum Beispiel verbale oder
zeichnerisch oder materialgestiitzte) zur Erkla-
rung von Zusammenhingen geeignet sind. Eine
Argumentation erfolgt einerseits, um sich selbst
zu liberzeugen. Im Klassenzimmer geht es aber
immer auch darum, andere zu liberzeugen. Ar-
gumentieren hat also immer auch eine soziale
und kommunikative Funktion.

Moglich ist dabei, dass man miteinander ar-
gumentiert (,Wir iiberlegen gemeinsam, warum
das so ist“) oder gegeneinander (,Wer von uns bei-
den hat warum Recht?“). Mit dem Argumentie-
ren ist nicht nur die Intention verbunden nach-
zuweisen, dass etwas so ist, wie es ist, sondern
auch aufzuzeigen, warum es so ist.

Wichtig ist dabei noch Folgendes: Um zu zei-
gen, dass eine Vermutung nicht stimmt, reicht
ein einziges Gegenbeispiel. Die Summe zweier
gerader Zahlen ist nicht immer durch 4 teilbar.
Es gibt mindestens ein Beispiel, bei dem dies
nicht der Fall ist (6 + 8 =14) — und noch viele an-
dere, aber ein Gegenbeispiel reicht. Um zu zei-
gen, dass eine Vermutung stimmt (,Die Summe
zweier gerader Zahlen ist immer durch 2 teil-
bar®), reicht das Beispiel 6 + 8 = 14 nicht aus, auch
nicht, wenn man es um zehn weitere Beispiele
erginzen wiirde.

2+2

2+4

2+6 2 + gerade Zahl

Das ist kein Pladoyer gegen Beispiele - ganz
im Gegenteil. Beispiele sind zum Erkennen von
Zusammenhingen und zum Aufstellen von Ver-
mutungen von eminenter Bedeutung. Allerdings
muss man Ordnung in die Beispiele bringen,
sodass man deren Zusammenhinge erkennen
kann. Man kdnnte systematisch Summen notie-
ren, zum Beispiel 2+2,2+4,2+6,2+8,2+10
usw., und ihre Ergebnisse untersuchen. An-
schliefRend konnte man Summen wie 4 +2, 4 + 4,
4+ 6 usw. bilden und sie zu den vorangehenden
Aufgaben und Ergebnissen in Beziehung setzen:
Was ist gleich, was ist verschieden? Ausgehend
von einer geraden Summe (2 + 2) kommen stets
2 hinzu. Das dndert nichts daran, dass die Sum-
me stets gerade ist.

Fiir das Argumentieren sind vier Teilkompe-
tenzbereiche von Bedeutung, die nicht notwen-
digerweise der Reihe nach durchlaufen werden:
Beschreiben, Vermuten, Begriinden, Uberpriifen.
Auch miissen nicht bei jeder Aufgabe alle vier
Bereiche realisiert werden.

Manche Kinder beschreiben fiir einige Beispie-
le oder fiir eine Klasse von Beispielen wie 2 - 1,
2-2,2-3,2 -4, dass ihnen auffillt, dass bei
allen vier Produkten eine gerade Ergebniszahl
herauskommt. Andere Kinder setzen die Serie
der Aufgaben um einige weitere fort und ver-
muten, dass das immer so weitergehe. Auch ist
es moglich, mithilfe von Plittchen zumindest
ansatzweise zu begriinden, warum die Vermu-
tung stimmt. Die vierte Komponente, Uberprii-
fen, besteht darin, iiber die Losung zu reflektie-
ren, etwa indem gefragt wird, warum man sich
sicher sein kann, dass die Argumentation auch
dann gilt, wenn die 2 nicht der erste, sondern
der zweite Faktor ist.
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Websites

http://primakom.dzlm.de/115 (Grundlageninformati-
onen zum Argumentieren)

http://kira.dzlm.de/016 (Prozessbhezogene Kompeten-
zen - dort Hinweise auf Aufgaben zum Argumen-
tieren)

http://sinus-an-grundschulen.de/fileadmin/uploads/
Material_aus_SGS/Handreichung_Mathe_Be-
zold.pdf

Literatur

Bezold, A. (2009): Forderung der Argumentationskompe-
tenz durch selbstdifferenzierende Lernangebote. Ham-
burg: Dr. Kovac.

Hengartner, E./Hirt, U./Wilti, B. (2006): Lernumge-
bungen fiir Rechenschwache bis Hochbegabte. Na-
tiirliche Differenzierung im Mathematikunterricht.
Zug: Klett/Balmer.

Zahlen und Operationen
Eigene Vorgehensweisen und Losungswege begriinden

Kompetenzerwartungen Argumentieren

Beschreiben: Beziehungen und Gesetzmaligkeiten an Beispielen
ansatzweise aufgrund allgemeiner Uberlegungen erkléren; ei-
gene Vorgehensweisen und Losungswege verstandlich ange-
ben

Vermuten: Vermutungen tiber mathematische Zusammenhange
und Auffalligkeiten anstellen; Vermutungen anhand von Bei-
spielen testen

Begriinden: eigene Vorgehensweisen und Lésungswege begriin-
den; Begriindungen anderer nachvollziehen; Vermutungen an-
hand von Beispielen bestatigen oder widerlegen; allgemeine
Uberlegungen nachvollziehen und entwickeln

Uberpriifen: Vermutungen, Lésungen sowie eigene und Aussagen
anderer hinterfragen

Raum und Form
Vermutungen {iber mathematische Zusammenhange und Auf-
falligkeiten anstellen

Finde alle Zweiersummen
mit dem Ergebnis 6.
Begriinde, warum du alle gefunden hast.

Vermute, wie du schneiden
musst, damit ein Herzchen entsteht.
Zeichne deine Losung ein.

GroRen und Messen
Vermutungen, Lésungen sowie eigene und Aussagen anderer
hinterfragen

Daten, Haufigkeiten, Wahrscheinlichkeiten
Beziehungen und GesetzmaRigkeiten an Beispielen ansatz-
weise aufgrund allgemeiner Uberlegungen erkliren

Lea sagt: ,Das kostet mehr als 10 Euro.“ Hat sie recht?

Wirf eine Miinze 100 Mal. Notiere, wie haufig Kopf und wie
haufig Zahl geworfen wird.

Was fallt dir auf, wenn du die beiden Anzahlen vergleichst?
Stell dir vor, du wirfst noch 100 Mal: Wie haufig kdnnte Kopf
und wie haufig Zahl geworfen werden?
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3.3 Darstellen

Unter Darstellen wird in der Mathematik die Fa-
higkeit verstanden, mathematische Sachverhal-
te durch

= materiale (z B. Wendeplittchen),

= Dbildliche (z. B. Punktefelder)

= verbalsprachliche (z. B. Beschreibung eines

Rechenweges) oder
= symbolsprachliche Représentationen (z.B.

Zahlensdtze wie 4 + 7 =11)
wiederzugeben. Beim Darstellen geht es al-
so um die VerduRerlichung von inneren Uber-
legungen. Dieses kann miindlich oder schrift-
lich passieren. Zudem gibt es eine Vielzahl von
Mischformen: Skizzen und Diagramme sind
héufig eine Mischung aus bildlichen und sym-
bolsprachlichen Darstellungen.

Dabei ist zu beachten, dass die Objekte der
Mathematik theoretischer Natur sind. Sie selbst
kommen in der Realitit nicht vor, ,nur” ihre
Darstellungen. Die Zahl 5 kann durch 5 Bon-
bons, Plattchen, Personen, Bille, Striche oder
Spielzeugautos reprasentiert werden. In all die-
sen Situationen ist die 5 um 1 mehr als 4 und je-
weils die Halfte von 10; sie kann stets in 3 und 2
untergliedert werden usw. Zudem gibt es auch
Reprasentationen der 5, die nicht im Alltag vor-
kommen, etwa die 5 am Zahlenstrahl oder 5 Re-
chenplittchen.

Aber die 5 als solche ist nicht fassbar. Inso-
fern ist das Darstellen im Sinne des Reprisen-
tierens des Nicht-Existenten eine fundamenta-
le mathematische Tatigkeit, der allerdings eine
gewisse Ambivalenz anhaftet.

Denn einerseits sind die verwendeten Dar-
stellungen Lernhilfen, da sie es den Lernenden
erleichtern, allgemeine mathematische Begrif-
fe zu verstehen. Sie sind andererseits aber stets
auch Lernstoff. Denn es gibt keine simple 1:1-Zu-

ordnung zwischen Darstellungsmittel und ma-
thematischem Begriff: Der abstrakte mathema-
tische Begriff muss durch einen geistigen Akt
in die Darstellung hineingelesen werden. Ha-
ben Sie zum Beispiel eine Vermutung, welche
Aufgabe durch das Bild dargestellt werden soll?
Die Antwort finden Sie auf kira.dzlm.de/145.
Die jeweiligen Bedeutungen sowie die Formen
des Umgangs mit der Darstellung miissen von
den Kindern erst erlernt werden. Und sie wer-
den von ihnen nach langerer Zeit des Nichtge-
brauchs auch wieder vergessen.

Da die Lernenden im Mathematikunterricht
verstehen lernen sollen, hat die geeignete Aus-
wahlund insbesondere auch die Vernetzung der
verschiedenen Darstellungen (vgl. S. 68) eine
zentrale Bedeutung. Darstellungen fungieren
aber nicht nur als Erkenntnismittel, sondern
auch als Kommunikationshilfe. Damit Lernen-
de und Lehrperson im Austausch mit anderen
kommunizieren und kooperieren konnen, miis-
sen sie die Unterrichtssprache (als Gegenbegriff
zur Alltagssprache) verwenden und Darstellun-
gen nutzen.
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