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Vorwort zur 2. Auflage

Im Gebiet der Ingenieurwissenschaften ist die Technische Mechanik eine der grundle-
genden Lehrveranstaltungen, auf dem viele weitere Disziplinen aufbauen. Die Mechanik
dient hierbei zur Modellbildung und deren anschlieBenden Analyse von belasteten Struk-
turen. Daher ist es mir ein grofies Bediirfnis bei der Erstellung der zweiten Auflage des
vorliegenden Buches als auch des Priifungstrainers gewesen, zum besseren Verstdandnis,
erstens, Druckfehler zu minimieren, die mir durch die vielen Leser und Leserinnen der 1.
Auflage mitgeteilt wurden oder die wir innerhalb der Arbeitsgruppe durch Nacharbeiten
herausgefunden haben, zweitens, einige fehlende Themen mit einzubinden und, drittens,
einige didaktische Beispiele mit einzubauen, die zum vertiefenden Verstdndnis dienen.

Dieses Buch fiihrt Sie systematisch durch die Grundlagen der Statik, Elastostatik und
Dynamik, sodass der Leser bzw. Leserin ein tieferes Verstdndnis fiir die Prinzipien der
angewandten Mechanik entwickeln konnen. Die zahlreichen Beispiele und die vertiefenden
Aufgaben im Priifungstrainer sind sorgfiltig ausgewdhlt, um Ihnen den Einstieg in die
Thematik zu vermitteln bzw. bei der Anwendung des erworbenen Wissens zu helfen und
Thr Problemldsungsvermogen zu stirken.

Egal, ob Sie ein Studierender bzw. Studierende auf der Suche nach einer soliden Grundlage
fiir Thre Ingenieurausbildung sind oder ein erfahrener Ingenieur oder Ingenieurin, der
bzw. die das individuelle Wissen auffrischen und vertiefen mochte. Dieses Buch und der
zugehorige Priifungstrainer bieten IThnen eine wertvolle Ressource sich in die Thematik
einzuarbeiten.

Ich mdchte allen Lesern und Leserinnen und den Mitarbeitern und Mitarbeiterinnen
danken, die mich in der zweiten Auflage unterstiitzt und ihre wertvollen Riickmeldungen
gegeben haben. Thre Anregungen haben dazu beigetragen, dieses Buch zu verbessern und
zu verfeinern. Wir hoffen, dass diese zweite Auflage Thre Erwartungen erfiillt und Thnen
dabei hilft, den Einstieg in die faszinierende Welt der Technischen Mechanik zu finden.

Clausthal-Zellerfeld, 15. Oktober 2023 Stefan Hartmann






Vorwort zur 1. Auflage

Die Beschreibung der Einfliisse von Kriften auf technische Strukturen bzw. dem “Fluss” der
Krifte durch ein Bauteil sowie dessen Deformation tritt in allen Bereichen der Ingenieur-
wissenschaften auf. Dies betrifft nicht nur das mit seiner Vielzahl an Bauwerken geprigte
Bauingenieurwesen oder den Maschinenbau und den darin zu konstruierenden Bauteilen,
sondern insbesondere auch die Luft- und Raumfahrttechnik, die Verfahrenstechnik, die
Mechatronik, die Werkstofftechnik, die Materialwissenschaften sowie viele weitere kleinere
Studiengédnge. Jeder Student sowie der spéter im Berufsleben tétige Ingenieur ist mit der
Technischen Mechanik mehr oder weniger konfrontiert. Auch wenn es manchmal lediglich
die Berechnung der “mechanischen” Spannung in einer Zugprobe ist. Auf die Mechanik,
welche von Studenten schon immer als das Fach mit den héchsten Anspriichen im Grund-
studium (neben der Mathematik) angesehen wird, greifen die Konstruktionstechnik, die
Regelungstechnik, die Betriebsfestigkeit, die Werkstofftechnik, die Behandlung tribologi-
scher Systeme (Lager), die Baustatik, der Stahl- und Holzbau, der Stahl- und Spannbetonbau,
und eine Reihe weiterer Ficher zuriick. Unterschwellig lernt man zudem die Fahigkeit zur
Problemldsung. Die Technische Mechanik Ausbildung ist daher kein Selbstzweck, sondern
wesentliche Voraussetzung fiir das weitere Studium, auch wenn schon immer suggeriert
wurde, dass man mit erheblich weniger Kenntnissen auskommt.

Ziel des Buches ist es daher die Technische Mechanik grundlegend zu vermitteln, wobei
damit offensichtlich nicht dem heutigen Trend der Vermittlung oberflachlichen Wissens,
sondern insbesondere der Aufarbeitung fundierter Kenntnisse gefolgt wird. Die Didaktik
zur Vermittlung dieses Wissens kénnte entweder deduktiv erfolgen, d.h. man wiirde von
den allgemeinen Naturgesetzen ausgehen und mit einer erforderlichen mathematischen
Tiefe die Theorie der Technischen Mechanik vorstellen. Da iiblicherweise hierzu die mathe-
matische Sprache in den ersten Semestern des Ingenieurstudiums fehlt, ist die klassische
Dreiteilung der Technischen Mechanik in die Gebiete Statik, Elastostatik und Dynamik
gewdhlt worden. In diesem Sinne grenzt sich das Buch nicht von den klassischen Lehr-
biichern ab. Der Verfasser hat jedoch auf einige Themen einen grofieren Wert gelegt, wie
zum Beispiel eine konsistent eingefiihrte Vektorrechnung, die allgemeine Bestimmung der
Hauptspannungen, zweiachsige Biegung sowie eine konsequente Herleitung der Schubspan-
nungsverteilung bei Balken, um nur einige Themen zu nennen. Auch wird ein spezieller
Wert auf den Bezug zu experimentellen Beobachtungen gelegt. Fiir vereinzelte Beispiele
sind daher Laborexperimente herangezogen worden, um zu verdeutlichen, dass die doch
eher theoretischen Betrachtungen mit den Beobachtungen etwas zu tun haben und die
hergeleiteten Formeln zur Prognose praktischer Anwendungen geeignet sind.

Das Buch wird auch nicht in drei einzelne Biicher zerlegt, sondern es beschriankt sich
auf die Darstellung der drei Teilgebiete der Technischen Mechanik in einem kompakten

vii



viii

Vorwort zur 1. Auflage

Werk. Je nach Umfang einer Vorlesung kann man sich die erforderlichen Abschnitte in den
einzelnen Teilen des Buches heraussuchen und nacharbeiten.

Im Folgenden seien einige Anmerkungen an die Lernenden gerichtet: Es gibt mehrere Stu-
fen des Lernens. Zunichst geht es in jeder Vorlesung um das Aneignen von Wissen, welches
wiedergegeben werden muss. Diese Fahigkeit reicht jedoch nicht fiir eine Lehrveranstaltung
wie die der Technischen Mechanik aus. Dariiber hinaus miissen die Lernenden Verstindnis
entwickeln und die Sachverhalte selbstédndig erkldren und interpretieren kdnnen (dies kann
sehr gut mit einer Kommilitonin oder einem Kommilitonen geiibt werden).

Wenn man diese Stufe erreicht hat, sollten die gewonnenen Vorgehensweisen und Kon-
zepte anwendet werden, indem man Aufgaben selbstindig berechnet und 16st. Nach dieser
dritten Lernstufe miissen die Ergebnisse analysiert oder verglichen werden, d.h. die in
den Gleichungen auftretenden “Buchstaben” sowie die Gleichungen selbst miissen erldu-
tert werden. Es treffen daher zwei Probleme in der Mechanik aufeinander: Einerseits die
Verwendung der Mathematik als Sprache und andererseits die Problemstellung der Phy-
sik, die es zu beschreiben gilt. Dabei ist bekannt, dass meist die mangelnden Kenntnisse
der Mathematik die eigentlichen Ursachen von entstehenden Lernproblemen darstellen.
Hierzu wird probiert die Grundlagen auf sehr engem Raum bereitzustellen. Aufbauend
hierzu kommt in der Synthese die Fahigkeit selbst zu entwerfen und zu entwickeln vor (d.h.
hier Aufgaben und Fragen fiir mechanische Probleme). Die letzte und sechste Lernetappe
stellt die Bewertung dar, in der man entscheiden, bewerten und beurteilen lernt. Ein Ziel
des Studierenden muss es daher sein, moglichst die “hdchste” Stufe der Ausbildung zu
erreichen. Zumeist glaubt man im Bereich der Technischen Mechanik, dass die Lernetappe
Wissen wiederzugeben ausreichend ist. Dies ist leider nicht der Fall. Wiinschenswert ist es
mindestens Ergebnisse analysieren zu kdnnen.

Die Technische Mechanik ist keine Vorlesung in der man alles auswendig lernen kann. Es
werden Konzepte an die Hand gegeben, mit denen man viele grundlegende Fragestellungen
16sen kann. Auch ist der Ubergang von der Schule an eine Universitiit zu beriicksichtigen,
d.h. das Begreifen des Stoffes wihrend der Vorlesung ist nicht immer fiir jeden moglich.
Man muss sich also den Stoff aneignen und erarbeiten, was als Studium bezeichnet wird.
Aus eigener Erfahrung kann ich sagen, dass Lernen auch schmerzen kann. Es fdllt nur den
Allerwenigsten zu, dass dies einfach ist. Dem Leser wird daher empfohlen das Angebot
aufzugreifen, sich die Theorie in diesem Buch und der darin zitierten Literatur zu erarbeiten.

Das in diesem Lehrbuch aufbereitete Wissen entstammt dem Werdegang des Verfassers,
welcher einerseits durch ein praxisorientiertes Bauingenieurstudium sowie einer vertiefen-
den Lehre seines Lehrers und Freundes Professor Peter Haupt geschuldet ist. Diesbeziiglich
sind die Kenntnisse durch die Lehrjahre an der Universitidt Kassel und der Technischen
Universitit Clausthal geprigt.

Bei der Entstehung eines jeden Buches wirken unterschiedliche Personen mit. Zunéchst
sei dem Verlag fiir das Interesse an dem Buch sowie der Unterstiitzung wihrend des Produk-
tionsprozesses Dank ausgesprochen. Unterstiitzt haben mich zudem meine Tochter und
meine Frau bei der Korrekturlesung, wobei meine Familie viel Entbehrung beim Entstehen
des Werkes aufsich genommen hat. Thnen sei besonders gedankt.

Clausthal-Zellerfeld, 28. Februar 2014 Stefan Hartmann
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Einfiihrung

Die Mechanik ist ein Teilgebiet der Physik, bei der die Beschreibung der Bewegung und
Deformation von gasformigen, fliissigen und festen Korpern unter dufieren Einwirkun-
gen im Vordergrund steht. Die Spezialisierung auf technische Systeme und feste Korper
beschreibt die Technische Mechanik. In traditionellen Darstellungen an deutschen Hoch-
schulen, der wir uns hier anschliefien wollen, unterscheidet man drei Teile der Technischen
Mechanik, d.h. die Statik, die Elastostatik und die Dynamik. Dariiber hinaus werden im
weiteren Studium noch die Spezialgebiete der Schwingungslehre, der Stromungsmecha-
nik, der Hoheren Technischen Mechanik, der Elastizitdtstheorie, der Strukturmechanik, der
Kontinuumsmechanik und der Experimentellen Mechanik gelehrt, auf die immer wieder
hingewiesen wird.

In der Statik starrer Korper, d.h. Teil I des Buches, welche man theoretisch als Spe-
zialfall der Dynamik betrachten sollte, werden die Grundlagen der Begriffsbildung von
Kriften eingefiihrt und dies an Beispielen von Kraftsystemen einfachster Strukturelemente,
sogenannter Zug-Druckstibe, Balken oder Seile, sowie der Haftreibung von sich nicht be-
wegenden materiellen Korpern erldutert. Neben den aus der physikalischen Beschreibung
resultierenden Begriffe, benotigen wir die Mathematik als Sprache zur Quantifizierung.

Da eine Kraft eine Intensitit und eine Richtung aufweist, ist die mathematische Sprache
die Vektorrechnung (Kapitel 1). Die Voraussetzung der Kenntnis dieser mathematischen
Disziplin ist sehr unterschiedlich, wozu sie bewusst in die Darstellung mit eingebunden wird.
Die Vektorrechnung wird das Buch kontinuierlich begleiten. Daher sollte man sich inten-
sivst damit beschéftigen. Es hat sich herausgestellt, dass die Schwierigkeit der Technischen
Mechanik bei den Studierenden gerade in der Unterscheidung zwischen der mathemati-
schen Sprache und den zu beschreibenden physikalischen Vorgingen liegt. Versteht man
Ersteres nicht, so wird auch die Beschreibung der Vorgédnge nicht verstanden. Neben der
Vektorrechnung werden die Kenntnisse der Differential- und Integralrechnung wiederholt
und erweitert. Differentiationsprozesse liefern uns Auskiinfte iiber die Anderung (Steigung)
einer physikalischen Grofie, welche Aufschliisse iiber den Kraftfluss in einem Kérper sowie
spéter liber die Bewegungs- und Deformationsprozesse geben. Da wir es mit endlich ausge-
dehnten Korpern zu tun haben, miissen wir auch iiber rdiumliche, im einfachsten Fall {iber
ein- oder zweidimensionale Gebiete, integrieren. Auch dies muss sich der Leser erarbeiten.

In der Statik starrer Korper gehen wir zunichst davon aus, dass sich Kérper weder bewegen
noch deformieren konnen, d.h. es werden lediglich die Grundgedanken der Krafteinwir-
kung auf starre Korper angesprochen. Alle auf den materiellen Korper einwirkenden Krifte
bilden ein Kraftsystem (Kapitel 2), welches durch eine resultierende Kraft und ein resultie-
rendes Moment charakterisiert ist. Gleichgewicht im Sinne der Statik liegt nur vor, wenn
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Einfiihrung

die resultierende Kraft und das resultierende Moment verschwinden, eine der vordringli-
chen Aussagen, die Teil I und II durchgehend begleiten. Eine wesentliche Idealisierung
stellen Krifte dar, die aus verteilten Lasten resultieren. Diese konnen linien-, flichen- oder
volumenhaft vorliegen. Damit verbunden ist die Integration, um die resultierende Kraft
und auch das resultierende Moment zu bestimmen.

Um die Integration zu liben, behandelt Kapitel 3 die erforderlichen Begriffe wie Massen-
mittelpunkt, Linien-, Flichen- und Volumenschwerpunkt sowie insbesondere Linien- und
Fldchenlasten.

In Kapitel 4 werden nach diesen vorbereitenden Untersuchungen Strukturelemente, wie
Stébe, Balken und Seile angesprochen und zunichst das wichtigste Grundprinzip erortert,
ndmlich das Freischneiden. Mit dem Freischneiden werden die inneren Kraftzustinde
freigelegt, was zu den Begriffen der Schnittgrif3en fiihrt. Insbesondere fiir den wichtigen
Fall balkenartiger Strukturen dient das Freischneiden zur Charakterisierung des inneren
Belastungszustandes und damit zur Dimensionierung des Balkens. Wir wiren damit fast in
der Lage einen Triger von seinen Abmessungen her auszuwihlen, damit er den alltdglichen
Belastungen standhilt. “Fast in der Lage” soll hierbei andeuten, dass wir hierzu noch nicht
ganz in der Lage sind, da wir die Deformation nicht beschreiben kénnen. Dies wird im
zweiten Teil des Buches, der Elastostatik bzw. der Statik elastischer Korper, behandelt. Als
Abschluss des ersten Buchteiles dient die Reibung in Form der Haft- und Seilreibung, um
den Fall der Statik zu komplettieren.

In Teil II des Buches, der Statik elastischer Korper, werden statisch unbestimmte
Strukturen behandelt, also solche mechanischen Systeme, bei denen die Gleichgewichts-
bedingungen alleine nicht mehr ausreichen, um Abschidtzungsformeln bereitzustellen. In
Teil I des Buches gehen wir davon aus, dass materielle Kérper starr sind, d.h. der Abstand
zweier beliebiger materieller Punkte eines Korpers ist immer konstant. Die Deformierbar-
keit des Korpers wird dabei nicht modelliert. Zudem ist die Lagerung derart gewihlt, dass
die Lagerreaktionen aus den Gleichgewichtsbedingungen berechenbar sind und sich daher
die betrachteten materiellen Korper, bzw. Bauteile, in Ruhe befinden.! Man kann es auch
so formulieren: der Korper (Bauteil) deformiert sich bei einer dufieren Belastung nicht und
zwar unabhingig von der Grofie der Belastung. Unsere tdgliche Anschauung von belasteten
Strukturen sieht aber anders aus. Wenn man auf einer Baustelle iiber ein Brett geht, so
biegt sich dieses durch. Ein belasteter Autoreifen hat, je nach Einstellung der Lenkung,
ein anderes Aussehen. Ein Schwamm, den man zusammendriickt, wird diinner, d.h. alle
materiellen Korper deformieren sich unter einer dufieren Belastung. Die Annahme eines
starren Korpers ist daher nur eine sehr grobe Approximation der Beschreibung des wirkli-
chen Verhaltens von Bauteilen. Natiirlich ist diese Annahme in vielen Fillen ausreichend.
Andererseits erkennen wir auch, dass sich nicht alle Systeme, wie z.B. statisch unbestimmte
Strukturen, nur aus den Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Zur Berechenbar-
keit und auch fiir die genauere Vorhersage des Bauteilverhaltens ist die Kenntnis iiber die
Deformierbarkeit materieller Kérper notwendig. Einerseits nutzen wir das deformierbare
Verhalten von Gegenstédnden aus (Haushaltsgummis, Gummilager bei Briicken oder Ma-
schinen bzw. Fahrzeugen, Metallbleche, die zu Karosserieteilen eines Fahrzeugs geformt
werden, etc.) und andererseits darf die Deformation eines Bauteils nicht zu grof} sein, damit
wir Toleranzen von Bauteilgeometrien oder auch unserem Sicherheitsgefiihl Geniige tun
(man stelle sich hier eine sich sehr stark durchbiegende Deckenkonstruktion vor, die zwar

1 In Abschnitt 11.8 machen wir uns klar, dass sich solche Korper auch mit einer konstanten Geschwindigkeit
bewegen konnten. Letztere Annahme gilt auch in der Elastostatik.
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halten wiirde, bei der wir jedoch Unbehagen empfinden, wenn die Durchbiegung zu grof3
ist).

Wenn sich demnach ein Korper deformiert, so besteht die Frage nach der mathematischen
Beschreibbarkeit. Es muss ein Zusammenhang zwischen der Belastung (Kraft, Moment,
Strecken- oder Flidchenlasten, Eigengewicht, ...) und der Deformation existieren. Dieser
Zusammenhang hingt von den Lagerungsbedingungen, von den Materialeigenschaften
(Stahl, Kunststoff, Elastomer, Holz, Beton, etc.) und von der Form bzw. auch der H6he der
Belastung ab.

In der spdteren Praxis werden Ingenieure nicht nur mit der Gesamtdeformation konfron-
tiert, sondern auch mit den inneren Belastungszustidnden in Bauteilen. So dndert sich beim
Aufbringen einer Belastung der Abstand infinitesimal benachbarter materieller Punkte. Dies
ist verbunden mit den Begriffen Verzerrungen oder Dehnungen, welche von Punkt zu Punkt
in einem Bauteil unterschiedlich sein kénnen. Damit verbunden ist auch die Anderung des
Kraftzustands, wobei man anstelle von Kriften und Momenten eher den Begriff und die
Eigenschaften von (mechanischen) Spannungen heranzieht. Die zugehorigen Dimensionen,
Einheiten und natiirlich insbesondere deren Eigenschaften gilt es zu untersuchen. Zwi-
schen den von aufien eingebrachten Kriften und der Deformation muss ein Zusammenhang
existieren, der durch die Materialeigenschaften gegeben ist.? Diesen Zusammenhang gilt
es mathematisch zu beschreiben. In der Technischen Mechanik Ausbildung beschréinkt
man sich zunéchst auf einen linearen Zusammenhang, der sogenannten linearen Elastizitdt.
Diese Zusammenhinge zwischen Gleichgewicht, Kinematik und Materialeigenschaften,
fiir allgemein dreidimensional belastete Bauteile sowie einfachen Strukturen wie Stidbe und
auf Biegung und Torsion belastete Balken, werden in diesem Buch vermittelt.

Zur Vermittlung dieser Grundlagen wird folgende Gliederung gewihlt. Nach einem Ein-
stieg in Kapitel 6 in das eindimensionale deformierbare Verhalten von Zug-Druckstében,
beschreibt Kapitel 7 mehrdimensionale Spannungs- und Verzerrungszustinde. Neben der
allgemeinen dreidimensionalen Theorie werden auch spezielle zweidimensionale Problem-
stellungen angesprochen. Verschiedenste spezielle Spannungs- und Verzerrungsfille der
tdglichen Praxis sind hierbei anzusprechen. Eine Anwendung der Deformation von Bau-
teilen erfolgt insbesondere am Biegebalken bzw. am Torsionsstab. Ziel ist es eines der am
hiufigsten eingesetzten Konstruktionselemente, den Balken (hierunter sind alle stabférmi-
gen Bauteile zu verstehen), genau auf dessen Spannungs- und Deformationsverhalten zu
untersuchen. In der spéteren beruflichen Praxis geht es insbesondere um die Vorhersage der
maximalen inneren Beanspruchung, charakterisiert durch den Spannungszustand, sowie
der maximalen Deformation des Bauteils, was wir beispielhaft am Balken studieren.

Zum Abschluss der Balkentheorie gelangen wir zu einem Stabilitdtsphinomen, welches
von grof3er Bedeutung fiir die Auslegung in der Praxis ist. Jeder kennt das Phiinomen des
Driickens eines Lineals in Axialrichtung, bei dem dieses ab einer kritischen Kraft schlagartig
seitlich ausknickt. Dieses Phidnomen des Knickens von Stidben, insbesondere von Stiitzen
zum Aufnehmen von Druckkriften, ist daher von grof3er Bedeutung. Ziel ist es dieses sehr
kritische Bauteilverhalten bei der Auslegung der Konstruktion einzubeziehen, damit solche,
immer wieder Menschenleben fordernde, Versagensursachen nicht eintreten.

2 Ein Stahl verhilt sich anders als ein Polymer. Holz, Beton, Boden, Metalle, Kunststoffe, Elastomere, etc.
weisen alle unterschiedliche Steifigkeiten auf, so dass Materialeigenschaften individuelle, auf das Material
bezogene, Grundeigenschaften sind, wiahrenddessen Gleichgewicht oder die Beschreibung der Kinematik
allgemeingiiltige Aussagen sind.
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(a) Seilbahnrollen (b) Baggerarm
Abb. 1 Mechanische Rollen- und Gelenksysteme.

Abschlieflend vermittelt Kapitel 9 energetische Begriffe, wie zum Beispiel die Form-
dnderungsenergie, die potentielle Energie oder auch die virtuelle Energie. Mit diesen
sogenannten Energiemethoden lassen sich Bauteile ebenfalls, und in einigen Fillen sogar
erheblich effizienter, berechnen. Dariiber hinaus représentieren diese Aussagen die Grund-
lagen moderner numerischer Berechnungsverfahren, wie die Methode der finiten Elemente,
siehe zum Beispiel (Bathe, 2002). Dieses Verfahren wird heutzutage vorwiegend im Be-
reich der Technik eingesetzt, um komplexe Vorginge in Systemen aufgrund mechanischer,
thermischer und elektrischer Ursachen vorherzusagen.

In der traditionellen Unterteilung der Technischen Mechanik beschreibt die Dynamik
starrer Korper (Teil 111 des Buches) die Bewegung von Punktmassen und starren Korpern
unter dufleren Kriften, was man iiblicherweise im Zusammenhang der Grundlagenaus-
bildung im Ingenieurstudium als Dynamik® bezeichnet. Die eigentliche Deformation des
betrachteten Korpers wird dabei ausgeschlossen. Wir haben es also mit einer Erweiterung
der zuvor behandelten Betrachtungen zu tun, bei dem der Fall der Statik fester und de-
formierbarer Kérper auf beliebige Bewegungen von starren, also nicht-deformierbaren,
Korpern erweitert wird. Dabei beginnen wir zunéchst mit der Bewegung von Punktmassen*.
Aufbauend auf diesen Untersuchungen eines Punktes schlief3t sich die Frage an, wie sich
ein beliebiger Korper mit einer endlichen rdumlichen Ausdehnung bewegt. Dabei wird eine
Einschriankung beriicksichtigt, ndmlich diejenige, dass sich dieser nicht deformiert, wie
dies in der Elastostatik zugelassen ist. Der Abstand zweier materieller Punkte, also zweier
Punkte denen wir eine Masse zuordnen und die sich in einem gemeinsamen zusammen-
hingenden Gebiet im Raum befinden, ist dabei konstant wihrend der Bewegung. Diese
Eigenschaft muss bei der Beschreibung der Starrkérperbewegung beriicksichtigt werden.
Solche Problemstellungen treten in einer Vielzahl von Problemstellungen auf. In Abb. 1 sind
zwei Beispiele von sich bewegenden Rollen, Seilen, Gelenken, Starrkorpern, etc. aufgefiihrt.
Es geht dabei zunichst um die Beschreibung der reinen Bewegung, was als Kinematik
bezeichnet wird, siehe Kapitel 10.

3 Teilgebiet der Physik, welches sich mit dem Einfluss von Kriften auf die Bewegung von Korpern
beschiftigt.

4 Dies sind Punkte denen wir eine Masse zuordnen, deren rdumliche Ausdehnung jedoch nicht spezifiziert
ist. Dies konnte zum Beispiel ein Ball sein, dessen rdumliche Ausdehnung aufierachtgelassen wird — was
die Approximation des wirklichen Verhaltens darstellt. Es konnte aber auch ein Himmelskorper oder ein
Flugzeug reprisentieren, je nachdem welche physikalischen Eigenschaften man beschreiben méchte. Damit
werden die Beschreibung und die Effekte von Drehbewegungen ausgeschlossen.

5 Wir lassen es also in der physikalischen Modellierung der Bewegung zu, dass die Deformation des in
Fufinote 4 erwdhnten Balles aufierachtgelassen wird, die Rotation des Balles wird jedoch in die Betrachtungen
mit einbezogen.
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Alle Bewegungen werden dabei durch dufiere Belastungen verursacht, wie zum Beispiel
Krifte und Momente. Letztere treten bei der sogenannten Bilanzierung eines materiellen
Korpers auf, den wir uns aus seiner Umgebung herausgeschnitten vorstellen. Insbesondere
miissen fiir die hier vorliegende Problemstellung die Massen konstant und die Bewegungs-
dnderungen mit dufieren Kriften und Momenten verbunden sein. Dies wird in Kapitel 11
angesprochen und die Konsequenzen der Bilanzierung auf die Moglichkeit der Beschrei-
bung der Bewegung diskutiert. Die hier vermittelten Kenntnisse zur Beschreibung der
Bewegung von Punktmassen und starren Korpern werden in weiterfiihrenden Vorlesungen
fiir schwingende Systeme, der Bauwerkdynamik, der Robotik, der Maschinendynamik, der
Akustik, der Wellenausbreitung, etc. wieder aufgegriffen.

Erneut greifen wir auf energetische Aussagen in Kapitel 12 zuriick, da mit diesen Formu-
lierungen zum einen schnellere Berechnungsmaoglichkeiten vorliegen und zum anderen
Begriffe wie kinetische und potentielle Energie sowie Leistung und Arbeit verdeutlicht
werden.

Abschliefiend diskutiert Kapitel 13 den Fall des Stofles zweier Korper, der nicht nur bei
dem Zusammenstof3 zweier Kugeln eines Spielzeugs, sondern insbesondere bei der Kollision
von Korpern, wie zum Beispiel von Fahrzeugen oder Bauteilen, von Interesse ist.

Im Rahmen der Technischen Mechanik Ausbildung gibt es eine Vielzahl an Lehrbiichern,
die sich zum Teil seit Jahrzehnten etabliert haben. Eine sehr kleine Auswahl sind zum
Beispiel (Balke, 2008; Gross et al., 2007; Hagedorn, 1990; Hibbeler, 2006a), sowie vertiefende
Werke wie zum Beispiel (Gummert and Reckling, 1987; Lehmann, 1984; Szabo, 1984), deren
inhaltlicher Wert zum Lesen motiviert. Der Autor verweist zum Teil auf graue Literatur, siehe
(Haupt, 2000), probiert jedoch die darin erwdhnte Darstellung hier zu {ibertragen. Es wird
natiirlich jedem Leser empfohlen andere Werke zum weiteren Verstandnis anzuschauen. Da
in diesem Buch jedoch einige Themengebiete auf andere Art und Weise motiviert werden,
wird die nachfolgende Darstellung und Nacharbeit empfohlen. Dariiber hinaus seien die
Lehrbiicher (Gross et al., 2006; Hauger et al., 2006; Hibbeler, 2006b; Mahnken, 2009) im
Bereich der Dynamik zitiert.
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Einfiihrung in die Vektorrechnung

Neben skalarwertigen physikalischen Gréfien, wie Temperatur, Dichte, etc. gibt es weitere
mathematische Grofien, die mehr Informationen als nur den reinen Zahlenwert haben.
Zum Beispiel kann man Grofien definieren, die mit einer Richtung sowie einem Maf der
Grofie bzw. Intensitit, die eine Wirkung in diese Richtung beschreibt, ausgestattet sind.
Dieses Maf} bezeichnen wir im Folgenden als Betrag. Solche Grofien, die Richtung und
Betrag reprédsentieren, nennt man geometrische Vektoren. Die Bezeichnung “geometrisch”
soll eine Unterscheidung zu Spaltenvektoren der Matrizenrechnung andeuten, die wir noch
kennenlernen werden, dass Spaltenvektoren (auch Spaltenmatrizen oder Tupel bezeichnet)
nicht die Information der zugrundeliegenden Basis enthalten, d.h. auch der Begriff der
Basis bedarf einer Erlduterung. Der Begriff “geometrisch” kann aber auch missverstiandlich
sein, da auch Kraftvektoren, denen die physikalische Dimension einer Kraft zugeordnet ist,
damit impliziert sein sollen. Im Folgenden wird trotzdem der Begriff des geometrischen
Vektors verwendet.

Durch unsere téglichen Beobachtungen kennen wir solche Grofen, die eine Richtung und
eine Intensitit (Betrag) haben, wie zum Beispiel Geschwindigkeiten, Beschleunigungen,
Verschiebungen, Krifte, etc. Diese Grofien weisen in eine Richtung und sie haben einen
spezifischen Zahlenwert.

1.1 Grundgedanken der Vektorrechnung

Wenn man solche neuartigen mathematischen Objekte einfiihrt, die nicht nur durch einen
Zahlenwert, sondern auch durch eine Richtung beschrieben werden, so miissen wir auch
zugehorige Rechenoperationen definieren. Zunichst vereinbaren wir eine Notation, die
sich von einem reellwertigen Zahlenwert a € R unterscheidet. Reellwertige Zahlenwerte
bezeichnet man als Skalare. Wir verwenden einen Pfeil, der {iber dem Symbol steht, um
einen geometrischen Vektor (mathematische Gréf3e mit einer Richtungsaussage und einem
Betrag) zu kennzeichnen d, d.h. a # a!

Als Erstes sind wir an der Addition zweier geometrischer Vektoren, a+ 5, sowie der
Multiplikation mit einem skalaren Zahlenwert ad, a € R, interessiert. Hierzu betrachten wir
den Euklidischen Punktraum. Ein Vektor d wird definiert als Verbindung zweier Punkte P

Technische Mechanik, 2. Auflage. Stefan Hartmann
© 2024 Wiley-VCH GmbH. Published 2024 by Wiley-VCH GmbH.
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S
Vektor-
. R ° \ addition
i=RS
(a) Beschreibung eines geometrischen Vek- (b) Vektoraddition

tors

Abb. 1.1 Grundlegende Definition geometrischer Vektoren.

und Q, wobei die Reihenfolge der Punkte Pund Q (P, Q) # (Q, P))! die Richtung beschreibt,
sieche Abb. 1.1a. Der Vektor a = PQ zeige vom Punkt P zum Punkt Q, was durch den
Fufipunkt des Vektors in P und der Spitze des Vektors in Q beschrieben wird. Der Abstand
zwischen P und Q gibt den “Betrag”, d.h. den physikalischen Wert an.? Offensichtlich gibt
es nicht nur ein Punktepaar, welches den gleichen Abstand und die gleiche Orientierung
im Raum hat. Der Vektor d = RS in Abb. 1.1a hat ebenfalls die gleiche Richtung und den
gleichen Betrag. Fiir die Vektoraddition nutzt man genau diese Eigenschaft aus, da eine
Parallelverschiebung des Fufipunktes von bin die Spitze von @ durchgefiihrt wird, siehe
Abb. 1.1b. Der resultierende Vektor @ + b beginnt im FuBpunkt von a und endet in der
Spitze von b.

Ein spezieller Vektor ist der Nullvektor 0, dessen Betrag null ist und dessen Orientierung
beliebig ist. 0 = PP wire zum Beispiel ein solcher Vektor.

Wir betrachten als Néchstes die Multiplikation eines geometrischen Vektors d mit einem
Skalar A € R, also Aa. Hierbei gehen wir davon aus, dass Aa = dA gilt, also die Vertauschung
von Vektor und Skalar zur gleichen Losung fiihrt. Der Vektor d wird um den Faktor 1
verldngert fiir 2 > 1, d.h. der Betrag wird um den Faktor 1 grofer. Den Betrag des Vektors d
schreiben wir in der Form |d|, was einer nicht-negativen reellen Zahl entspricht, |a| > 0,
|a| € R*. Die Aussage |a| = 0 gelte nur fiir den bereits eingefiihrten Nullvektor |d| = 0 <
d=0.Istalso A > 050 gilt

|Aa| = A|a| VA > 0. (1.1)

Der Vektor wird kiirzer fiir 0 < 4 < 1 und fiir 4 < 0 dndert sich neben dem Betrag (Linge)
der Richtungssinn, siehe Abb. 1.2 fiir = —1. Fiir A = —1 erhélt man das inverse Element,
siehe Definition 1.1. Fiir A < 0 gilt auch |Ad| = |1]|d|.

Fiir diese Definitionen der Vektoraddition und der Multiplikation mit einem Skalar
werden die sogenannten Vektorraumaxiome erfiillt:

1 Die Reihenfolge der Punktbezeichnung ist fiir die Definition von Vektoren notwendig, d.h. sie miissen ein
geordnetes Punktepaar (P, Q) darstellen, bei der es auf die Reihenfolge ankommt.

2 Hierbei ist unsere Anschauung mit dem uns umgebenden Raum gekoppelt. Bei Vektoren, die eine physika-
lische Bedeutung haben, d.h. zum Beispiel eine Kraft, ist der Punktraum gekoppelt mit einer physikalischen
Bedeutung und entzieht sich zunéchst unserer Vorstellung eines geometrischen Abstandes, da der Abstand
der Punkte P und Q die Dimension einer Kraft hat.



1.1 Grundgedanken der Vektorrechnung

ST

~ _ bzw. —aZ Abb. 1.2 Anderung der
—i=(-1)a a Richtung, 4 = —1.

Definition 1.1 (Vektorraum, linearer Raum) .
Ein reeller Vektorraum (linearer Raum) besteht aus einer Menge von ElementenV = {a, b, c, ...}

und es existiere die Addition der Elemente a + B 1 VXV =V, welche auf ein Element aus V
der gleichen Menge fiihrt. Diese Elemente bezeichnet man als Vektoren, wenn sie die folgenden
Eigenschaften haben:

(A1) Assoziativitdt

@+b)+i=d+(b+07) (1.2)
(A2) Existenz eines neutralen Elementes

i+0=d (1.3)

(A3) Existeng eines inversen Elementes

G+d=0 mit da=-a=(-1a (1.4)

(A4) Kommutativitdt

d+b=b+d (1.5)

Des Weiteren miissen folgende Eigenschaften bei der Multiplikation mit einem skalaren Wert
a € R unter der Annahme ad € V erfiillt sein:

(M1) Assoziativitiit

(ap)a = a(Ba) (1.6)
(M2) Distributivitdt

(@ +b) = ad + ab (1.7)
(M3) Distributivitdt

(a+pB)d=aa+pa (1.8)
(M4) Identitdt

la=ad (1.9)

In diesem Fall sind die Elemente aus V Element des linearen Raumes oder reellwertigen
Vektorraumes und werden Vektoren bezeichnet.? O

3 Bei genauerer Betrachtung sind die reellen Zahlen selbst oder auch Matrizen — und eine Reihe weiterer
mathematischer Objekte — Vektoren, also Elemente des linearen Vektorraums (ohne Beweis).

5
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Man kann zeigen, dass geometrische Vektoren die Vektorraumaxiome (1.2)-(1.9) erfiil-
len, was hier nicht explizit bewiesen wird, jedoch mit den geometrischen Betrachtungen
durchfiihrbar ist.

Wir konnen derzeit noch nicht mit Zahlenwerten arbeiten, um spiter fiir technische
Anwendungen gesuchte physikalische Grofien zu gewinnen bzw. mit geometrischen Vek-
toren auch zu rechnen. Hierzu bedarf es zunéchst noch der Definition des sogenannten
Skalarproduktes, d.h. einem Produkt zweier geometrischer Vektoren, welches einen Skalar
liefert, sowie der Beschreibung der sogenannten Komponentendarstellung. Dies wird in
Abschnitt 1.2 behandelt.

Bevor wir die Komponentendarstellung von Vektoren betrachten, fiihren wir einen Ein-
heitsvektor € ein, also einen Vektor, dessen Betrag (Linge) 1 ist, |€] = 1. Dieser wird
verwendet, um die Richtung im Raum anzugeben. Sei @ # 0 ein beliebiger Vektor, d.h.
|d| # 0, so kénnen wir unter Ausnutzung von (1.6)

i
G- lad 5_ |a|(—q a)= a1 (1.10)
al al
—— ————

5

e

-

schreiben, d.h. € gibt die Richtung des Vektors @ an und der Betrag |d| liefert die Linge des
Vektors.

|m

(1.11)

N
e =

Qal

ist der Einheitsvektor in Richtung von a, siehe Abb. 1.3a, und es lisst sich leicht zeigen, dass
dieser die Linge 1 besitzt,

N 1. 1
lel =|=:a| = —=:la| =1
lal lal

Fiir die Herleitung der Komponentendarstellung von Vektoren benétigen wir eine
wichtige Definition, ndmlich diejenige der linearen Abhédngigkeit von Vektoren.

Ql

a3gs

N
Q
2

1 a1q -
191 a2do
(a) Einheitsvektor € = ad/|a| (b) Darstellung eines Vektors durch seine Vektor-
und Betriige komponenten

Abb. 1.3 Betrag und Vektorkomponenten eines Vektors a.
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Definition 1.2 (Lineare Abhingigkeit)
Die Vektoren d,, ds, ..., d,, € V werden linear abhingig bezeichnet, wenn Zahlen ay, &, ..., Gy,
€ R existieren, die nicht alle verschwinden und fiir die die folgende Bedingung gilt:

m
z aiC_ii = alal + azaz + ...+ am(_im =0 (112)
i=1

Falls GL(1.12) nur fiir alle o; = 0 erfiillt ist, bezeichnet man die Vektoren 4;,i=1,..,m, linear
unabhdingig. ]

Im iiblicherweise angenommenen dreidimensionalen Raum gibt es maximal drei linear
unabhiingige Vektoren. Wir nennen diese §i € V,i=1,2,3.D.h. jeder weitere Vektor, hier
d eV, lisst sich dann durch diese in einer Linearkombination darstellen:

d=a8 + g+ a8 (1.13)

Die Faktoren «;, i = 1, 2, 3, bezeichnet man als Koeffizienten der Vektorkomponenten und die
Vektoren g;, i = 1,2, 3, definieren die zugehdrige Basis. Die Vektorkomponenten sind hier
die GréRen ;g;. Diese Bezeichnungen (Koeffizienten, Komponenten) werden aber in der
Literatur sehr unterschiedlich gehandhabt. Zum Beispiel werden hiufig die skalaren Werte
a;, i =1,2,3, auch als Komponenten des Vektors bezeichnet. In Abb. 1.3b ist die grafische
Veranschaulichung der Vektorkomponenten wiedergegeben. Die Orientierung der Vektoren
&, 1=1,2,3, kann dabei beliebig sein. Sie sollen lediglich linear unabhiingig voneinander
sein, d.h. ein Vektor g; soll sich nicht durch eine Linearkombination der anderen beiden
Vektoren darstellen lassen. Unter Ausnutzung der Beziehungen (1.2), (1.5) und (1.8) gilt fiir
die Vektoraddition zweier Vektoren

d=ad + a8 + a8 (1.14)
und

b= big, + byg, + bags (1.15)
sowie der speziellen Anordnung

d+b=a,8 + a8 + ;83 + b8 + byg) + bygs =

-

a b

= (a; + b))g, + (a, + by)g, + (a3 + by)gs, (1.16)

d.h. die Koeffizienten der Vektoren d und Ewerden addiert (dies gilt nur, wenn sich beide
Vektoren auf die gleichen Basisvektoren §i, i =1,2,3, beziehen).

Beispiel 1.1 (Vektoraddition)

Gegeben seien die Basisvektoren g,, g, und g, die nicht unbedingt orthogonal aufeinan-
derstehen miissen. Zudem miissen diese Vektoren keine Einheitsvektoren sein. Gewdhlt
sinda = g, — g, + 2g; und b = 2g, — 2g;, d.h. es liegen die Vektorkoeffizienten a; = 1,
a, = —1und a; = 2 sowie b; = 0, b, = 2 und b; = —2 vor. Die Summe der beiden

7
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Vektoren G + b lautet dann
d+b=(a+b)g + (ay+by)3 + (a3 + b3)g; = & + &

O

Die Multiplikation des Vektors a aus Gl.(1.14) mit einem Skalar 1 € R liefert unter
Verwendung der Beziehungen (1.6) und (1.7)

Ad = Aa,8) + B8, + a:83) =
= (ay)g; + (1a,)g; + (Aas)gs, (1.17)
d.h. jeder Koeffizient a;, wird mit dem Faktor 1 gewichtet.

Die Darstellung eines Vektors din Abhingigkeit der Basisvektoren g,1=1,2,3,siehe
GlL.(1.14), ist zudem eindeutig: Nimmt man an, dass der gleiche Vektor unterschiedliche
Koeffizienten hitte, a; # a;‘, d.h. es gibe die Darstellungen

d=ag + G+ a8 = ag + a8 + a8,
so wiirde aus den Vektorraumaxiomen (1.2)-(1.9) bei Subtraktion, siche G1.(1.17),
d—d=(a —a)f +(a,— a)F + (@ — a})g =0
resultieren. Dies ist nur dann erfiillt, wenn die Koeffizienten q; = a;", i =1,2,3,identisch
sind (siehe Definition 1.2 fiir linear unabhingige Vektoren g;,i = 1,2, 3).

Die Verwendung beliebiger Basisvektoren §i, i =1,2,3, ist fiir unsere Zwecke nicht dien-
lich, zumal |g;| # 1 sein kann und daher der Betrag q; in eine Richtung keine physikalische
Grofie angibt. Des Weiteren kommt es der Anschauung néher, orthogonale Richtungen
auszuwihlen. Daher wihlen wir Basisvektoren &;,i = 1,2, 3, deren Betrag (Ldnge) eins ist,
|&;] = 1,i = 1,2, 3, und die aufeinander senkrecht stehen,

C_i = algl + azgz + a353. (118)

Dann gibt jeder Koeffizient a;, i = 1, 2, 3, eine “Linge” wieder, siche Abb. 1.4. Der Vektor a
wird also in der Komponentendarstellung durch drei Zahlen a;,i = 1, 2, 3, sowie der Basis e,
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1.1 Grundgedanken der Vektorrechnung
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Abb. 1.5 Darstellung eines Vektors und dessen Koeffizienten in einem gedrehten Basissystem
(ebener Speziallfall) sowie die Drehung von ebenen Basisvektoren.

i = 1,2, 3, beschrieben, auf die sich die Koeffizienten des Vektors d beziehen. Hat man nur
ein Basissystem &;, i = 1,2, 3, so ldsst man die Basisvektoren fort und schreibt den Vektor in
Spaltenform

a=1{a, }, aeR’. (1.19)

Diese Darstellung wird iiblicherweise in der Schulmathematik verwendet. Hierbei muss
jedoch betont werden, dass d # a gilt. Zudem gibt es Problemstellungen bei denen un-
terschiedliche Basissysteme verwendet werden, so dass die nicht eindeutige Darstellung
(1.19) vermieden und nur die Darstellung (1.18) angewendet wird. Haben wir namlich zwei
unterschiedliche Basissysteme ¢,i=1,2,3,und gi, i =1,2,3, siche Abb. 1.5a fiir das ebene
Problem, so hat der gleiche Vektor a die Darstellungen

- - - - A 3 A S A 3
a = a,e; + ae, + aze; = a,e; + 4,6, + 4ses, (1.20)

wobei die Koeffizienten a; € R verschieden zu den Koeffizienten d; € R sind. Es ist jedoch
der gleiche Vektor a, lediglich die gewihlten Komponenten sehen unterschiedlich aus.
Somit sind auch die Koeffizienten des Vektors andere und die Darstellung (1.19) ist nicht
eindeutig.

Bei allen Rechenoperationen der Vektorrechnung konnen nur die Zahlenwerte der Ko-
effizienten a; spezifiziert werden, d.h. bei allen mathematischen Operationen stellen die
Basisvektoren ¢; lediglich Symbole dar, die die Richtung angeben. Letztere kénnen zahlen-
miBig nicht angegeben werden. Lediglich der Betrag (Liinge) ist bekannt, |¢;| = 1,i = 1,2, 3,
und die Richtungen sind vorgegeben.

Beispiel 1.2 (Wechsel des Basissystems)

Es seien der Vektor

a = algl + azé)z = 381 + 382 (1.21)
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