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Vorwort 

Dieser Band widmet sich traditionellen und aktuellen Themen mit Beiträgen, 

die einen Einblick in historische und heutige Entwicklungen der Mathematik-

didaktik geben. Sie verdeutlichen den immerwährenden Wandel, der (zumeist) 

durch Fortschritt, aber auch (gelegentlich) durch Rückschritt geprägt ist.  

Die jeweiligen Analysen sind bestimmt durch fokussierte und komparative 

Zugriffe sowie durch kritische und evaluative Betrachtungen. Im Zentrum 

stehen Fragen zur Tauglichkeit, zum Nutzen und zur Wirksamkeit dessen, 

was beim Lehren und Lernen von Mathematik geschieht: Was ist geeignet, 

was ist erprobt? Was ist verlässlich, was ist aussichtsreich? Was ist geprüft, 

was ist förderlich? 

Gegliedert ist der Band wie folgt:  

I. Didaktische Theorien und Konzepte 

II. Lehrpläne, Schulbücher und Unterrichtsprinzipien 

III. Medien und Technologien zum Lehren und Lernen von Mathematik 

Mit mehreren aus einer Vielzahl sich anbietender Fragestellungen befassen 

sich die Beiträge in den einzelnen Kapiteln. 

• So finden sich in Kapitel I Analysen aus Bezugswissenschaften der Mathe-

matikdidaktik sowie Studien über Schultraditionen und Vorgehensweisen im 

Lehramtsstudium. Gezielte Maßnahmen können dazu beitragen, grundle-

gende Theorien und Konzepte für den Mathematikunterricht zu entwickeln 

und an aktuelle Bedürfnisse anzupassen, zugleich dürfte es aber vermehrt 

geboten sein, Qualität und Effektivität von Ansätzen im Lehramtsstudium 

empirisch zu untersuchen. Denn das, was zukünftige Lehrkräfte während ih-

res Studiums lernen, hat einen wesentlichen Einfluss auf ihre spätere Tätig-

keit in Schule und Unterricht. Damit wird Entwicklungs- und Implementati-

onsforschung über relevante berufliche Qualifikationen zu einem unver-

zichtbaren Bestandteil des Lehramtsstudiums. 

• Vergleichende Studien zu Lehrplänen, Schulbüchern und Unterrichtsprin-

zipien enthält das Kapitel II. Untersuchungen dieser Art ermöglichen es, Ge-

meinsamkeiten, Unterschiede und Spannungsverhältnisse herauszuarbeiten. 

Um die Kluft zwischen Ansprüchen und Ergebnissen des Mathematikunter-

richts zu überwinden, erscheint es angezeigt, die im Laufe der Zeit curricular 

etablierten Unterrichtsinhalte und praktizierten Vorgehensweisen kritisch zu 

reflektieren und so nutzbringende Einsichten zu gewinnen. 

• Mit innovativen medialen und technologischen Entwicklungen, die das 

Lehren und Lernen im Fach Mathematik maßgeblich bereichern können, 
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befassen sich die Beiträge im Kapitel III. Digitale Medien und Werkzeuge 

wie geometrische Software oder Computeralgebrasysteme bieten vielfältige 

Varianten zur Verwendung bei Lern- und Problemlöseprozessen im Mathe-

matikunterricht. Durch den Einsatz digitaler Hilfsmittel wird der Umgang 

mit formalen, symbolischen und technischen Elementen der Mathematik ge-

fördert. Rechenaufwand lässt sich auslagern, sodass der Fokus auf Verständ-

nis und Reflexion liegt. Neuerdings bietet die Künstliche Intelligenz (KI) 

Möglichkeiten, Lehrpersonen bei der Unterrichtsplanung zu unterstützen. 

Die Vorteile sollten erkannt, ihre Einschränkungen aber nicht unbeachtet 

bleiben. KI liefert hilfreiche Impulse, die mit eigenen Ideen verknüpft wer-

den müssen. Insbesondere kann die Analyse der von Chatbots erstellten Auf-

gabenbearbeitungen KI-Eigenheiten aufzeigen. Lehrende sollten sich also 

bewusst sein, dass der Einsatz von Sprachmodellen nicht voraussetzungsfrei 

ist. Chatbots können beim Lösen mathematischer Aufgaben helfen, aber die 

letztliche Entscheidung und Verantwortung liegt beim Menschen. Ein intel-

ligentes Zusammenwirken von künstlicher und menschlicher Intelligenz ist 

essentiell. 

Die vorliegenden Beiträge beinhalten also geschichtliche Analysen zum Ma-

thematiklernen, vergleichende Untersuchungen von Schulbüchern im Fach Ma-

thematik sowie auf ihre Zielsetzung hin betrachtete mathematikdidaktische 

Konzepte. Sie thematisieren aber auch jüngere Trends im Mathematikunterricht, 

die methodische, mediale und technologische Fragestellungen betreffen. 

Insgesamt kommen sowohl Konzeptionen zur Ausbildung angehender Lehr-

kräfte in Mathematik als auch Innovationen zur Gestaltung mathematischer 

Lehr-Lern-Prozesse von Kindern und Jugendlichen zur Sprache. Die Beiträge 

bieten Aufschlüsse, abgestützte Entscheidungen für die Zukunft zu treffen. 

Mathematik ist in Ungarn traditionell von hoher kultureller und wissen-

schaftlicher Bedeutung. Intention der Buchreihe „Mathematiklehren und  

-lernen in Ungarn“ ist es, die beispielgebende Rolle des Landes und den inspi-

rativen Austausch über Grenzen hinweg zum Ausdruck zu bringen. 

Ganz in diesem Sinne haben sich etliche Autorinnen und Autoren aus meh-

reren Ländern – und vielfach im Team – an diesem Band beteiligt.  

Für die mathematikdidaktisch gehaltvollen und gewinnbringenden Artikel 

sei ihnen allen herzlich gedankt. 
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Barbara DROLLINGER-VETTER, Zürich 

Verknüpfen, Verdichten und Auffalten als zentrale Prozesse des 

Verstehens und ihr Zusammenhang mit Verstehenselementen 

Kurzfassung: In Aeblis Theorie des Strukturaufbaus sind die Prozesse des Ver-

knüpfens, Verdichtens und Auffaltens zentral für das Verstehen. Während Ver-

knüpfen im Zusammenhang mit Verstehensprozessen in der Mathematikdidak-

tik seit Langem ein wichtiges Thema darstellt, sind die anderen beiden Prozesse 

weniger bekannt. Im vorliegenden Beitrag werden diese drei Prozesse in einer 

neuen Visualisierung dargestellt, die Aeblis Grundgedanken zwar beibehält, 

aber größere Flexibilität ermöglicht als Aeblis ursprüngliche propositionale 

Schemata. Des Weiteren wird aufgezeigt, welche Funktion diesen Prozessen 

im Verstehensmodell von Drollinger-Vetter zukommt. Das Ziel des Beitrags 

besteht darin, die Bedeutung dieser Prozesse für das Nachdenken über Verste-

hensprozesse herauszuarbeiten und anschaulich aufzuzeigen, wie das Konzept 

der sogenannten „Verstehenselemente“ darauf aufbaut. 

Title: Connecting, condensing, and unfolding as pivotal processes of under-

standing and their relation to core components of understanding 

Abstract: In Aebli’s theory of cognitive structures, the processes of connecting, 

condensing, and unfolding are pivotal to understanding. While connecting has 

long been an important topic in mathematics education with regard to processes 

of understanding, the other two processes are less well known. In this article, 

these three processes are presented in a new visualisation that retains Aebli’s 

basic ideas but allows greater flexibility than Aebli’s original propositional 

schemata. Furthermore, the function of these processes in Drollinger-Vetter’s 

model of understanding is explained. The aim of the article is to point out the 

significance of these processes for thinking about processes of understanding 

and to illustrate how the concept of the so-called “core components of under-

standing” is based on them. 

Classification: C30, C70 

Keywords: Aebli’s theory of cognitive structures, core components of under-

standing, connecting, condensing, unfolding, levelling 

Im Folgenden werden in Abschnitt 1 zuerst die zentralen Grundannahmen von 

Aeblis (1994) Strukturaufbautheorie1 vorgestellt. Anhand von Aeblis (1978) 

Aufbauschema zum Begriff „Zeuge“ wird die propositionale Darstellung der 

in dieser Theorie grundlegenden Prozesse kurz illustriert. Anschließend wird 

eine vereinfachte, abstrahierte Darstellung der Prozesse vorgestellt. In 

 
1 Aebli (1994) spricht statt von „Strukturaufbau“ auch von „Begriffsaufbau“.  
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Abschnitt 2 wird diese vereinfachte Darstellung der Prozesse zusammen mit 

dem auf diesen Prozessen aufbauenden Begriff der Verstehenselemente ver-

wendet, um das Verstehensmodell von Drollinger-Vetter (2011)2 zu beschrei-

ben. Dieses Modell kann als eine stark vereinfachte Version eines Aufbausche-

mas von Aebli aufgefasst werden und ebenfalls als Grundlage für das Nach-

denken über Verstehensprozesse und ihre Unterstützung im Unterricht dienen. 

1. Aeblis Theorie des Strukturaufbaus 

Aus einer kognitiv-konstruktivistischen Sicht bedeuten Lernen und Verstehen 

das Aufbauen von kognitiven Strukturen (z.B. Aebli, 2001; Hiebert & Carpen-

ter, 1992; Reusser, 1998, 2006; zurückgehend auf Piaget, 1973).3 Neues Wis-

sen wird aus dem bereits vorhandenen Wissen heraus konstruiert. Das heißt, 

wenn beispielsweise ein neuer Begriff gelernt werden soll, so muss dieser aus 

bereits verstandenen Begriffen entwickelt werden. Vereinfacht lässt sich dies 

im Sinne von Aebli (1994) so erklären, dass an bereits bestehenden kognitiven 

Strukturen, die als Netze zu denken sind, neue Netzteile angeknüpft werden. 

Diese neuen Netzteile bilden die Bedeutung des neuen zu verstehenden Be-

griffs. Der Begriffsname (z.B. „Zeuge“) wiederum fungiert vereinfachend dar-

gestellt als Label zu diesem Netzteil. Damit ein neuer Begriff flexibel verwen-

det werden kann, ist gemäß Aebli (1994) neben den Prozessen des Verknüp-

fens, Verdichtens und Auffaltens auch noch der Prozess des Einebnens erfor-

derlich. 

Im Folgenden werden diese vier kognitiven Prozesse Bezug nehmend auf Aebli 

theoretisch beschrieben und anschließend in zwei Varianten dargestellt: Unter 

der Überschrift „Aeblis Darstellung“ wird der Prozess zuerst in Form der 

propositionalen Darstellung4 von Aebli am Beispiel des Begriffs „Zeuge“ il-

lustriert. Diese Darstellungen beziehen sich alle auf die folgende Erklärung: 

 

2 Drollinger-Vetter entwickelte das Modell im Rahmen der sogenannten „Pythagoras-

Studie“ (Klieme et al., 2009). 
3 Mit kognitiven Strukturen sind nicht nur einzelne Begriffe wie „blau“ oder „Zeuge“ ge-

meint, sondern beispielsweise auch mathematische Sätze wie der Satz des Pythagoras. 

Deshalb werden die Termini „Begriff“ und „Konzept“ im Folgenden parallel und teil-

weise auch austauschbar verwendet, wobei ein Konzept in der Regel inhaltlich umfassen-

der zu verstehen ist als ein Begriff. In der Mathematik werden Begriffe definiert und Sätze 

müssen bewiesen werden; dies ist die Art und Weise, wie die Disziplin ihre Strukturen 

und Inhalte deduktiv ordnet. In der Mathematikdidaktik wird deshalb mitunter zwischen 

dem Lernen von Begriffen und dem Lernen von mathematischen Sätzen unterschieden 

(z.B. Vollrath, 2001), was aus kognitionspsychologischer Sicht jedoch nicht nötig ist. 
4 Aebli verwendet eine propositionale Darstellung, die sich an der Aussagenlogik orien-

tiert (Aebli, 1993). Eine Proposition ist gemäß Aebli eine Aussage. 
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Ein Auto und ein Motorrad stoßen zusammen. Peter, der zur Schule geht, beo-

bachtet diesen Zusammenstoß. Er berichtet seine Beobachtung der Polizei. 

Dieser Peter ist ein Zeuge (vereinfacht nach Aebli, 1978, S. 619). 

Unter der Überschrift „Vereinfachte Darstellung“ wird anschließend jeweils 

eine neu konzipierte vereinfachte, abstrahierte „dreidimensionale“ Darstellung 

vorgeschlagen, welche die Prozesse anschaulicher machen soll und für das in 

Abschnitt 2 zu erläuternde Verstehensmodell zentral ist.  

1.1 Verknüpfen 

Die Vorstellung, dass Mathematik zu verstehen bedeutet, Verknüpfungen zu 

machen und Sinn herzustellen, ist weit verbreitet (Aebli, 1994; Hiebert & Car-

penter, 1992; Hiebert & Grouws, 2007). Aebli (1994, 1978) betrachtet jedoch 

eine sehr spezielle Art von Verknüpfungen, nämlich diejenigen zwischen Vor-

wissenselementen: Durch das Verknüpfen5 von bestehenden Wissenselemen-

ten entstehen neue Netzteile. Wenn sich das Verständnis weiterentwickelt, ver-

ändern sich auch die Netze: Weitere Elemente und Verknüpfungen kommen 

hinzu, alte werden gelöscht und bisherige Netzteile werden umstrukturiert. 

Aeblis Darstellung 

In den Beispielen von Aebli werden Verknüpfungen meist durch Verben be-

zeichnet. So werden beispielsweise die Begriffe „Peter“ und „Schule“ durch 

das Verb „gehen“ zu „Peter geht zur Schule“ verknüpft. In propositionaler Dar-

stellung wird dies als „GEHEN (peter, schule)“ notiert. 

Vereinfachte Darstellung 

Die Ellipsen in Abbildung 1 stellen Elemente des Vorwissens dar, während die 

verbindenden Linien die Verknüpfungen zwischen diesen Elementen symboli-

sieren, wodurch ein einfaches Netz entsteht.  

 

Abb. 1: Verknüpfung von Vorwissenselementen (eigene Darstellung) 
 

Da die Netze kontinuierlich größer und „unübersichtlicher“ werden, sind Verknüp-

fungen allein für den Aufbau von kognitiven Strukturen nicht hinreichend, sondern 

es sind weitere Prozesse erforderlich, die nachfolgend beschrieben werden.  

 
5 Aebli (1993) spricht von „Relationen“, das heißt einer Beziehung, weshalb eine Ver-

knüpfung als ein „In-Beziehung-Setzen“ aufzufassen ist. 
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1.2 Verdichten 

In Aeblis (1994) Begriffsanalysen entstehen aus vorhandenen Elementen und 

ihren Verknüpfungen durch Verdichten 6  neue Elemente höherer Ordnung. 

„Verdichten“ bedeutet in diesem Kontext „Vergegenständlichen in ein neues 

Objekt des Denkens“. Dies kann gemäß Aebli in verschiedenen Medien der 

Repräsentation erfolgen: verbalsprachlich, bildlich, handelnd oder formal. Ver-

dichtungen stellen Aebli (1994, S. 104) zufolge „leicht faßbare und leicht be-

haltbare Konzentrate des bisher aufgebauten Netzes dar“. Sie sind gewisserma-

ßen Stellvertreter, die das Gedächtnis entlasten (Aebli, 1994). Ergebnisse des 

bisherigen Aufbaus werden somit in eine Form gebracht, die eine weitere Ver-

arbeitung ermöglicht (Aebli, 1994). Das neue verdichtete Element kann seiner-

seits mit anderen Elementen verknüpft und zu einem neuen Element „höherer 

Ordnung“ verdichtet werden. Die Bedeutung der Vorwissenselemente und ih-

rer Verknüpfungen wird während eines Verstehensprozesses durch das Ver-

dichten sozusagen an das neue verdichtete Elemente „weitergereicht“, weshalb 

Aebli (1994) von „Sinnfluss“ spricht.  

Der entscheidende Punkt beim Verdichten besteht darin, dass dieses nicht als 

Zusammensetzen von Einzelteilen aufzufassen ist in der Art, wie ein Möbel-

stück aus Einzelteilen zusammengesetzt wird. Bei einem verdichteten Element 

handelt es sich in der Regel auch nicht um einen Oberbegriff, der bestimmte 

Unterbegriffe zusammenfassen würde, so wie „Möbelstück“ den Oberbegriff 

zu „Stuhl“, „Schrank“ und „Bett“ bildet. Vielmehr geht es darum, dass im ver-

dichteten Objekt das ganze bisherige Netz mit seinen Elementen und seinen 

Verknüpfungen enthalten ist und dass dieses verdichtete Objekt jederzeit wie-

der in seine Elemente und Verknüpfungen aufgefaltet werden kann, was in Ab-

schnitt 1.4 beschrieben wird.  

Aeblis Darstellung 

Aus der Verknüpfung „GEHEN (peter, schule)“ wird das verdichtete Element 

„peterG, sch“. Es bedeutet „Peter, der zur Schule geht“. Zur besseren Lesbarkeit 

wird dafür im Folgenden die weniger stark formalisierte Notation „peterder zur 

Schule geht“ verwendet. 

Vereinfachte Darstellung 

Das ganze Netz aus Abbildung 1, das heißt die Elemente und ihre Verknüpfun-

gen, wird in ein neues Element A verdichtet, wie dies Abbildung 2 entnommen 

werden kann. Element A ist auf einer neuen Ebene dargestellt, um anzuzeigen, 

 

6 Aebli selbst spricht meist nicht von „Verdichten“, sondern von „Objektivieren“. 
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dass es sich um ein Element höherer Ordnung handelt, in dem das ganze „darun-

terliegende“ Netz enthalten ist. Der Prozess verläuft in Pfeilrichtung nach oben. 

 

Abb. 2: Verdichten der Vorwissenselemente in ein neues Element A höherer Ordnung (eigene 

Darstellung) 

1.3 Wechselspiel von Verknüpfen und Verdichten im Verstehensprozess 

Die Prozesse des Verknüpfens und Verdichtens lassen sich grundsätzlich be-

liebig fortsetzen, da jedes verdichtete Element wiederum als Vorwissensele-

ment aufgefasst werden kann, das durch Verknüpfen und Verdichten zu einem 

Element (noch) höherer Ordnung wird. Diese Prozesse wechseln sich in fort-

schreitenden Verstehensprozessen mehrfach ab (Aebli, 1994). 

Aeblis Darstellung 

Verdichten und Verknüpfen als sich abwechselnde Prozesse werden in Abbil-

dung 3 in propositionaler Schreibweise illustriert, wobei die originale Darstel-

lung von Aebli (1978, S. 621) jedoch vereinfacht wurde, um sie verständlicher 

zu machen. Schülerinnen und Schüler, die der Erklärung zum Begriff „Zeuge“ 

(siehe Abschnitt 1) folgen, bauen im gelingenden Fall das in Abbildung 3 auf-

geführte Aufbauschema auf. In diesem Schema werden die Verknüpfungen in 

Großbuchstaben festgehalten, während die Vorwissenselemente klein ge-

schrieben sind. Das jeweils verdichtete Element wird durch einen Pfeil gekenn-

zeichnet. Die Bedeutung der verdichteten Verknüpfung schließlich wird in In-

dizes in sprachlicher Form notiert und nicht abgekürzt wie in Aeblis ursprüng-

licher Darstellung.7 

 
7 Lesebeispiel: Die verdichteten Elemente „peter der zur Schule geht“ und „zusammenstoss des 

Autos und des Motorrads“ aus dem ersten Schritt (1 und 1.1) werden im zweiten Schritt durch 

das Verb „beobachten“ miteinander verknüpft. Die daraus entstandene Verknüpfung 

„BEOBACHTEN (zusammenstoss 1.1, peter 1)“ wird ihrerseits wieder im Element „be-

obachtung des Zusammenstosses durch Peter“ verdichtet. Anhand dieses Ausschnitts aus dem Auf-

bauschema lässt sich somit illustrieren, dass Ergebnisse von früheren Verknüpfungen in 

neue Verknüpfungen höherer Ordnung eingehen (für ausführliche Erläuterungen zum 

Aufbauschema siehe Steiner, 2001, S. 168–170). 
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Abb. 3: Aufbauschema der Begriffserklärung zum Begriff „Zeuge“ nach Aebli (1978) in der  

weniger formalen Darstellung von Drollinger-Vetter (2011, S. 66) 
 

Wie sich Abbildung 3 entnehmen lässt, sind Aeblis Darstellungen sehr präzise, 

aber auch vergleichsweise abstrakt, was ihren praktischen Nutzen für die An-

leitung von Verstehensprozessen im Unterricht einschränkt. Für die Argumen-

tation im vorliegenden Beitrag sind daher insbesondere die folgenden drei As-

pekte von Aeblis Schemata wichtig: Aebli trennt zwischen dem Begriffsnamen 

(„Zeuge“), der erst in der letzten Zeile auftritt, und der Bedeutung des Begriffs, 

die im ganzen Aufbauschema entwickelt wird. Der neue Begriff „Zeuge“ wird 

aus bereits als bekannt vorausgesetzten Vorwissenselementen aufgebaut. Diese 

Entwicklung erfolgt durch sich mehrfach abwechselnde Prozesse des Verknüp-

fens und Verdichtens, die ineinander verschachtelt sind.  

Vereinfachte Darstellung 

In einer vereinfachten Darstellung lässt sich dieses fortschreitende Verknüpfen 

und Verdichten wie folgt visualisieren (Abbildung 4): Das durch Verdichten 

neu entstandene Element A kann seinerseits mit weiteren Elementen B und C 

verknüpft werden, die ihrerseits aus der Verdichtung von anderen Vorwis-

senselementen entstanden sind.  

 

Abb. 4: Weiteres Verknüpfen (eigene Darstellung) 
 

In einem nächsten Schritt können die Elemente A, B und C gemeinsam in ein 

neues Element D höherer Ordnung verdichtet werden (siehe Abbildung 5). In 

B 
C A 



 

 

Verknüpfen, Verdichten und Auffalten als zentrale Prozesse des Verstehens 

und ihr Zusammenhang mit Verstehenselementen  

 
 

17 

 

Abbildung 5 wurde die im Zusammenhang mit Aeblis Aufbauschema erwähnte 

Trennung zwischen dem Begriffsnamen und der Bedeutung des Begriffs wie 

folgt visualisiert: Der oberste Knoten D steht für den Begriffsnamen, während 

die Bedeutung dieses Begriffs im Netz darunter enthalten ist, dargestellt durch 

die große graue Ellipse. Die Bedeutung des Begriffs liegt somit in den darun-

terliegenden zugehörigen Elementen und Verknüpfungen. Die Vorwissensele-

mente sind in der untersten Ebene abgebildet und die sich mehrfach abwech-

selnden Prozesse des Verknüpfens und Verdichtens werden auf verschiedenen 

Ebenen aufgeführt, wobei horizontale Linien Verknüpfungen und vertikale Li-

nien Verdichtungen repräsentieren. In umgekehrter Richtung können diese ver-

tikalen Verbindungen als Auffaltungen gelesen werden, auf die im nächsten 

Abschnitt eingegangen wird.  

 

 

 

 

 

 

 
 

Abb. 5: Begriffsname (D) und Bedeutung des Begriffs (graue Ellipse) (eigene Darstellung) 
 

Diese Darstellung ließe sich beliebig durch weitere Ellipsen und Ebenen erwei-

tern, das heißt, es sind potenziell noch viel größere Netze und noch viel mehr 

Verdichtungsschritte denkbar. 

1.4 Auffalten 

Die Umkehrung des Prozesses des Verdichtens ist das „Auffalten“ (Steiner, 2001) 

eines verdichteten Elements in das Netz seiner Teilelemente und seiner Verknüp-

fungen. Auffalten besteht somit nicht im Zerlegen in unzusammenhängende Ein-

zelteile, sondern in der Zerlegung in das Netz von Beziehungen, aus dem das ver-

dichtete Element gebildet wurde. Beim Auffalten wird die gesamte ursprüngliche 

Bedeutung des verdichteten Netzes wieder vollständig hergestellt. In der Darstel-

lung in Abbildung 5 verläuft der Prozess entsprechend von oben nach unten. 

1.5 Einebnen 

Durch die Art und Weise, wie ein Begriff erworben respektive ein entsprechen-

des Netz aufgebaut wurde, ergibt sich gemäß Aebli (1994) in Letzterem eine 

bestimmte Hierarchie. Dieses hierarchische Netz kann in der Folge „eingeebnet“ 
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werden, sodass die Hierarchie des anfänglichen Strukturaufbaus aufgehoben 

wird, die Bedeutung aber bestehen bleibt. Ein eingeebnetes Netz, wie es in Ab-

bildung 6 dargestellt ist, kann in alle Richtungen durchlaufen werden, weil die 

Denkstrukturen beweglich sind. Es wird möglich, im Netz flexibel „hin- und 

herzuwandern“ und darin verschiedene Perspektiven einzunehmen. Das Ver-

dichten mit seinem Gegenstück des Auffaltens macht zusammen mit dem Pro-

zess des Einebnens wesentlich die Beweglichkeit des Denkens aus.  

Aeblis Darstellung 

 

Abb. 6: Das (eingeebnete) semantische Netz zum Begriff „Zeuge“ (Aebli, 1978, S. 619) 

Vereinfachte Darstellung 

Auch das Einebnen lässt sich in der „dreidimensionalen“ Visualisierung zumin-

dest annäherungsweise darstellen, wie in Abbildung 7 ersichtlich wird. In dieser 

Darstellung gibt es im Netz keine auf den Verlauf des Lernprozesses bezogene 

Hierarchie mehr, sondern es sind vielmehr verschiedene Perspektiven möglich. 

 

Abb. 7: Eingeebnetes Netz (eigene Darstellung) 
 

Auf das Einebnen wird im vorliegenden Beitrag nicht weiter eingegangen, da 

der Fokus im Folgenden auf die Einführung in ein neues Konzept gelegt wird 

und das Einebnen erst später im Lernprozess eine Rolle spielt, und zwar insbe-

sondere in der Phase des Durcharbeitens (Aebli, 2001), in der die Denkstruk-

turen beweglich gemacht werden sollen. 

1.6 Fachliche Prägung von Denkstrukturen 

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass Aebli zwischen dem Begriffsna-

men und der Bedeutung eines Begriffs trennt. Die Bedeutung liegt im aufge-
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bauten Netz, während der Begriffsname nur die letzte Verdichtung repräsen-

tiert. Dieses Netz wird durch die Prozesse des Verknüpfens, Verdichtens und 

Auffaltens aus Vorwissenselementen gebildet und schließlich durch Einebnen 

beweglich gemacht. Alle diese Prozesse wurden in den vorgeschlagenen ver-

einfachten Darstellungen übernommen. Aebli repräsentiert die Verknüpfungen 

respektive Verdichtungen durch ineinander verschachtelte formale Strukturen, 

während sie in den vereinfachten Darstellungen durch Linien visualisiert wer-

den: horizontale für das Verknüpfen, vertikale für das Verdichten und das Auf-

falten. Unterricht, der das Verstehen unterstützen will, hat diese Prozesse ge-

mäß Aebli zu unterstützen, wobei er der Lehrperson eine wichtige Rolle zu-

schreibt: „Aufbauprozesse geschehen nicht einfach. Sie bedürfen der Auslö-

sung und Steuerung durch Menschen, welche das Endprodukt kennen und zu 

ihm hinzuführen wissen“ (Aebli, 1969, S. 76–77).   

Neben den grundlegenden Aufbauprozessen und der Begleitung durch die 

Lehrperson misst Aeblis Strukturaufbautheorie auch dem Fach eine wichtige 

Rolle bei: „Die Strukturen des Denkens müssen in Begriffen der Sache be-

schrieben werden“ (Aebli, 2001, S. 387, Hervorhebung durch die Autorin). Das 

heißt, Analysen von Denkstrukturen sind auf fachliche Begriffe angewiesen, 

wenn sie fachlicher Art sind; sie können nicht abstrakt dargestellt werden.  

Aeblis Analysen sind fachlicher Art, wenngleich sie aus fachlicher Sicht im 

Detail teilweise kritisch betrachtet werden können. Dennoch macht diese ex-

plizite Berücksichtigung fachlicher Lern- und Verstehensprozesse Aeblis The-

orien nicht nur für die Kognitionspsychologie ganz allgemein, sondern auch 

spezifischer für die Fachdidaktik fruchtbar.  

2. Die Prozesse des Verknüpfens, Verdichtens und Auffaltens und ihre 

Beziehung zu Verstehenselementen 

Die vereinfachte Darstellung der in Abschnitt 1 dargestellten Prozesse wird 

nachfolgend verwendet, um unter Einbeziehung des Konzepts „Verstehensele-

ment“ das Verstehensmodell von Drollinger-Vetter (2011) darzulegen.8 Dabei 

wird insbesondere erläutert, welche Funktion den Prozessen des Verknüpfens, 

Verdichtens und Auffaltens im Verstehensmodell zukommt.  

 
8 Das Verstehensmodell wie auch der Begriff „Verstehenselement“ beziehen sich neben 

Aeblis Ansatz auch noch auf weitere Theorien, auf die in diesem Beitrag jedoch nicht 

eingegangen wird.  
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Den Begriff „Verstehenselement“ hat Drollinger-Vetter (2011, S. 14) in An-

lehnung an Aeblis (1994) Strukturaufbautheorie geprägt: 

Verstehenselemente sind diejenigen Teilelemente eines Konzepts, die man ver-

standen haben muss, um durch Verknüpfen und Verdichten das Konzept als 

Ganzes verstehen zu können. 

In dieser Definition wird deutlich, dass das Konzept der Verstehenselemente 

untrennbar mit den Prozessen des Verknüpfens, Verdichtens und Auffaltens 

verbunden ist. Die Verstehenselemente zu einem konkreten Konzept bilden so-

mit eine pragmatische „nächste Stufe“ der Auffaltung eines Begriffs, die bis 

zum angenommenen Vorwissen der adressierten Schülerinnen und Schüler zu-

rückgeht. Verstehenselemente werden verbal und auf das fachliche Konzept 

bezogen formuliert, aber in einer für die adressierten Schülerinnen und Schüler 

verständlichen Sprache gehalten, und sie berücksichtigen deren Vorwissen. In 

der Regel sind Verstehenselemente keine einzelnen Wörter, sondern Sätze. Zur 

Aussage des Satz des Pythagoras, wie sie in der Schule typischerweise einge-

führt wird, können beispielsweise die folgenden Verstehenselemente formu-

liert werden: Die Grundfigur ist ein Dreieck. Es geht um ein rechtwinkliges 

Dreieck. Zwei Typen von Seiten müssen unterschieden werden. Der Satz macht 

eine Aussage über Seitenlängen. Der Satz macht eine Aussage über Flächen-

inhalte von Quadraten. Der Satz hat eine Voraussetzung und eine Behauptung.9  

Wer die Aussage des Satzes des Pythagoras verstanden hat, kann diese Verste-

henselemente in den typischen fachlichen Repräsentationen (siehe Abbil-

dung 8) erkennen (siehe Bruner, 1974). 

 

a, b, c sind die Seiten eines 

rechtwinkligen Dreiecks mit  

γ = 90° 

 a2 + b2 = c2 

 

Im rechtwinkligen Dreieck ist 

die Summe der Flächenin-

halte der Kathetenquadrate 

gleich dem Flächeninhalt des 

Hypotenusenquadrats. 

 

Formel Verbale Sprache Bild 
 

Abb. 8: Unterschiedliche Repräsentationen des Satzes des Pythagoras  

(Drollinger-Vetter, 2011, S. 81) 
 

 
9 Zu einem umfassenden Verständnis des Satzes des Pythagoras gehören weitere Verste-

henselemente und es sind noch andere Kompetenzen erforderlich, zum Beispiel das 

Verstehen von Beweisen, die Anwendung des Satzes usw. Aber bereits das Verstehen 

der Satzaussage an sich stellt eine Leistung und ein Lernziel dar. 

 

a^2 =$1$
b^2 =$2$

a^2+b^2=$3$

       c^2=$4$

Winkel Gamma = $1$

Winkel Alpha = $2$

Dynamische Pythagorasfigur

a
c

b
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Aus fachlicher Sicht gehört zu einem umfassenden Verständnis eines Konzepts zu-

sätzlich Wissen zu Verknüpfungen, durch die es mit anderen Begriffen und Kon-

zepten verbunden wird (zusammenfassend Drollinger-Vetter, 2011). Diese Ver-

knüpfungen machen den Beziehungsreichtum des Konzepts aus. Beim Satz des Py-

thagoras ist dieser besonders groß (siehe z.B. Fraedrich, 1995) und umfasst bei-

spielsweise Verknüpfungen mit verwandten Sätzen (z.B. Kathetensatz oder Verall-

gemeinerungen des Satzes des Pythagoras für ähnliche Figuren) und mit typischen 

Anwendungen (z.B. Seitenberechnungen oder grafisches Wurzelziehen). 

Vor diesem Hintergrund bezieht sich das in Abbildung 9 dargestellte Verste-

hensmodell von Drollinger-Vetter (2011) auf ein konkretes mathematisches 

Konzept und verbindet die dazugehörenden Verstehenselemente, fachlichen 

Repräsentationen und Verknüpfungen zu weiteren Konzepten mittels der Pro-

zesse des Verknüpfens, Verdichtens und Auffaltens. Die Prozesse des Verdich-

tens werden in Abbildung 9 durch schräg nach oben verlaufende Pfeile, die in 

ein verdichtetes Element münden, dargestellt. Gleichzeitig wird auf Aeblis An-

nahme zurückgegriffen, dass Verdichtungen in verschiedenen Medien der Re-

präsentation stattfinden können (siehe Abschnitt 1.2). In umgekehrter Pfeil-

richtung ist der Prozess des Auffaltens eines Konzepts in seine unterrichtsrele-

vanten Repräsentationen und die dazugehörenden Verstehenselemente abge-

bildet. Die Verknüpfungen werden im Modell nicht explizit ausgeführt, son-

dern als horizontale, in der jeweiligen Ebene liegende Linien dargestellt.  

 

 

 

Abb. 9: Verstehensmodell (in Anlehnung an Drollinger-Vetter, 2011, S. 190) 

Ebene der Verstehenselemente: 

Bedeutung im kognitionspsychologi-

schen Sinne 

Ebene der Repräsentationen: Art 

und Weise, wie man über das Kon-

zept spricht 

Ebene der Verknüpfung mit ande-

ren Konzepten: Beziehungsreich-

tum innerhalb der Mathematik 

Konzept, das verstanden werden soll 
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In der Blickrichtung von unten nach oben kann Abbildung 9 wie folgt gelesen 

werden: Die Verstehenselemente und ihre Verknüpfungen (in Abbildung 9 als 

Netz von Dreiecken dargestellt) können in die verschiedenen fachlichen Re-

präsentationen verdichtet werden. Die Verknüpfungen der verschiedenen fach-

lichen Repräsentationen wiederum können zum Begriffsnamen des Konzepts 

(schwarze Ellipse) verdichtet werden. Die Bedeutung des Konzepts liegt des-

halb im Netz, das über die Ebenen der Verstehenselemente und der Repräsen-

tationen hinweg gebildet wird (analog zur grauen Ellipse in Abbildung 5). 

In der umgekehrten Blickrichtung von oben nach unten lässt sich Abbildung 9 

Folgendes entnehmen: Die schwarze Ellipse stellt den Begriffsnamen des zu ver-

stehenden Konzepts dar. Wer das Konzept verstanden hat, kann es in die dazuge-

hörenden fachlichen Repräsentationen und ihre Verknüpfungen auffalten. Die Re-

präsentationen wiederum können in ihre dazugehörenden Verstehenselemente 

und Verknüpfungen aufgefaltet werden. Das heißt, wer ein Konzept verstanden 

hat, sieht nicht nur die dazugehörenden fachlichen Repräsentationen und ihre Ver-

knüpfungen, sondern kann in einer fachlichen Repräsentation die ganze Bedeu-

tung (Netz der Verstehenselemente) erkennen. Die Verstehenselemente sind für 

Expertinnen und Experten somit aus den fachlichen Repräsentationen des Kon-

zepts „herauslesbar“, während sie für Lernende noch „unsichtbar“ sind. 

Dieses Verstehensmodell lässt sich als ein stark vereinfachtes Aufbauschema 

nach Aebli auffassen, das jedoch auf eine propositionale Darstellung verzichtet. 

Insbesondere werden fachliche Repräsentationen als Verdichtungen von Verste-

henselementen aufgefasst. Im Vergleich zu Aeblis propositionaler Darstellung 

ist das Verstehensmodell weniger präzise, weil die Verknüpfungen und Verdich-

tungen nicht explizit aufgeführt, sondern als Linien dargestellt werden und weil 

Verdichtungen nur in den fachlichen Repräsentationen respektive als Verdich-

tungen in einen Begriffsnamen betrachtet werden. Das Modell hat aber den Vor-

teil, dass es einfacher und flexibler ist, sodass damit verschiedene Verstehens-

prozesse dargestellt werden können und Unterricht von unterschiedlicher Art 

unabhängig von bestimmten Methoden und Aufgaben beschrieben werden kann.  

Gemäß Drollinger-Vetter (2011) dürfte davon auszugehen sein, dass die Ver-

stehenselemente eines zu vermittelnden Konzepts im Unterricht mehrfach und 

kohärent vorkommen müssen, verständlich miteinander in Beziehung gesetzt 

und insbesondere in den fachlichen Repräsentationen explizit herausgearbeitet 

werden müssen, damit das Verstehen der Schülerinnen und Schüler gefördert 

werden kann. Für eine Einführung in den Satz des Pythagoras konnte diese 

Annahme empirisch untersucht werden: In Drollinger-Vetter (2011; siehe auch 

Drollinger-Vetter & Lipowsky, 2006) wurden aus dem Verstehensmodell drei 

Unterrichtsqualitätsmerkmale für eine Einführung in ein neues Konzept abge-

leitet: 1) das Vorkommen von Verstehenselementen, 2) die Qualität der im 
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Unterricht vorkommenden fachlichen Repräsentationen (festgemacht unter ande-

rem an den darin deutlich werdenden Verstehenselementen) sowie 3) eine auf 1) 

und 2) aufbauende inhaltliche strukturelle Klarheit des Unterrichts, zu der insbe-

sondere die Klarheit und die Kohärenz der Verstehenselemente und der Reprä-

sentationen im zeitlichen Verlauf gehören. Empirisch konnte gezeigt werden, dass 

diese Unterrichtsqualitätsmerkmale bei einer Einführung in den Satz des Pytha-

goras unter Kontrolle des Vorwissens einen positiven Effekt auf die Leistungen 

von Schülerinnen und Schülern hatten (Dollinger-Vetter, 2011; siehe auch Lip-

owsky et al., 2018). Das Modell scheint sich somit auch empirisch zu bewähren.  

Zusammenfassend lässt sich hinsichtlich der Funktion und der Bedeutung der 

Prozesse des Verknüpfens, Verdichtens und Auffaltens festhalten, dass sie (ge-

meinsam mit dem Prozess des Einebnens) für Verstehensprozesse als zentral 

zu erachten sind. Der Grund dafür liegt darin, dass es sich dabei aus der kogni-

tiv-konstruktivistischen Sicht von Aebli um diejenigen Prozesse handelt, die es 

Schülerinnen und Schülern ermöglichen, aus bereits erworbenen Vorwis-

senselementen neue Wissensstrukturen zu konstruieren. Diese Annahmen wur-

den im Verstehensmodell von Drollinger-Vetter (2011) übernommen und mit-

hilfe des Konzepts „Verstehenselement“ in eine Form gebracht, die sich für 

verschiedene Fragestellungen und bei verschiedenen mathematischen Inhalten 

rund um das Verstehen sowie seiner Anleitung und Unterstützung als hilfreich 

erwiesen hat (z.B. Mathematik: Drollinger-Vetter et al., 2016; Dröse & Predi-

ger, 2023; Korntreff & Prediger, 2022; Post & Prediger, 2022; Zindel, 2019; 

Deutsch: Heller & Morek, 2023). 
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Kurzfassung: Im ersten Kapitel werden in Längsschnittanalysen die zahlrei-

chen mathematikdidaktischen Impulse relevanter Bezugswissenschaften nach 

dem Bezugswissenschaftlichen Prinzip betrachtet. Im zweiten Kapitel werden 

die Impulse aus historischen mathematischen Lehrbüchern von verschiedenen 

Autoren wie Franz Močnik vorgestellt. Die rasche Informatisierung in der Ge-

sellschaft und im Schulwesen legt die reflektierte Auseinandersetzung mit Al-

gorithmen im Unterricht nahe. In einem dritten Kapitel wird der Fokus auf die-

ses Thema im Kontext der Mathematik- und Informatikdidaktik als eine we-

sentliche Bezugswissenschaft gelegt. 
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the principle of reference science. In the second chapter, the impulses from 

historical mathematical textbooks by various authors such as Franz Močnik are 

presented. The rapid digitalization of society and the school system has led to 
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education as an essential reference science. 
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1. Mathematikdidaktischer Impuls aus der Gegenwart: Längsschnittana-

lysen der Impulse ausgewählter Bezugswissenschaften  

Die Beiträge einzelner Disziplinen im Verhältnis zur Mathematik werden nach-

folgend nach dem Bezugswissenschaftlichen Prinzip dargestellt, d.h. in Längs-

schnitten werden einzelne Meilensteine  angeführt, wobei die Namen 

der Persönlichkeiten zusammen mit den Beiträgen zur Mathematik 

genannt werden (Fuchs, 2024). 

1.1 Bezugswissenschaft Philosophie 

Die Philosophie ist eine Disziplin, die mit ihren Beiträgen zur Mathematik auch 

ein besonderes Nahverhältnis zur Mathematikdidaktik besitzt (Fuchs, 2022). 


