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PLATZ, Saarbriicken

Vorwort der Herausgeberinnen

1975 stellte Heinrich Winter die Frage nach allgemeinen Lernzielen fiir den Mathe-
matikunterricht und identifizierte folgende mit dem Ziel die vielfiltigen Aktivititen
beim Lernen von Mathematik zu biindeln und ihre genetischen Wurzeln freizulegen:
schopferisch tdtig sein, rationale Argumentation liben, die praktische Nutzbarkeit
der Mathematik erfahren und formale Fertigkeiten erwerben. Teilweise finden sich
diese in den allgemeinen Kompetenzen der Bildungsstandards im Fach Mathematik
fiir den Primarbereich (2004) wieder: Problemlésen, Kommunizieren, Argumentie-
ren, Modellieren und Darstellen. In der iiberarbeiteten Version der Bildungsstan-
dards (2022) wurde eine prozessbezogene Kompetenz erginzt: mit mathematischen
Objekten und Werkzeugen arbeiten. Diese Kompetenz umfasst ,,den addquaten Ein-
satz mathematischer Werkzeuge” (KMK, 2022, S. 12) — hier werden explizit Apps
genannt — sowie ,,den fachlich sicheren Umgang mit den im Mathematikunterricht
der Primarstufe relevanten mathematischen Objekten” (KMK, 2022, S. 12). Schiile-
rinnen und Schiiler sollen unter anderem Mdglichkeiten kennenlernen, mathematik-
spezifische digitale Werkzeuge zu nutzen, mit denen sie mathematische Sachver-
halte veranschaulichen konnen (KMK, 2022, S. 8). Folgende Teilkompetenzen wer-
den genannt:

,,D1e Schiilerinnen und Schiiler

e iibersetzen symbolische und formale Sprache in Alltagssprache und umge-
kehrt,

e verwenden mathematische Fachbegriffe und Zeichen sachgerecht,

e verwenden mathematische Objekte (z. B. Zahldarstellungen, Terme, Ecken,
Kanten, Tabellen, Diagramme) bei der Bearbeitung mathematischer Aufga-
ben- und Problemstellungen sicher und flexibel,

e setzen mathematische Werkzeuge (z. B. Zeichenwerkzeuge, digitale Werk-
zeuge) sachgerecht ein.” (KMK, 2022, S. 12)

In diesem Rahmen kann durch passende Lehr-Lern-Arrangements ein Beitrag zur
Vermittlung von Kenntnissen und der Entwicklung von Fertigkeiten und Féahigkei-
ten flir die Orientierung in digital gepragten Lern-, Lehr- und Arbeitswelten geleistet
werden. Dadurch konnen Kinder dazu befdhigt werden aktiv und selbstbestimmt an
der digitalen Welt teilhaben zu konnen (KMK, 2022, S. 8). Es stellt sich allerdings
die Frage, wie solche Lehr-Lern-Arrangements aussehen konnen.

Ziel des Bandes ist es, Projekte aus der Forschung, der Schulpraxis und der Lehrer-
bildung darzustellen, die explizit die Forderung prozessbezogener Kompetenzen und
insbesondere die Kompetenz ,,mit mathematischen Objekten und Werkzeugen ar-
beiten* im Kontext des Einsatzes digitaler Medien im Mathematikunterricht der Pri-
marstufe und/oder den entsprechenden Ubergingen adressieren.
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Gleich mehrere Beitrage dieses Bandes stellen die prozessbezogene Kompetenz ma-
thematisch Argumentieren in den Vordergrund ihrer Arbeit. Den Anfang macht Lu-
kas Wachter mit seinem Beitrag zu ,,Beweise(n) in der Primarstufe: Entwicklung
und Pilotierung zweier Ansétze fir den Geometrieunterricht”. Darin geht er der
Frage nach, in welcher Form der Einsatz von 3D-Druck Schiilerinnen und Schiilern
der Primarstufe bei der Bearbeitung von Beweisen, z. B. in Form von action proofs,
in der Geometrie unterstiitzen kann. Jenny Knoppel und Felicitias Pielsticker stellen
in threm Beitrag ,,Argumentationsprozesse einer Grundschiilerin mit Rechenschwie-
rigkeiten — Fallstudie zur Zahlzerlegung mit der App Rechentablett” Ergebnisse ih-
rer Studie vor, die darauf hindeuten, dass es Kindern gelingen kann einen Bezug
zwischen den auf dem Tablet dargestellten virtuellen Plattchen und ihren Fingern
herzustellen, und diese entsprechend als Argumentationsbasis bzw. -hilfe in threm
Argumentationsprozess zu verwenden. Im Beitrag ,,,Die App hat aber gesagt,
dass...© — Mathematische Kommunikations- und Argumentationsanldsse drauf3en
schaffen* gehen Martina Geisen und Joerg Zender der Frage nach, wie mathemati-
sche Wanderpfade mit der MathCityMap-App gestaltet sein miissen, um das Kom-
munizieren und Argumentieren von Lernenden beim Ablaufen von dieser und der
Bearbeitung von deren Aufgaben anzuregen. Die Forderung der prozessbezogenen
Kompetenzen, insbesondere des Argumentierens, durch die Produktion mathemati-
scher Erklarvideos zu Muster und Strukturen am Rechenformat der Zahlenmauer
thematisieren Heike Hagelgans und Jaqueline Simon im Beitrag ,,Forderung pro-
zessbezogener Kompetenzen der Lernenden durch die Eigenproduktion von Erklér-
videos* und prasentieren zu dem Unterrichtsentwicklungsprojekt erste Ergebnisse
der Begleitforschung. Im Beitrag ,,Mathematisches Argumentieren mit der Lern-
plattform divomath fordern® von Meike Béttcher, Yannick Becker, Anais Franke,
Katrin Gruhn, Janina Kehnen, Hannah Vonstein, Daniel Walter, Daniela Gotze und
Christoph Selter wird das Konzept der browserbasierten Lernplattform divomath
exemplarisch anhand einer Unterrichtseinheit zu Entdeckungen von Zusammenhén-
gen mehrstelliger Zahlen im Zahlenraum bis 1000 vorgestellt und vor dem Hinter-
grund der prozessbezogenen Kompetenz des mathematischen Argumentierens ana-
lysiert. Die prozessbezogenen mathematischen Kompetenzen mathematisch Dar-
stellen und mathematisch Kommunizieren stellen Birgit Brandt und Christoph Schid-
fer im Beitrag ,,Einsatz der App Book Creator im Lehramtsstudium fiir die Grund-
schule — Mathematisches Darstellen und Kommunizieren im Fokus* in den Mittel-
punkt. Sie prasentieren das BMBF-Projekt DigiLeG und thematisieren explizit die
Implementierung einer zyklischen Nutzung der App Book Creator wihrend des Stu-
diums, um zukiinftige Lehrpersonen auf den Einsatz im Mathematikunterricht vor-
zubereiten. Probleme mathematisch l6sen als prozessbezogene mathematische
Kompetenz steht in zwei Beitrdgen im Mittelpunkt. Mona Selzer stellt in ,,Entwick-
lung der Problemlésekompetenz im Mathematikunterricht — eine Lernumgebung mit
dem Blue-Bot* eine Untersuchung zur Entwicklung der Problemlésekompetenz im
Umgang mit dem Roboter Blue-Bot dar, wobei das heuristische Prinzip Zerlegen in
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Teilprobleme und der Problemldseprozess fokussiert werden. Im Beitrag ,,Mit hyb-
riden Arbeitsblattern das Verstehen und Losen problemhaltiger Sachaufgaben digi-
tal und analog unterstiitzen* prasentiert Roland Rink ein Konzept zur Unterstiitzung
des Bearbeitungsprozesses anspruchsvoller Sachaufgaben durch hybride Arbeits-
blatter und beleuchtet Potentiale hybrider Arbeitsblitter beim Sachrechnen.

Die folgenden Beitrage haben zwar auch die prozessbezogenen Kompetenzen im
Blick, stellen jedoch eher inhaltsbezogene Kompetenzen bei der Arbeit mit mathe-
matischen Objekten und Werkzeugen in den Vordergrund. So stellen Katja Lenz und
Tim Lutz in ihrem Beitrag ,,Mit Augmented Reality enaktive Materialhandlungen
und digitale Darstellungen im Mathematikunterricht der Primarstufe vernetzen*
erste Uberlegungen zu einem Entwicklungs- und Forschungsprojekt vor, das ver-
sucht das Stellenwertverstiandnis durch die Kombination von analogen und digitalen
Arbeitsmitteln zu fordern. Andrea Dettelbach und Uta Hdisel-Weide erarbeiteten Ge-
staltungskriterien fiir eine digitalgestiitzte Lernumgebung zur Forderung des Ver-
standnisses der Addition und zeigen diese, sowie erste Erkenntnisse in Bezug auf
die von Kindern erkannten operativen Beziehungen in ihrem Beitrag zu ,,Operative
Beziehungen erkennen, beschreiben und nutzen — Initiierung von Lernprozessen un-
ter Einbeziehung der App ,Rechenfeld** auf. Eine Online-Lernumgebung zur Kom-
binatorik wird im Beitrag ,,Problemldsestrategien fiir Kombinatorikaufgaben — eine
Online-Lernumgebung fiir Primarschulstudierende von Andreas Schulz und Johan-
nes Voermanek prasentiert und durch Evaluationsbefunde mit Drittsemesterstudie-
renden ergéinzt. Lea Marie Miiller, Anton Ferenc Domonkos, Alexander Steinmaurer
und Melanie Platz gehen in threm Beitrag auf die App MessbAR ein, eine Aug-
mented Reality App im GroBenbereich Langen, die sie entwickelt und evaluiert ha-
ben. Erste Ergebnisse zu Anwendungsbereichen sowie zur Benutzerfreundlichkeit
werden im Beitrag dargestellt. Dabei zeigte sich auch das Potenzial der App zur
Anregung des mathematischen Kommunizierens auf. Der Bereich Geometrie (bzw.
die Kompetenz Raum und Form) wird von Marei Fetzer und Julia Brduer adressiert.
Sie stellen im Beitrag ,,Zusammen arbeiten und lernen: Kinder und Tablet in Inter-
Aktion* bezogen auf den Arbeitsprozess von zwei Grundschulkindern mit der App
Klotzchen die Frage, welche Rolle das Tablet im Prozess des Aushandelns und Ver-
stehens spielt und inwiefern sich in diesen Lernprozessen ein Bezug zur ,neuen‘
Kompetenz herstellen lasst. David Stadler und Monika Musilek stellen in threm Bei-
trag ,,STEAM in der Primarstufe. Kunst, digitale Medien und Mathematik — eine
ideale Kombination!* ein GeoGebra-Applet vor, das entwickelt wurde, um den Ler-
nenden das eigenstindige Konstruieren eines Tangrams und dessen Ubertragung auf
einen Lasercutter zu ermoglichen. Antonia Kdippler und Assmar Sedig gehen in ih-
rem Beitrag auf die ,,Analyse medienspezifischer Moglichkeiten bei der Arbeit von
Wiirfelgebdauden® ein. Sie untersuchten den Einfluss einer Wahlmoglichkeit zwi-
schen analogen Wiirfeln und der Klotzchen-App auf die prozessbezogenen Kompe-
tenzen des mathematischen Argumentierens und des mathematischen Kommunizie-
rens.
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Lukas WACHTER, Saarbriicken

Beweise(n) in der Primarstufe: Entwicklung und Pilotierung eines
Ansatzes fir den Geometrieunterricht

Im Rahmen der Kompetenz des mathematischen Argumentierens sind Lernumgebun-
gen zur Auseinandersetzung mit Beweisen im Grundschulunterricht eher eine Sel-
tenheit. Dabei ist die moderne Wissenschaft Mathematik durch sie geprdgt und hat
eine bis in die Antike reichende Geschichte des Beweisens hinter sich, auch ohne
Formelsprache. Unter Bezug auf die Historie wird eine Lernumgebung im Rahmen
des Konzepts des action proofs zu figurierten Zahlen vorgestellt. Zur Unterstiitzung
der Begriindungsprozesse der Schiilerinnen und Schiiler kommt der 3D-Druck als
Schnittstelle zwischen digital erstellten Modellen und deren anfassbaren Realisaten
zum Einsatz.

In the context of the competence of mathematical reasoning learning environments
aiming at getting in touch with proofs in the elementary classroom are more of a

rarity. And yet the modern science of mathematics is shaped by them and has a his-
tory of proving that reaches back to ancient times, even without formal notation.

With respect to history a learning environment following the concept of action proof
on the topic of figurated numbers is developed. For the support of reasoning pro-

cesses by the students, 3D printing is used as an interface between digitally created
models and their haptical realisations.

1 Einleitung

Die Disziplin des Beweisens ist Grundfeste des modernen Verstdndnisses von Ma-
thematik und diszipliniibergreifend ein wesentlicher Bestandteil dieser facettenrei-
chen Wissenschaft. So ist es nicht allzu verwunderlich, dass auch fiir den Unterricht
der Primarstufe zur Ausbildung eines diversen Bildes dessen, was Mathematik ist,
sowohl offensichtlich in der Kompetenz des mathematischen Argumentierens als
auch — wie sich im weiteren Verlauf des vorliegenden Artikels zeigen wird — ver-
steckt in weiteren der prozessbezogenen Kompetenzen der KMK (2022) erste Kon-
takte mit dem Beweisen empfohlen werden. Im Beitrag wird zunichst aufgezeigt,
dass die Idee der beweisenden Mathematik trotz ihrer modernen Bedeutung keines-
wegs jung ist. Einblicke in die Geschichte zeigen, dass Beweise in Formen, die heute
eher in die Kategorie der im darauffolgenden Beitragsteil beleuchteten didaktischen
Beweisformen fallen wiirden, einen traditionsreichen Entwicklungsprozess hinter
sich haben. Die Idee fiir den Unterricht adaptierter Beweisformen wird nach einer

Wachter, L. (2024). Beweise(n) in der Primarstufe: Entwicklung und Pilotierung eines Ansatzes
fiir den Geometrieunterricht. In C. Bierbrauer, S. Ladel & M. Platz (Hrsg.), Forderung prozessbe-
zogener Kompetenzen mit digitalen Medien. Mit mathematischen Objekten und Werkzeugen ar-
beiten. Band 11 der Reihe ,,Lernen, Lehren und Forschen mit digitalen Medien in der Primar-
stufe” (S. 9-25). WTM-Verlag. https://doi.org/10.37626/GA9783959873246.0
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knappen Beleuchtung des aktuellen Stands von Beweisen in der Primarstufe durch
den Einsatz des 3D-Druckers als digitales Werkzeug und Instrument zur Ubertra-
gung digitaler Modelle in die reale Welt auf die Entwicklung einer Lernumgebung
zum Themenkomplex der figurierten Zahlen tlibertragen. Ergebnisse einer Pilot-Er-
probung lassen vorsichtige erste Schlussfolgerungen zu.

Das Beweisen von Aussagen iiber mathematische Zusammenhénge hat in der Ge-
schichte der Mathematik eine bis in die Antike reichende Tradition. Heute ist es der
wissenschaftliche Standard, aufgestellte Theoreme durch Berufung auf Axiome oder
aus ihnen abgeleitete, bereits bewiesene Sitze zuriickzufiihren und dadurch primér
deren Giiltigkeit zu beweisen. Fiir das Beweisen im Unterricht wurden im Laufe der
Zeit didaktisch-orientierte Beweisformen entwickelt, die Schiilerinnen und Schiiler
die angemessene, aber dennoch ehrliche Auseinandersetzung mit dem zumeist als
schwer, kompliziert und ldstig empfundenen Beweisen ermoglichen sollen.

1.1 Von der Antike in die Moderne: Beweise und figurierte Zahlen

Die Mathematik pragende Entdeckungen der antiken Griechen, unter anderem durch
Euklid, sind weithin bekannt. Sein wohl bekanntestes Werk, die Elemente, zeigt,
dass von thm, wie von seinen ,Mitstreitern‘ Pythagoras, Thales u. a. in dieser Zeit
bereits ein axiomatischer und von realen Objekten und GrofB3en losgeldster, abstrak-
ter Aufbau der Mathematik angestrebt wurde — ohne die uns heute so geldufige For-
melsprache. Auf verbal-begriffliche und konstruktiv-geometrische Art und Weise
fiihrt Euklid zunédchst Definitionen der mathematischen Objekte an und formuliert
Sitze liber deren Zusammenhinge, die im Anschluss bewiesen werden (Scriba &
Schreiber, 2005). Zumeist wihlt er in seinen Argumenten einen Weg iiber die Geo-
metrie. So auch beim Beweisen von Aussagen, die eigentlich der Arithmetik ent-
stammen, beispielsweise der Irrationalitit von v2, die er in pythagordischer Manier
auf die Inkommensurabilitdt der Seiten und der Diagonale eines Quadrats zuriick-
fiihrt. Als Beweistechnik wird neben direkten Beweisen oft auch der indirekte Be-
weis durch reductio ad absurdum verwendet.

Teilweise werden zur Losung von Problemen konstruktive Algorithmen angegeben,
die im Anschluss auf ihre Korrektheit gepriift werden. Hierdurch werden gleicher-
maflen Beweise flir die zugrundeliegenden Konstruktionen geliefert. Dieses Vorge-
hen findet sich auch in der Mathematik anderer frither Hochkulturen wieder. Im alten
Agypten und Babylonien wurden bereits — wiederum auf informelle Weise — Algo-
rithmen zur Losung von Problemen beschrieben. Von einem heutigen Standpunkt
aus betrachtet ist dieses Vorgehen als Vorldaufer des Prinzips der vollstindigen In-
duktion zu verstehen (Scriba & Schreiber, 2005).

Einige Jahrhunderte spéter wird die Vorlauferidee zur vollstindigen Induktion unter
anderem von Maurolico (1575) in seinem Werk Arithmeticorum libri duo wieder
aufgegriffen. Er beweist neben vielen weiteren Sitzen aus der Arithmetik die im
weiteren Verlauf dieses Beitrags wieder aufgegriffene Aussage tiber figurierte Zah-
len: ,Alle Dreieckszahlen bilden zusammen mit der vorhergehenden Dreieckszahl
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ein danebenliegendes Quadrat‘. Dieser Satz liber die Summe zweier aufeinanderfol-
gender Dreieckszahlen ist in der Mathematik nicht neu und ldsst sich bis zu Theon
von Smyrna ins erste bis zweite Jahrhundert v. Chr. zuriickverfolgen (Lambert,
2016). Figurierte Zahlen waren schon den Griechen der Antike bekannt. Mit unter-
schiedlich gefarbten Steinchen verdeutlichten sie GesetzméaBigkeiten der Arithmetik
bzw. Algebra auf geometrische Art und Weise (Strick, 2019). Dreieckszahlen sind
dementsprechend solche Zahlen, die sich in ihrer ,Steinchenreprisentation® in Form
eines (rechtwinkligen) Dreiecks anordnen lassen. Analoges gilt fiir Quadratzahlen,
Kubikzahlen etc. Setzt man exemplarisch zwei aufeinanderfolgende Dreieckszahlen
zusammen, so entsteht eine Quadratzahl, deren Seitenldnge so lang ist, wie die
Grundseite der groferen der beiden Dreieckszahlen (siehe Abbildung 1).

Abbildung 1: Summen zweier aufeinanderfolgender Dreieckszahlen als Steinchenmuster.

Maurolico verwendet diese Darstellung fiir seinen Beweis der Aussage und geht fol-
gendermallen vor: Er definiert die Dreiecks- und Quadratzahlen zunichst induktiv
anhand prototypischer Beispiele und formuliert basierend darauf die Proposition.
Exemplarisch verdeutlicht er, wie sich 10 und 15 zu 25 zusammensetzen. 15, die
fuinfte Dreieckszahl, entsteht aus der vorangegangenen Dreieckszahl durch Addieren
der ,Ordnungszahl‘! 5. Damit ist die Summe der beiden aufeinanderfolgenden Drei-
eckszahlen gleich der Summe des Doppelten der kleineren der beiden Dreieckszah-
len und der Ordnungszahl der groBeren, also aus dem Doppelten von 10 und der
Grundzahl 5. Bewiesen wurde bereits, dass sich zwei gleiche Dreieckszahlen zu ei-
nem Rechteck zusammensetzen lassen, das gerade mit der um eins grofBeren Ord-
nungszahl der Dreieckszahl zu einem Quadrat ergéinzt werden kann (Figuren dieser
Art werden von Maurolico als ,Vorgangerfiguren® bezeichnet). Damit folgt sofort,
dass die Summe dieser Rechteckzahl, hier 20, und der Ordnungszahl der grof3eren
Zahl, hier 5, der Quadratzahl mit eben dieser Ordnungszahl entspricht, also 25.

Der Beweis zeigt gleich zwei Besonderheiten. Zum einen bedient sich auch Mau-
rolico ausschlieBlich verbal-begrifflicher sowie konstruktiv-geometrischer Darstel-
lungen, formale Darstellungen solcher Argumentationen waren auch zu dieser Zeit
noch nicht etabliert. Dennoch ist die Allgemeingiiltigkeit der Argumentation ohne

' Im lateinischen Original verwendet Maurolico den Begriff radix, was sich wortlich mit Wurzel
iibersetzen ldsst. Gemeint ist hier jedoch wohl nicht die Wurzel als Umkehroperation der Potenz,
sondern vielmehr eine Wurzel im Sinne einer Grund- oder Ordnungszahl.
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Zweifel klar ersichtlich. Der Beweis startet mit einem konkreten Beispiel, anhand
dessen ein allgemeines Muster herausgearbeitet wird. Dieses Muster ldsst sich auf
alle Instanzen des Problems verallgemeinern. Damit hat Maurolico — hier, und an
weiteren Stellen seines Werkes noch expliziter — nicht nur einen korrekten Beweis
geliefert, sondern auch ein Beispiel fiir Vorldufer der Idee der vollstandigen Induk-
tion (Felgner, 2012), die in ithrer heutigen Form erst durch den axiomatischen Auf-
bau der natiirlichen Zahlen durch seinen Landsmann Giuseppe Peano rund 200 Jahre
spater kalkiilhaft hergeleitet werden konnte.

In der Moderne wiirde sich ein Mathematikgelehrter wohl in der Regel eben jener
vollstandigen Induktion sowie der allgemein anerkannten formalen Mathematik-
sprache bedienen und damit axiomatisch-deduktiv beweisen, dass dieser iiber 2000
Jahre alte Satz unanfechtbar korrekt ist. Ein alternativer Zugang erfolgt iiber die ge-
schlossene Form der Dreieckszahlenn - (n — 1) / 2, die ebenfalls bereits von Mau-
rolico durch ,Induktion‘ nachgewiesen wurde, und einem direkten Beweis.

1.2 Didaktisch-orientierte Beweisformen: der action proof

Im letzten Abschnitt wurde der Bezeichner ,Beweis® in verschiedenen Kontexten
verwendet. Die Frage nach einem Begriff dessen, was den Beweis nun zu einem
echten Beweis macht, ist altbekannt und wird kontrovers diskutiert. An dieser Stelle
kann jene Frage weder endgiiltig geklart werden, noch erhebt der Beitrag den An-
spruch darauf. Nach Meinung verschiedener Autoren ist anzuzweifeln, ob es tliber-
haupt ein eindeutiges Konzept davon geben kann, was ein vollstindiger Beweis ist.
Wittmann & Miiller (1988) liefern hierzu eine Gegeniiberstellung verschiedener An-
sichten und stellen fest, dass das, was als Beweis bezeichnet werden kann, intersub-
jektiv verhandelt wird und in verschiedenen sozialen Kontexten — Unterricht, Wis-
senschaft, etc. — unterschiedliche Kriterien zu erfiillen hat. ,,Was fiir eine soziale
Gruppe ein Beweis ist, braucht es fiir eine andere Gruppe nicht auch unbedingt zu
sein.” (Wittmann & Miiller, 1988, S. 240). Fiir das Umfeld ,Schule® rangieren An-
schaulichkeit und Bedeutsamkeit fiir das Verstehen der Giiltigkeit einer Aussage
weit vor formalen Deduktionen und deren Strenge. Diese inhaltlich statt formal ge-
pragte Auffassung von ,Beweis‘ wird auch im Rahmen dieses Beitrags vertreten.
Um diesem Anspruch gerecht zu werden, wurden im Laufe des letzten Jahrhunderts
ausgehend von den Beweisstufen nach Branford (1913) verschiedene Beweisformen
entwickelt bzw. als solche (an-)erkannt, die im Rahmen eines didaktischen Begriffs
von Beweisen Anwendung finden. Ausfiihrliche Ubersichten und Vergleiche der
verschiedenen Beweisformen sind z. B. bei Krumsdorf (2015) oder Biehler & Kem-
pen (2016) zu finden. Charakteristisch ist die Loslosung von Formalia und die Her-
vorhebung anschaulicher, ggf. auf Intuitionen und Sinneserfahrungen basierender
Argumentationen, die in aller Regel am Ende des Beweisprozesses den klaren An-
spruch erheben, eine gewisse Art der Allgemeingiiltigkeit zu besitzen.

Zum Einsatz im Unterricht ist unter anderem das Konzept des inhaltlich-anschauli-
chen Beweises im Sinne von Blum & Kirsch (1979) bzw. Wittmann & Miiller (1988)
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etabliert, welches z. B. auch bei Wachter et al. (2022) Anwendung findet. In diesem
Beitrag liegt der Fokus auf einer alternativen, chronologisch fritheren Form des di-
daktisch gepragten Beweisens, dem action proof nach Semadeni (1984), der explizit
auf den Unterricht der Primarstufe und die Ausbildung von Lehrkréften ausgelegt
ist. Semadeni selbst beschreibt das Konzept folgendermal3en:

Action proofs sollen nicht als fertige Beweise fiir den Einsatz im Klassenraum dienen, son-
dern viel mehr als Leitideen fiir die Lehrperson. Man kann sich einen action proof vorstel-
len als eine idealisierte und simplifizierte Variante eines empfohlenen Ansatzes, durch den
Kinder sich selbst von der Giiltigkeit einer Aussage iiberzeugen konnen. In der Praxis be-
ndtigt ein action proof einige vorangestellte oder zusétzliche Phasen der Exploration. [...]
Ein action proof'ist eher das Ergebnis der Verinnerlichung einer Handlung als eine logische
Ableitung aus gegebenen Voraussetzungen. [...] Die Grundidee eines action proofs ist,
dass wir nicht nur einzelne Konzepte aus einer Aussage heraus abstrahieren, sondern auch
sichere Beweise. (Semadeni, 1984, S. 32, Ubersetzung durch den Autor)

Es lassen sich nun Funktionen bzw. Absichten erkennen, die diese Form des Bewei-
sens ausmachen. Die Unterscheidung von Funktionen von Beweisen wurde von ver-
schiedenen Autoren angegangen. Hanna (2000) liefert neben der grundlegenden Un-
terscheidung zwischen explorativer und demonstrativer Funktion die folgende Auf-
listung aus verschiedenen Quellen zusammengetragener Funktionen des Beweisens:
Verifizieren, Erklaren, Systematisieren, Entdecken, Kommunizieren, Konstruieren,
Explorieren und Eingliedern (engl.: ,incorporation‘). Bei der Auseinandersetzung
mit dem Thema Beweisen im Rahmen von Unterricht, ist auf die durch entspre-
chende Lernumgebungen fokussierte Funktion zu achten. Ein durch Entdeckungen
gepragter Zugang zum Beweisen ist inhdrent motivierend fiir Schiilerinnen und
Schiiler, die bis dato noch wenig Kontakt zur Disziplin des Beweisens hatten
(Krumsdorf, 2015). Sind diese Entdeckungen fiir die Schiilerinnen und Schiiler be-
deutsam situiert, konnen auch Kinder jiingeren Alters durchaus, entgegen der An-
nahme sie seien nicht in der Lage logisch zu begriinden, wichtige Erfahrungen und
Erfolgserlebnisse in dieser die Mathematik so prigenden Disziplin sammeln (De
Villiers, 1990).

Die Hauptfunktion des action proof ist es der vorangegangenen Beschreibung nach,
Entdeckungen an den mathematischen Objekten zu machen, um sich auf diese Weise
durch die Internalisierung von Handlungen selbst (als Schiilerin oder Schiiler) davon
zu uberzeugen, dass eine Gesetzmafigkeit zu jenen Objekten giiltig ist. In diesen
Funktionen der Beweisform wird deren Prozesscharakter deutlich. Im Gegensatz zur
Funktion der Verifikation von Forschungsergebnissen als Verteidigung in der wis-
senschaftlichen Welt, geht es hier um die Erlangung intrinsischer Uberzeugung — ein
Faktor, der oft der Verifikation einer Aussage aus motivationalen Griinden voraus-
gehen muss. Dass dieser Prozess von sozialen und subjektiven Komponenten ge-
pragt wird, und insbesondere bei Nicht-Experten nicht oder zumindest nicht nur
durch formale Strenge, ist uniibersehbar (De Villiers, 1990). Dennoch fiihren die
durch einen action proof erlangten Begriindungsstringe als Produkt zu einem ,si-
cheren‘, wenn auch nicht formal aufgeschriebenen, Beweis (,,certain proof*). Der
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Beweisprozess selbst, der fiir die praktische Durchfiihrung als Leitidee dienen soll,
ist in vier Schritte unterteilt. Die Schiilerinnen und Schiiler explorieren zu Beginn
eine reale und manipulierbare generische Situation. Diese kann in enaktiver oder
bildhafter Darstellung vorliegen. Anhand dieses Beispiels erkunden die Lernenden
aktiv den Sachverhalt und verifizieren einen Zusammenhang. Im néchsten Schritt
wenden die Schiilerinnen und Schiiler das Schema, das im vorigen Schritt verwendet
wurde, um Beziehungen zu verifizieren, an, um diese an weiteren Beispielen zu un-
tersuchen. Wurden geniigend Beispiele untersucht, gehen die Schiilerinnen und
Schiiler dazu iiber die Handlungen an den Objekten mental durchzufiihren, bis sie
iiberzeugt sind, wie die Aussage fiir viele weitere Beispiele begriindet werden kann.
Der Beweisprozess schliefft mit dem Finden einer Klasse von Beispielen, in denen
die Aussage giiltig ist. Begriindungsprozesse laufen dabei insbesondere in den ersten
beiden Schritten ab (Semanedi, 1984). Die Korrektheit eines action proofs liegt in
drei Anforderungen an die durchgefiihrten Operationen begriindet:

1° Die in einem action proof enthaltenen physischen und mentalen Aktivititen miissen se-
mantisch korrekt sein.

2° Die konkreten Handlungen miissen Konkretisierungen eines formalen mathematischen
Beweises zur gegebenen Aussage sein.

3° Die Methode muss in allen spezifizierten Féllen der Aussage giiltig sein.
(Semadeni, 1984, S. 32f., Ubersetzung durch den Autor)

Die Argumentationsbasis eines action proofs, also das Gefiige von giiltigen Aussa-
gen und geltenden Schlussregeln (Fischer & Malle, 1985), besteht im Wesentlichen
aus den (internalisierten) Handlungen an den konkretisierten mathematischen Ob-
jekten sowie deren Anwendbarkeit auf eine verallgemeinerte Klasse von Objekten
dhnlicher Art. Die Konkretisierungen konnen (und sollen) dabei in verschiedenen
Darstellungsformen dargeboten werden (Semanedi, 1984). Die zweite Anforderung,
dass die Handlungen als Konkretisierungen eines formalen Beweises auftreten miis-
sen, ist im Sinne Blum & Kirschs (1979) Anforderung an eine ,,intellektuell-ehrli-
che* Auseinandersetzung mit Beweisen in nicht-formaler Art: Ein korrekter nicht-
formaler Beweis ist daran zu erkennen, dass er prinzipiell das Potenzial birgt, ohne
Weiteres formalisiert werden zu konnen und so konstruktiv fiir einen fachwissen-
schaftlich anerkannten Beweis ist — und damit auch Anforderung 3 erfiillt, im Rah-
men der spezifizierten Fille allgemeingiiltig zu sein. Die Kontextualisierung von
Beweisen im Rahmen der Primarstufe in der Welt der figurierten Zahlen ist daher
nur natiirlich. Nicht nur zwischen Arithmetik und Geometrie, sondern auch zwi-
schen konstruktiv-geometrischen sowie verbal-begrifflichen Argumenten — ge-
schichtlich wie auch in diesem Szenario von besonderer Bedeutung — und deren for-
mal-algebraischer Darstellungsform vermittelt die Figurierung (Lambert, 2020).
Handlungsbasierte Argumente sind damit (fast) immer auch direkt formalisier- und
damit algebraisch verifizierbar. Diese Aufgabe obliegt im Unterricht in der Regel
der Lehrperson, die nur als ,.kompetenter Mathematiker* (Semanedi, 1984, S. 33)
angemessen beurteilen kann, ob ein action proof vollstindig ist. Einer Studie von
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Wittmann & Miiller (1988) unter Studierenden des Lehramts zufolge tendieren Lehr-
personen eher dazu, eine formalistische Perspektive einzunehmen und nicht-formale
(hier inhaltlich-anschauliche) Beweise als unvollstindig oder ungenau abzulehnen.
Damit zeigt die bereits oben angefiihrte Aussage ,,Was fiir eine soziale Gruppe ein
Beweis ist, braucht es fiir eine andere Gruppe nicht auch unbedingt zu sein.* (Witt-
mann & Miiller, 1988, S. 240) noch einmal mehr ihre Relevanz fiir die Schulpraxis.

1.3 Status Quo: Beweisen in der Primarstufe

Dass das eigenstindige Beweisen oder Begriinden von Aussagen als charakteristi-
sche Tatigkeit der Wissenschaft Mathematik eine Rolle auch fiir den Unterricht der
Primarstufe spielt, ist bereits seit mehreren Jahrzehnten in den Bildungsplénen fiir
die Grundschule festgehalten (Wachter et al., 2022). Die derzeit giiltigen Bildungs-
standards lassen den Unterricht des Begriindens bereits in den drei Grunderfahrun-
gen erahnen (stark angelehnt an die bereits von Winter (1995) formulierten Grun-
derfahrungen). Schiilerinnen und Schiiler sollen die Mathematik auf folgende Arten
erfahren:

Mathematik als Werkzeug, um Erscheinungen der Welt aus Natur, Gesellschaft, Kultur,
Beruf und Arbeit in einer spezifischen Weise wahrzunehmen und zu verstehen,

Mathematik als geistige Schopfung und auch deduktiv geordnete Welt eigener Art,

Mathematik als Mittel zum Erwerb von auch {iber die Mathematik hinausgehenden insbe-
sondere heuristischen Fahigkeiten.

(KMK, 2022, S. 6)

Im Besonderen wird im zweiten Punkt formuliert, dass Schiilerinnen und Schiiler
die Welt ,Mathematik® als deduktiv geordnet wahrnehmen konnen sollen. Logisch
korrekt gefiihrte Beweise sind das Werkzeug in einer solchen Welt und darum den
Schiilerinnen und Schiilern zugédnglich zu machen. Dabei lernen die Schiilerinnen
und Schiiler unweigerlich verschiedene Heuristiken kennen (sieche Punkt 3), die sie
in threr Arbeit mit mathematischen Objekten unterstiitzen. Ganz konkret werden die
normativen Forderungen nach einem Mathematikunterricht, der sich auch dem Be-
griinden und Beweisen widmet, in der Formulierung der prozessbezogenen Kompe-
tenzen:

Fiir die Gestaltung des Mathematikunterrichts ist es daher bedeutsam, dass den Schiilerin-

nen und Schiilern Gelegenheit gegeben wird, selbst Probleme zu lésen, iiber Mathematik

zu kommunizieren, mathematische Inhalte darzustellen und zu begriinden, mathemati-

sche Sachverhalte zu modellieren und mit mathematischen Objekten und Werkzeugen zu
arbeiten. (KMK, 2022, S. 7, Hervorhebungen durch den Autor)

Mathematische Inhalte zu begriinden ist in der Kompetenz ,mathematisch Argumen-
tieren‘ enthalten und bildet den grofiten Teil der Aspekte des Beweisens ab. Zum
Argumentieren gehort demnach das Auffinden von Beziehungen zwischen mathe-
matischen Objekten sowie deren Verifizierung durch eigene oder auch die Begriin-
dungen der Mitschiilerinnen und Mitschiiler. Beweise sind aber auch, wie oben be-
reits beschrieben, ein Mittel zur Kommunikation, sind Werkzeug zur Erkundung
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neuer Sachverhalte und sind zudem als fiir Schiilerinnen und Schiiler ungewohntes
Aufgabenformat auch als Form des Problemldsens auslegbar (Bruder, 2006).

Dennoch ist die in der Regel negative Konnotation von Beweisen als ,zu schwierig*
oder ,zu komplex*‘ hartnickig und sie finden in der Realitit eher selten ihren Weg in
den Mathematikunterricht der Primarstufe (z. B. Stylianides, 2022; Stylianides &
Stylianides, 2017). Schon bei Studierenden des Lehramts lésst sich feststellen, dass
die Behandlung von Beweisen, insbesondere auch im oben beschriebenen didakti-
schen Sinn, zu Verstandnisproblemen fiihrt, die sich in weiterer Folge verschieden-
artig negativ auf den Unterricht auswirken konnen (Go6tze, 2019). Diese Einstellun-
gen finden sich auch in den Lehrbilichern wieder. Exemplarisch zeigt eine Analyse
von Schmid (2016), dass iiber zehn gingige Schulbiicher verteilt nur 25 bzw. 49
Aufgaben im Bereich der Geometrie der Klassenstufen 3 und 4 einen Bezug zum
Begriinden herstellen.

2 Relevanz der 3D-Druck-Technologie fiir den Unterricht

Berichte aus Schule und Wissenschaft (u. a. Dilling, 2022, Pielsticker, 2020; Witzke
& Heitzer, 2019) zeigen in gleichem Mal3e wie die Zahl der Online-Materialien zum
Thema 3D-Druck, dass jene Technologie seit dem Auslauf wichtiger Patente und
dem Start der ,RepRap‘-Bewegung in den 2000er-Jahren nicht nur in der Industrie,
sondern auch als Hobby und inzwischen auf Ebene der Didaktik und Schulpraxis
immer groferes Interesse erlangt.

Die 3D-Druck-Technologie ist ein Fertigungsverfahren, mit dem sich schnell und verhélt-
nisméBig preisgilinstig Modelle und Prototypen, aber auch Werkzeuge und Endprodukte
herstellen lassen. Die Technologie wird zu den additiven Fertigungsverfahren gezéhlt, da
das Material Schicht fiir Schicht zu einem Objekt aufgebaut wird — im Gegensatz zu sub-
traktiven Herstellungsverfahren, bei denen nicht zu dem Objekt gehdrende Teile aus Ma-
terial entfernt werden (z. B. Frédsen) (vgl. Fastermann, 2016). Die 3D-Druck-Technologie
findet Anwendung in verschiedenen Bereichen der Industrie, im Hobbybereich und auch
der Forschung. Trotz vermehrter fachdidaktischer Forschungsarbeiten in den letzten Jah-
ren, handelt es sich im Bildungsbereich weiterhin um ein relativ neues digitales Medium.
(Dilling, 2022, S. 270)

3D-gedruckte Modelle — und auch deren Design — offenbaren diverse Vorteile und
Lernchancen als Unterrichtsmaterial und -gegenstand. Ein digitales Modell, z. B.
erzeugt in einem Dynamischen Geometriesystem, wie GeoGebra, wird durch die
Technologie anfassbar gemacht. Schiilerinnen und Schiiler konnen anhand des rea-
len Modells Erfahrungen sammeln, die die Entdeckung von Zusammenhingen, die
Wissensorganisation und die Erkldrung von Phdnomenen unterstiitzen. Software
zum 3D-Design kann auch von den Schiilerinnen und Schiilern selbst zur Erstellung
neuer Objekte verwendet werden. ,,Gerade die Moglichkeit, Schiilerinnen und Schii-
ler in Teamarbeit eigenstandig taktile ,,mathematische Objekte* erstellen zu lassen,
hat grofles Potenzial fiir einen problemorientierten Mathematikunterricht* (Witzke
& Heitzer, 2019, S. 3). Dabei lernen die Schiilerinnen und Schiiler auch Schliissel-
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kompetenzen, die im Berufsleben wieder von groler Bedeutung sein konnen: Um-
gang mit digitalen Medien, insbesondere auch Computer bzw. Tablet, Bedienung
von CAD-Software, etc. (Witzke & Heitzer, 2019).

Ein entdeckender Unterricht ist zum Erlangen erster grundlegender Erfahrungen mit
Beweisen bestens geeignet. Bereits Winter (1989) formuliert die begriindete Auffas-
sung, dass ein entdeckender Zugang zum Lernen allgemein betrachtet im Gegensatz
zur Position des Lernens durch Belehrung eine groBBere Wirkung bei Schiilerinnen
und Schiilern hervorbringt. Insbesondere im Kontext des Beweisens ist das eigen-
standige Handeln von hochster Bedeutung: ,,Beweisen wird nicht gelehrt, sondern
gelernt, und zwar durch Selbsttétigkeit.“, so formuliert es Freudenthal (1979, S.
197), dessen Position auch rund 45 Jahre spiter noch vielfach vertreten und zitiert
wird. Nicht zuletzt hat ein entdeckender, induktiv geprigter Ansatz zum Beweisen
eine inharente motivationsforderliche Wirkung (Krumsdorf, 2015).

Die realen Modelle abstrakter mathematischer Begriffe bzw. Objekte ermoglichen
weiterhin eine enaktive Auseinandersetzung mit dem Sachverhalt. ,,Ein Mathema-
tikunterricht mit empirischen Objekten (z. B. 3D-gedruckten Objekten) gibt dabei
Anlass zu beispielgebundenen Begriindungen und zu einer Reduzierung kalkiilhaf-
ten Arbeitens.” (Dilling et al., 2022, S. 39f.) Das Ziel ist die Einsicht, dass die kon-
kreten in den Modellen einsehbaren Zusammenhinge zum Symbol fiir die Schiile-
rinnen und Schiiler werden, also ,(Spiel-)Regeln‘ offenbart werden, denen mathe-
matische Begriffe unterliegen. Wie genau sich das Symbolische in den Schiilerinnen
und Schiilern manifestiert, kann intersubjektiv verschieden sein. Gemeint ist mit Er-
reichen der symbolischen Représentationsstufe ein verstindiger Umgang mit Zei-
chen, die insbesondere im Rahmen der Primarstufe durchaus objekthaft gepréigt sein
konnen und nicht in formal-algebraischer Form vorliegen miissen (Lotz, 2020). Da-
bei ist unbedingt zu beachten, dass nur solche Darstellungen, hier also Modelle, ver-
wendet werden, ,,die im angedachten Sinn zu Symbolen werden kénnen* (Lotz,
2020, S. 18). Diese Forderung steht im direkten Zusammenhang mit der oben be-
schriebenen Pramisse, dass ein action proof nur dann als ,Beweis‘ anzusehen ist,
wenn die informelle Darstellung ohne Weiteres (hierin manifestiert sich der Grund-
satz von Lotz) in eine formale iiberfiihrt werden kann.

Ableitung einer uibergeordneten Forschungsfrage

Historisch gesehen spielen Beweise seit mehreren tausenden Jahren eine wesentli-
che Rolle in der Mathematik. Als fundamentale Idee der Mathematik (Wittmann,
2014) bzw. zur Vermittlung eines diversen Bildes dessen, was Mathematik ist, soll-
ten Beweise daher eine groflere Rolle in der Primarstufe spielen. Die normativen
Voraussetzungen dafiir sind gegeben. Durch die Berufung auf didaktisch orientierte
Beweisformen, wie den action proof, und die Situierung des Beweiskontexts in fiir
Schiilerinnen und Schiiler interessanten Szenarien, wird diesen der Zugang zum Be-
weisen erleichtert bzw. ermoglicht. Die Technologie des 3D-Drucks als Manifesta-
tion eines digitalen Werkzeugs bietet die Mdglichkeit, mathematische Begriffe fiir
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Schilerinnen und Schiiler anfassbar zu machen und in der realen Welt mathemati-
sche Zusammenhénge zu entdecken. Damit ergibt sich die Leitfrage:

In welcher Form kann der Einsatz von 3D-Druck Schilerinnen und Schiiler der Pri-
marstufe bei der Bearbeitung von Beweisen, z. B. in Form von action proofs, in der
Geometrie unterstiitzen?

3  Zahlen wie bei den alten Griechen — Pilotierung einer Lernumgebung zur
Summe aufeinanderfolgender Dreieckszahlen

3.1 Entwicklung des Materials

An der Schnittstelle zwischen Arithmetik und Geometrie wurde der Satz ,,Die
Summe zweier aufeinanderfolgender Dreieckszahlen ist eine Quadratzahl* als Basis
fiir eine Lernumgebung zum Beweis dieses Satzes (s. 0.) gewihlt. Eingebettet ist die
Lernumgebung in einen historischen Kontext: Schon die alten Griechen haben mit
Zdhlsteinen gerechnet, die sie zu Formen zusammengelegt haben, unter anderem zu
Dreieckszahlen. Anhand dieser figurierten Zahlen haben sie Zusammenhéinge zwi-
schen solchen Zahlen entdeckt und begriindet. Die Schiilerinnen und Schiiler ver-
wenden in der Einheit 3D-gedruckte Dreieckszahlen als ,moderne Form* der Zahl-
steine. Die Einbettung in historische Kontexte schldgt u. a. Krauthausen vor:
Bei fachsprachlichen Termini — z. B. Dreieckszahlen oder Quadratzahlen oder Stellenwert-
tafel — boten sich Moglichkeiten fiir kurze Ausfliige in die Geschichte der Mathematik: Es
kann sehr motivationsfordernd sein, wenn Kinder auch einmal erfahren, wie und wann und
von wem denn dieses oder jenes Konzept, das heutzutage in den Schulen gelernt wird,

historisch gefunden oder entwickelt wurde (vgl. die Rechensteinchen in Abschn. 4.7.6)
oder woher z. B. ein bestimmter Begriff iiberhaupt stammt. (Krauthausen, 2018, S. 21)

Wird eine solche Einbettung nicht vorgenommen, kann es vermehrt vorkommen,
dass Schiilerinnen und Schiiler das Material ablehnen, und stattdessen versuchen,
das Problem auf ,formal-algebraischem* Weg zu 16sen (Platz, 2019). Die Situierung
ist damit ein wesentlicher motivationaler Faktor. Gegeniiber ,,klassischen* Materia-
lien zur Auseinandersetzung mit figurierten Zahlen — Wendeplattchen oder anderen
den Zihlsteinen dhnliche unstrukturierte Legematerialien zur Repriasentation von
Zahlen kommen wohl als erstes in den Sinn — bieten Dreieckszahlen aus dem 3D-
Drucker verschiedene Vorteile mit sich, die sie aus der Masse hervorstechen lassen.
Zunichst sind 3D-gedruckte Materialien hochgradig individuell gestaltbar. Fiir den
praktischen Unterricht ermoglicht das der Lehrperson auf die Lernvoraussetzungen
der Lerngruppe gezielt durch bestimmte Designentscheidungen (farbige Kategori-
sierung, Markierungen auf Materialien, u. A.) einzugehen. Aus Sicht der Forschung
konnen wihrend der Entwicklung von Lernsettings, wie beispielsweise hier einer
Lernumgebung, verschiedene Varianten mit unterschiedlichen Features in ver-
gleichsweise kurzer Zeit kostengiinstig hergestellt und evaluiert werden. Im hier be-
schriebenen Stand der Lernumgebung wurden die Dreieckszahlen bereits auf die iib-
liche Art und Weise vorstrukturiert und die einzelnen Einheiten fest miteinander
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verbunden (sieche Abbildung 2). Damit konnen sich die Schiilerinnen und Schiiler
bei ihren Auseinandersetzungen mit dem Lerngegenstand gianzlich auf Untersuchun-
gen des Zusammenspiels verschiedener Dreieckszahlen mit dem Ziel der Entde-
ckung des beschriebenen Theorems konzentrieren. Voriiberlegungen, wie nun eine
bestimmte Dreieckszahl aussieht werden in den Hintergrund gertickt.

Um ein moglichst vielschichtiges Bild zu den Chancen des Einsatzes von 3D-Druck
im dargestellten Kontext zu erhalten, werden im Anschluss auch Erprobungen
durchgefiihrt, in denen Schiilerinnen und Schiiler die mathematischen Objekte selbst
designen und drucken konnen. Bei dieser Tatigkeit sind nach Dilling et al. (2022)
die groften Einfliisse auf die Lernprozesse der Lernenden, hier bezogen auf das Ob-
jekt ,,Dreieckszahl®, zu erwarten. Der Einfluss wiederum auf Kompetenzen, die fiir
Beweistitigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler relevant sind, ist zu untersuchen.
Ebenso bietet 3D-Druck die neue Moglichkeit im Gegensatz zu zweidimensionalen
Materialien auch figurierte Zahlen im Raum zu untersuchen — entweder durch Druck
der entsprechenden fertigen Figuren oder aber auch durch Konstruktion aus den be-
reits gedruckten Dreieckszahlen. Insgesamt bietet sich durch die Technologie und
dem daraus entstehenden Material ein hohes MaR3 an Flexibilitét fiir Forschungsvor-
haben und fiir den praktischen Unterricht. Nicht zu unterschitzen ist fiir Letzteren
die Haltbarkeit der Modelle, die einen wiederholten Einsatz im Unterricht liber lange
Zeit moglich macht.

3.2 Entwicklung der Lernumgebung

Nach einem gemeinsamen Einstieg, in dem die Schiilerinnen und Schiiler Dreiecks-
zahlen kennenlernen, arbeiten diese in einem Forscherheft. Darin halten sie zunédchst
noch einmal ihr neues Wissen iiber figurierte Zahlen fest und geben weitere Bei-
spiele fiir solche Zahlen an. Im Anschluss erhalten sie die Aufgabe, ein Quadrat aus
zwei der 3D-gedruckten Zahlsteine zu legen. Dabei soll begriindet werden, warum
in der konkreten Situation ein Quadrat entsteht. In Bezug auf die Schritte des action
proof ist damit der erste Schritt implementiert, die Erkundung einer konkreten ma-
nipulierbaren Situation. Daraufhin erarbeiten die Schiilerinnen und Schiiler mit Th-
rem Nachbarkind ein weiteres Paar von Dreieckszahlen, das beim Zusammenlegen
ein Quadrat formt, und finden so, addquat zum zweiten Beweisschritt, weitere Bei-
spiele, in denen der gegebene Satz — der zu diesem Zeitpunkt noch nicht explizit
formuliert wurde, sondern entdeckt werden soll — gilt. Das ,Entdeckenlassen‘ des
intendierten Zusammenhangs ist im Gegensatz zum Vorgehen ,Definition — Satz —
Beweis‘ ein Ansatz zur Auseinandersetzung mit Beweisen, der eine intrinsische Mo-
tivation zur Begriindung der gefundenen Vermutung bewirkt:

Es gibt eine Tétigkeit, die noch hoher steht — und zu der das Schulbuch, wie es heute ist,

nicht anzuspornen versteht: Das ist das Selber-auf-die-Suche-Gehen ... neugierig werden

... hoffen, dass man zu etwas kommt ... mit dem Weggefahrten sich verbunden wissen ...

einer Vermutung folgen und Ausdauer haben ... Vermutetes mit eigener Kraft aufkldren ...
die Freude gemeinsam genieflen. (Rohrl, 1980, zitiert nach Fiihrer, 2009)
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Fiir den action proof wichtig ist an dieser Stelle, dass die Schiilerinnen und Schiiler
erneut begriinden, warum tatsichlich ein Quadrat entsteht. Diese Begriindung muss
gleichsam derer im ersten Schritt sein, um zum Ende hin verallgemeinert werden zu
konnen. Gegebenenfalls miissen die Lernenden ihre Begriindungen aus dem Ein-
gangsbeispiel verdndern, abstrahieren oder auch enger fassen, sodass sie weiter trag-
fahig bleiben.

Der Ubergang zur Internalisierung der Handlung des Zusammenlegens wird mog-
lichst natiirlich erzeugt. Im zur Verfiigung stehenden Material fehlt eine Figur, so-
dass nicht alle Dreieckszahlen einen ,Partner’ bekommen konnen. Die fehlende Fi-
gur wird von den Schiilerinnen und Schiilern gezeichnet. Dazu ist es notwendig, dass
die RegelmifBigkeit der zueinander gehorenden Dreieckszahlen von den Schiilerin-
nen und Schiilern verinnerlicht und auf ein nicht real vorliegendes Beispiel iibertra-
gen wird. Diese RegelméaBigkeit wird von den Lernenden schlieBlich in einem letz-
ten Schritt schriftlich in einer Regel (Ideal: ,,Beim Zusammenlegen zweier aufeinan-
derfolgender Dreieckszahlen entsteht eine Quadratzahl*) festgehalten, die anschlie-
Bend anhand der Verallgemeinerung der bisher angewandten Begriindungen im be-
schriebenen Sinne bewiesen wird. Der letzte Schritt ist zur Sicherung des Verstind-
nisses fiir die Allgemeingiiltigkeit der Aussage notwendig. Ein inhaltlich-anschauli-
cher Beweis wird erst dann vollstindig, ,,wenn sprachlich expliziert wird, wie die
Voraussetzungen und die Beweisideen in der Darstellung wiederzufinden sind.*
(Gotze, 2019, S. 122). Angewendet auf den action proof muss also fiir einen voll-
stindigen Beweis anhand einer schriftlichen Erkldrung die Ubertragung der Begriin-
dungen fiir die Einzelfdlle in die Allgemeinheit deutlich werden.

3.3 Erprobung und erste Ableitungen

Um einen ersten Eindruck iiber die Eignung der Lernumgebung in der Praxis zu
erhalten, wurde eine pilothafte Erprobung mit 21 Schiilerinnen und Schiilern der
Klassenstufe 4 auBBerhalb des Regelunterrichts durchgefiihrt. Nach dem gemeinsa-
men Einstieg bearbeiteten die Lernenden die Aufgabenstellungen im Forscherheft
in Partnerarbeit. Eine Lehrperson der Klasse sowie eine studentische Hilfskraft leis-
teten bei Bedarf Hilfestellung.

Zunéchst erkunden die Schiilerinnen und Schiiler das hinter den Dreieckszahlen ste-
ckende Muster sowohl in konstruktiv-geometrischer Darstellung als auch formal-
algebraisch durch die Angabe der in der n-ten Dreieckszahl enthaltenen Steine sowie
der Differenz zur nachfolgenden Dreieckszahl. Die Aufgabe, die sechste Dreiecks-
zahl zu zeichnen und den Unterschied in der Anzahl der Steine zur vorigen Drei-
eckszahl anzugeben, konnen bis auf wenige Ausnahmen alle Lernenden in kurzer
Zeit losen.
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Abbildung 2: 3D-gedruckte Dreieckszahlen

Im Anschluss arbeiten die Lernenden mit dem 3D-gedruckten Material. Sie erhalten
—1im Sinne der Schritte des action proofs — zunichst die Aufgabe, ein Paar von Drei-
eckszahlen zu finden, die zusammengelegt ein Quadrat bilden, um so ein erstes Bei-
spiel fiir die Situation von Interesse zu finden. Auch diese Aufgabe kann wieder von
nahezu allen Kindern problemfrei gelost werden, wihrend die Erklarung, warum in
der konkreten Situation ein Quadrat entsteht, die ersten Schwierigkeiten mit sich
bringt. Beim Zusammenlegen der Dreieckszahlen entsteht ein Quadrat, weil ...

» ... uberall 5 kleine Quadraten sind wen es zusammengelegt.*
» ... jedes Quadrat hat gleich lange Seiten.*

» .. die Kanten gleich lang sind.*

In dieser Auswahl von Schiilerantworten ist der Fokus der Lernenden auf den Nach-
weis, dass es sich bei der Figur tatsdchlich um ein Quadrat handelt, zu erkennen. Sie
berufen sich dabei auf ihnen bekannte definierende Eigenschaften von Quadraten,
insbesondere, dass jede Seite eines Quadrats gleich lang ist. Der Einfluss der Struk-
tur der Dreieckzahlen wird in der Erkldrung nicht beleuchtet. Andere Schiilerinnen
und Schiiler versuchen die Aussage dariiber zu begriinden, dass die Dreieckszahlen
aufeinanderfolgen:

., ... die eine Dreieckszahl ist 1 kleiner als das andache.
» .. sie immer nur zu den Dreieckszahlen passen zu den Plus oder Minus 1 rechnen kann.*
» --. €8 muss immer bei einem Quadrat eins weniger sein®

Damit ndhern sich die Lernenden bereits dem eigentlichen Satz iiber die Summe
aufeinanderfolgender Dreieckszahlen, lassen jedoch aus, warum ein Quadrat und
nicht ein anderes Rechteck entsteht. Zwei Antworten stechen aus der Menge heraus:

» ... das grofle Quadrat hat oben 3 flichen und das kleine auch oben.” (S1)

» ... die I zum Beispiel passt zu der 2 weil die 2 eine Partnerin fiir die 1 ist.* (S2)
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Abbildung 3: Zeichnungen von S1 (links) und S2 (rechts)
S1 und S2 zeigen in ihrer Antwort eine gewisse Art eines Ergdnzungsverstdndnisses.
S1 bezieht sich mit etwas Interpretationsspielraum auf die Anzahl der Stufen, die in
der groBeren Figur ,,nach oben® frei sind und mit der passenden Anzahl an Stufen
der kleineren Figur belegt werden konnen. S2 erkennt ,,Partner*. Es kann vermutet

werden, dass fiir thn Partner solche Zahlen sind, die sich zur Kantenldnge des Quad-
rats, in diesem Beispiel also drei, aufaddieren.

Im néchsten Schritt finden die Schiilerinnen und Schiiler weitere Paare von Drei-
eckszahlen, die sich zu Quadraten zusammensetzen lassen. Wieder ist die Aufgabe,
zu begriinden, warum als neue Figur ein Quadrat entsteht. An dieser Stelle ist auf-
gefallen, dass die Schiilerinnen und Schiiler weitestgehend an ihren Begriindungen
aus der ersten Phase der Exploration festhalten. Lernende, die zu Beginn noch zur
ersten oben beschriebenen Gruppe gehorten, erkennen nun teilweise den Zusam-
menhang ,aufeinanderfolgende Dreieckszahlen®. Wie schon im Schritt zuvor bediir-
fen die schriftlichen Begriindungen aufgrund der sprachlichen Ausdrucksfahigkeit
der Schiilerinnen und Schiiler einiger Interpretation. In Bezug auf die beiden oben
zuletzt genannten Lernenden lésst sich feststellen, dass die Mutmalung, einer der
Schiiler habe Partner erkannt, die sich zur Seitenldnge des Quadrats zusammenset-
zen — was zu einer vielversprechenden Grundlage fiir eine allgemeine Begriindung
gefiithrt hitte — nicht korrekt war. In diesem Aufgabenteil begriindet er fiir die vierte
und fiinfte Dreieckszahl, dass diese zusammenpassen, weil die vier Partnerin zur
funf ist. Er bezieht sich also — zumindest in seiner schriftlichen Aufzeichnung — nur
auf die Eigenschaft ,aufeinanderfolgend® der beiden Dreieckszahlen.

Im abschlieBenden Schritt konnen nur ein Drittel der Schiilerinnen und Schiiler eine
Regel, die sie im Verlauf der Einheit erarbeitet haben, verschriftlichen und zumin-
dest in Ansétzen schriftlich begriinden. Ein zunéichst erntichterndes Ergebnis! ... das
nicht dem Eindruck entsprach, den die anwesenden Lehrpersonen und auch der Au-
tor wihrend der Durchfiihrung der Lerneinheit bekommen konnten. Im personlichen
Gespriach mit den Schiilerinnen und Schiilern zeigten diese sehr wohl ein Verstand-
nis fiir die allgemeine Regel, die hinter den konkreten Beispielen steckt. Es fiel je-
doch auch hier auf, dass es den Lernenden schwerfiel, ihre Uberlegungen zu ver-
sprachlichen. Ein Problem, das selbst bei Studierenden noch zu Schwierigkeiten in
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der Auseinandersetzung mit didaktischen Beweisformen fiihrt (Go6tze, 2019). Als
Konsequenz wird aus Forschungssicht der niichste Schritt eine Uberarbeitung der
Lernumgebung sein, die die sprachliche Komponente erleichtert, in erster Linie
durch Ablosung der schriftlichen Antwortform durch miindliche Interviewsituatio-
nen, die im durchgefiihrten Szenario jedoch aus verschiedenen, unter anderem auch
organisatorischen Griinden, nicht realisierbar gewesen wére. Das Material im Kon-
text der historischen Mathematikwerkzeuge wurde von den Schiilerinnen und Schii-
lern gut angenommen und hat den Entdeckungs- sowie Begriindungsprozess augen-
scheinlich unterstiitzt. Eine systematische Untersuchung soll in Zukunft folgen.

3.4 Anmerkungen zur Datenerhebung und weiteren Schritten

Ziel der Erprobung war es, einen ersten Eindruck zu bekommen, wie Schiilerinnen
und Schiiler einerseits auf das weitestgehend unberiihrte Thema des Beweisens so-
wie auf das zu diesem Zeitpunkt bereits vorbereitete Material reagieren. Als Erhe-
bungsinstrument dienten die ausgefiillten Forscherhefte der Lernenden. Auflerdem
flossen eigene Eindriicke aus der Veranstaltung ein. Die qualitative Auswertung der
Schiilerantworten erfolgte zu diesem Zeitpunkt nach keinem bekannten Standard-
verfahren. Die bis zur Piloterprobung durchgefiihrten Entwicklungsschritte konnen
als erster Durchlauf in einer Folge von Uberarbeitungszyklen im Sinne der Design
Science Research (DSR) gesehen werden. Mit Bezug auf den Four Cycle View of
DSR nach Drechsler & Hevner (2016) kann der Forschungsstand derzeit im Rele-
vance Cycle mit dem Ziel der Erorterung von Anforderungen an eine Lernumgebung
zum genannten Thema durch erste Feldversuche verortet werden.

4 Fazit & Ausblick

Beweise in der vorgestellten oder dhnlichen Form sollten als fundamentale Idee eine
grofBere Rolle im Unterricht der Primarstufe spielen. Versuche, wie beispielsweise
hier beschrieben, zeigen, dass Lernende unter den richtigen Umstidnden, entgegen
weitldufigen Annahmen, sehr wohl in der Lage sind, Aussagen und zugehorige Be-
weise zu finden und lassen vorsichtigen Optimismus hinsichtlich des Einsatzes von
3D-Druck zur Unterstiitzung von Beweisprozessen von Schiilerinnen und Schiilern
der Primarstufe zu. Wie beschrieben muss die Lernumgebung zu figurierten Zahlen
zunidchst hinsichtlich sprachlicher Komponenten {iberarbeitet werden. Aullerdem
sollten die Materialien hinsichtlich der Flexibilitat der Begriindungsansitze geoffnet
werden, z. B. durch die Moglichkeit, ,,Diagonalen® von den Dreieckszahlen abzu-
spalten. Der Einsatz von 3D-Druck erlaubt prospektiv auch die Thematisierung von
Aussagen Uber rdaumliche figurierte Zahlen, z. B. ,,Die Summe der ersten aufeinan-
derfolgenden Kubikzahlen ist eine Quadratzahl®. Eine Auswahl weiterer solcher
Beispiele findet sich z. B. in den Proofs without words (Nelsen, 1997). Die Ausei-
nandersetzung mit rdumlichen figurierten Zahlen bringt das Potenzial zur Forderung
des rdumlichen Vorstellungsvermogens als zentrale Aufgabe des Geometrieunter-
richts mit sich. Wie bereits eingangs erwihnt, scheint es auch vielversprechend die
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Schiilerinnen und Schiiler selbst Dreieckszahlen oder andere figurierte Zahlen —
auch im 3D — selbst digital konstruieren zu lassen. Die dadurch entstehenden Theo-
rien iiber die mathematischen Objekte konnten zu einem flexibleren Umgang mit
diesen beitragen.
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Argumentationsprozesse einer Grundschiilerin mit Rechenschwie-
rigkeiten — Fallstudie zur Zahlzerlegung mit der App Rechentablett

Im Rahmen dieses Beitrags wird eine Untersuchung zum Einsatz der App ,Rechen-
tablett* durchgefiihrt. Dabei werden insbesondere die Argumentationsprozesse zu
Zahlzerlegungen einer Grundschiilerin mit besonderen Schwierigkeiten beim Ma-
thematiklernen in den Blick genommen. Im Zusammenhang mit der Analyse von In-
terviewsituationen stellt sich heraus, dass der Kontext der App fiir die Schiilerin eine
Moglichkeit erdffnet, einen Bezug zwischen den auf dem Tablet dargestellten virtu-
ellen Pldttchen und ihren Fingern herzustellen und diese entsprechend als Argu-
mentationsbasis bzw. -hilfe in ihrem Argumentationsprozess zu verwenden.

In the following article, we have conducted a study on the use of the app ‘Re-
chentablett’. In this context, we examine the argumentation processes on number
decompositions of a primary school student with special difficulties in learning
mathematics. In connection with the analysis of interview situations, it turns out that
the context of the app opens up a possibility for the student to establish a connection
between the virtual tiles displayed on the tablet and her fingers. This enables her to
use them as a basis or aid for argumentation in her argumentation process.

1  Einleitung und Motivation

Mathematisches Argumentieren zidhlt zu einer der zentralen prozessbezogenen
Kompetenzen, die Schiilerinnen und Schiiler im Mathematikunterricht entwickeln
sollen (KMK, 2022) und wird von Seiten der Lernenden hiufig als herausfordernd
empfunden (Winter 1983; Meyer & Prediger, 2009). Auch in Diagnose- und Forder-
situationen mit Schiilerinnen und Schiilern mit besonderen Schwierigkeiten beim
Mathematiklernen (kurz: Rechenschwierigkeiten) sollten mogliche Schwierigkeiten
beim ,,Verbalisieren ihrer Vorstellungen, Losungswege und Gedanken* (Gaidoschik
et al., 2021, S. 12) keinen Anlass darstellen, um ,,auf das Kommunizieren oder Ar-
gumentieren [in Forder- und Lernsituationen] zu verzichten® (ebd., S. 12). Dabei
spielt die Verbalisierung der Lern- und Denkprozesse z. B. in Form des lauten Den-
kens eine wichtige Rolle.

Im Rahmen des Projektes Diagnose-Sprechstunde bei besonderen Schwierigkeiten
beim Mathematiklernen (kurz: Diagnose-Sprechstunde; siche Kapitel 3), legen wir
unter anderem einen Fokus darauf, die Kompetenzen der Lernenden mit Rechen-
schwierigkeiten im Bereich des mathematischen Argumentierens in diagnostischen

Knoppel, J. & Pielsticker, F. (2024). Argumentationsprozesse einer Grundschiilerin mit Rechen-
schwierigkeiten — Fallstudie zur Zahlzerlegung mit der App Rechentablett. In C. Bierbrauer, S. La-
del & M. Platz (Hrsg.), Forderung prozessbezogener Kompetenzen mit digitalen Medien. Mit ma-
thematischen Objekten und Werkzeugen arbeiten. Band 11 der Reihe ,, Lernen, Lehren und For-
schen mit digitalen Medien in der Primarstufe” (S. 26-46). WTM-Verlag.
https://doi.org/10.37626/GA9783959873246.0
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Argumentationsprozesse einer Grundschiilerin mit Rechenschwierigkeiten

Gespriachen und in Fordereinheiten zu analysieren. Dementsprechend wird im Inter-
aktionsprozess in den Gesprichssituationen zwischen der Interviewerin! und der
Schiilerin oder dem Schiiler nach Argumenten?® zu ihren bzw. seinen Lésungen und
Losungswegen gefragt (siehe Kapitel 3.1).

In diesem Beitrag gehen wir der iibergeordneten Forschungsfrage nach, inwiefern
Argumentationsprozesse im Kontext der App Rechentablett (Urff, 2017) bei einer
Grundschiilerin mit besonderen Schwierigkeiten beim Mathematiklernen angeregt
werden konnen. Daraus lasst sich folgende konkrete Forschungsfrage ableiten:

,Welche Argumente formuliert die beobachtete Grundschiilerin fiir ihre Vermutun-
gen tiber Zahlzerlegungen, die sie im Kontext der App Rechentablett aufstellt und
welche Argumentationshilfen verwendet sie dabei? ‘

2 Theoretischer Hintergrund

2.1 Mathematisch Argumentieren

Mit der zweiten mathematischen Grunderfahrung nach Winter (1995), ,,mathemati-
sche Gegenstinde und Sachverhalte, reprdsentiert in Sprache, Symbolen, Bildern
und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener
Art kennen zu lernen und zu begreifen* (S. 37) werden unter anderem Fahigkeiten
zum Argumentieren fiir den allgemeinbildenden Mathematikunterricht gefordert
(Heymann, 2013). Nach den Bildungsstandards fiir den Mathematikunterricht der
Primarstufe zihlt zur prozessbezogenen Kompetenz des Argumentierens, dass Ler-
nende mathematische Aussagen hinterfragen und diese priifen, ,,Vermutungen zu
mathematischen Zusammenhingen [aufstellen]®, eigene Begriindungen formulieren
und die Begriindungen von Mitschiilerinnen und Mitschiilern nachvollziehen kon-
nen (KMK, 2022, S. 10). Im Kernlehrplan fiir das Fach Mathematik in der Grund-
schule in Nordrhein-Westfalen (NRW) wird die Kompetenz des Argumentierens —
,Vermuten, Begriinden, Uberpriifen‘ wie folgt definiert:

Die Schiilerinnen und Schiiler stellen begriindet Vermutungen iiber mathematische Zusam-
menhédnge unterschiedlicher Komplexitdt an und erkldren Beziehungen und GesetzméBig-
keiten (sprachlich, handelnd, zeichnerisch). Sie hinterfragen Vermutungen, Aussagen oder
Begriindungen. (Ministerium fiir Schule und Bildung des Landes Nordrhein-Westfalen,
2021, S. 78)

,Dass genau dies [mathematische Argumentationen entwickeln (z. B. Vermutungen
und Begriindungen formulieren)] [...] ein bedeutendes Ziel von Mathematikunter-
richt sein sollte, scheint aus normativer Sicht weitgehend Konsens zu sein“ (Jahnke
& Ufer, 2015, S. 349). ,,So ist das Argumentieren ein Bestandteil eines adidquaten
Bildes von Mathematik [...]* (Bersch, 2023, S. 6) — dariiber besteht Einigkeit.

! Die in diesem Beitrag aufgefiihrten Interviews werden von der Erstautorin gefiihrt.

2 Dieser Begriff wird im theoretischen Hintergrund spezifiziert.
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Fiir den Begriff ,Argumentation® zeichnet sich in der mathematikdidaktischen Lite-
ratur ein vielfaltiges Bild ab, denn in ,,mathematics education there is no shared de-
finition for argumentation, even if this is one of the most recurrent activities in the
class” (Pedemonte, 2007, S. 26). Krummheuer (1991) versteht Argumentieren aus
der Interaktionstheorie heraus als Kommunikation im Unterricht, bei der kooperativ
gehandelt wird (Aushandlungsprozesse). Bruder und Pinkernell (2011) geben mit
dem Folgenden einen recht offenen Zugang zu einem (mathematischen) Argumen-
tieren, wenn sie festhalten, dass es sich um ,,[...] jegliche Aktivitidten des Suchens,
Auswihlens, Verwendens und des Beurteilens von Argumenten und deren Verkniip-
fungen 1in vielféltigen inner- und auBermathematischen Zusammenhangen* (Bruder
& Pinkernell, 2011, S. 2) handelt. Nach Meyer (2007) und Schwarzkopf (2000) kann
Argumentation als Prozess verstanden werden. Schwarzkopf (2000) hilt fest:

Der im Unterricht stattfindende soziale Prozess, bestehend aus dem Anzeigen eines Be-
griindungsbedarfs und dem Versuch diesen Begriindungsbedarf zu befriedigen, wird als
Argumentation bezeichnet. Die in diesem Prozess hervorgebrachten Begriindungsangebote
werden mathematikspezifisch als Argumente analysiert. (S. 240)

Weiterhin scheint es sich im Mathematikunterricht ,,um eine spezielle Form, ein
,mathematisches‘ Argumentieren zu handeln. Diese Sicht auf Art und Funktion des
Argumentierens unterscheidet sich jedoch grundlegend von denen in anderen wis-
senschaftlichen Disziplinen* (Schmidt-Thieme, 2006, S. 78). Wird Argumentieren
im Mathematikunterricht auf eine alltidgliche Praxis erweitert, scheinen neben einer
logischen auch eine semantische und pragmatische Form notig (Lueken, 2000). Lu-
eken (2000) unterscheidet in ,,Paradigmen einer Philosophie des Argumentierens
drei unterschiedliche Grundséatze: Erstens logische Folgerungen, zweitens geregelte
Entscheidungsverfahren anstelle logisch-formaler Schlussweisen, z. B. bei der
Rechtsprechung und drittens offene Dialoge als Argumentieren in realer Lebenspra-
xis. Schmidt-Thieme gibt weitere ,,Denkanstofe zu einer Neuinterpretation von For-
men und Funktionen des Argumentierens im Mathematikunterricht” (Schmidt-
Thieme, 2006, S. 79). Darunter, ein ,,unmathematisches/offenes Argumentieren*
(ebd., 2006, S. 80).

Unmathematisches/offenes Argumentieren als verstdndigungsorientiertes Handeln steht
fiir einen dialogischen Forschungsprozess. [...] Somit hat diese Form des Argumentierens
sicherlich einen Nutzen iiber den Mathematikunterricht hinaus als authentisches Beispiel
fiir im Deutschunterricht erarbeitete Muster. (Schmidt-Thieme, 2006, S. 81)

Nicht nur im Mathematikunterricht, sondern auch im Kontext von (individuellen)
Lern- und Fordereinheiten sollen Lehrkréfte die Lernenden ,,zum inhaltsbezogenen
Kommunizieren und Argumentieren iiber ithr mathematisches Tun [anregen]* (Gai-
doschik et al., 2021, S. 12). Im Sinne des Kernlehrplans fiir NRW kann der Prozess
neben einer sprachlichen Ebene, auch eine handelnde bzw. zeichnerische Ebene an-
nehmen. Um die sprachlichen AuBerungen, Handlungen sowie deren Verkniipfun-
gen als Argumente einer Grundschiilerin mit Rechenschwierigkeiten zu beschreiben,
verwenden wir im Rahmen dieses Beitrages das Konzept der subjektiven Erfah-
rungsbereiche nach Bauersfeld (1983).
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2.2 Das Konzept der subjektiven Erfahrungsbereiche

Zu Beginn seiner Ausfiihrungen beschreibt Bauersfeld (1983), dass Lernende sich
im Mathematikunterricht hiufig so verhalten, ,,als seien ihr verfiigbares Wissen, ihre
Handlungsmoglichkeiten, ihr Sprachverstehen, ihre Sinnzuschreibungen usw. in ge-
trennte Bereiche gegliedert, zwischen denen es keinen selbstverstindlichen Aus-
tausch gibt* (S. 1). Diese voneinander getrennten Bereiche werden als subjektive
Erfahrungsbereiche (kurz: SEB) bezeichnet. Im Sinne dieses Konzeptes ist die Be-
reichsspezifitdt und die Kontextgebundenheit von Wissen eine bedeutende Eigen-
schaft des Lernens von Schiilerinnen und Schiilern (Bauersfeld, 1983, S. 2; Rathgeb-
Schnierer et al., 2023, S. 38). Wissen, so wie z. B. Handlungsmoglichkeiten, werden
in spezifischen Kontexten erworben und lassen sich nicht automatisch auf neue Kon-
texte und Situationen tibertragen. Lernen wird in diesem Sinne als der Erwerb neuer
SEB interpretiert (Bauersfeld, 1983; Rathgeb-Schnierer et al., 2023, S. 40). Dabei
kann ein neuer SEB auch durch die Verkniipfung von Perspektiven bereits bestehen-
der SEB entstehen (Bauersfeld, 1985, S. 15).

Fiir den Mathematikunterricht bedeutet dies z. B., dass jedes Darstellungs- und Ar-
beitsmittel zunichst einen eigenen SEB eroffnet, welcher nicht notwendigerweise
unmittelbar mit bereits erworbenen Kenntnissen iiber Strukturen und mathematische
Symbole in Verbindung gebracht werden kann (Bauersfeld, 1985, S. 15; Rathgeb-
Schnierer et al., 2023, S. 40). Eine Verbindung, ein Vergleich oder ,,ein In-Bezie-
hung-Setzen* (Bauersfeld, 1983, S. 7) der spezifischen Elemente eines SEBs (z. B.
Sprache, Handlungsmuster und Logik) ldsst sich erst iiber einen ,,dritten Bereich*
(ebd., S. 7), in diesem Fall einen neu gebildeten SEB, realisieren. Fiir die Bezeich-
nung eines in diesem Sinne ,,neu konstruierten SEB* (Stoffels, 2020, S. 98) verwen-
den wir den Begriff des ,,libergeordneten SEB* (Bauersfeld, 1985, S. 19). Dieser
Konstruktionsprozess erfordert ,.eigene konstruktive Téatigkeiten (Bauersfeld,
1983, S. 7) durch die Lernenden. Dazu spielt u. a. die Sprache, bzw. die Versprach-
lichung des Prozesses eine wichtige Rolle. Im Kontext von individuellen Diagnose-
und Fordereinheiten erfolgt dies in sozialer Interaktion mit einer Lehrkraft (in unse-
rem Fall einer Interviewerin), die die Lernenden zur Versprachlichung ihrer Denk-
und Losungswege anregt (Gaidoschik et al., 2021, S. 12).

Um Argumentationsprozesse von Lernenden zu beschreiben, spielt im Sinne des
Konzeptes der SEB die Beschreibung des Erfahrungskontextes, in dem diese agie-
ren, eine wichtige Rolle. Dazu zihlt die Beschreibung der entsprechend verwendeten
,Begriffe, Objekte und Handlungen* (Pielsticker, 2020, S. 98). In diesem Beitrag
verwenden wir den Begriff des empirischen Objektes. Dazu zédhlen ,,Gegenstdnde
und Objekte der Realitit [...], die fiir Schiilerinnen und Schiiler unmittelbar, insbe-
sondere taktil oder visuell zugédnglich sind*“ (ebd., S. 40), wie z. B. analoge sowie
auch digitale Arbeits- und Darstellungsmittel. Situationen, in denen empirische Ob-
jekte eine zentrale Rolle spielen, bezeichnen wir im Folgenden als ,,Sachsituationen*
(ebd., S. 91). Auch im Sinne des Kernlehrplanes fiir das Fach Mathematik in NRW
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