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Einleitung: Was wir von der Welt wissen sollten

Der Wunsch, die Welt verstehen zu wollen, ist so alt wie die Menschheit; wir suchen nach
Erkldrungen, benétigen Halt und Orientierung. Aus jenen Annahmen und Uberzeugun-
gen, die uns plausibel erscheinen, formen wir Weltbilder, unsere personlichen Vorstellun-
gen iiber die Beschaffenheit des Universums. Ein religioser Mythos, wie die hinduistische
Uberzeugung, dass der Kosmos auf dem Riicken von vier Elefanten ruht, kann ebenso
Teil eines Weltbildes sein, wie das Standardmodell der Elementarteilchenphysik oder ein
unerschiitterlicher Glaube an den Marxismus. Keine dieser Ideen ist lacherlich, sie alle
beruhen auf nachvollziehbaren Uberlegungen.

Die jeweils herrschenden Vorstellungen haben sich mit der Zeit veréindert. Bis zum Ende
des Mittelalters lagen die Dinge noch einfach: Fiir die Européer etwa war die Bibel die
Quelle aller Wahrheit, ein universelles Sachbuch, das die Entstehung des Universums,
die Artenvielfalt und den Ursprung des Sprachengewirrs erkldrte aber auch moralische
Richtlinien fiir den Umgang mit Familie, Freunden, Feinden, Sklaven und Geld vorgab.
Wer gebildet war, konnte sich dariiber hinaus noch Rat bei Platon holen; seine Philosophie
war nach europiischer Uberzeugung zumindest der irdischen Weisheit letzter Schluss.

Platon war einer der Ersten, der den Gedanken ins Spiel brachte, dass die Dinge auch
ganz anders sein konnten, als sie uns erscheinen, eine kiihne Vorstellung, die mit dazu bei-
trug, dass sich vor rund 500 Jahren nach und nach neue, rationale Denkweisen etablierten.
In dem Maf3e, in dem die Wissenschaften an Bedeutung gewannen, verloren religiose und
mystische Welterkldrungen an Einfluss. Heute beruhen unsere gemeinhin anerkannten
Annahmen {iber die Welt fast ausschliefilich auf wissenschaftlichen Erkenntnissen. Glaube
wurde mit der Zeit ersetzt durch eine konsequente Faktenorientierung, Mustersuche und
den stidndigen Zweifel, ob die gewonnenen Erkenntnisse auch tatsdchlich wahr sind und
nicht vielleicht durch bessere Theorien ersetzt werden miissten. Damit einher ging erstmals
die Vorstellung, dass es einen Fortschritt gibt, dass sich die Menschheit in einem histori-
schen Entwicklungsprozess befindet, der sie unaufhaltsam in eine bessere Zukunft fiihrt.

Mit der Zeit haben sich eine Reihe zentraler Theorien und Ideen herausgeschilt, die
den heutigen Wissenschafts- und Politikbetrieb prigen. Gleich, ob wir sie nun personlich
fiir richtig halten oder nicht, diese herrschenden Meinungen haben Einfluss auf unser
tigliches Leben - und das mehr, als uns oftmals bewusst ist. Viele kennen wir zumindest
dem Namen nach: die allgemeine Relativitédtstheorie, die Evolutionstheorie, die ,,Kritik der
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Einleitung: Was wir von der Welt wissen sollten

reinen Vernunft® oder den 6konomischen Liberalismus. Unsere Vorstellungen, was sich
dahinter genau verbirgt, bleiben dabei allerdings oftmals vage.

Dieses Buch méchte einen Uberblick zu geben. Welche zentralen Lehrmeinungen bestim-
men unser heutiges Weltverstindnis? Was sagen sie im Kern aus? Wie sind sie entstanden
und in welchem Verhiltnis stehen sie zueinander? Dazu betrachten wir im ersten Teil
die Welt zunichst rein aus naturwissenschaftlicher Sicht. Im Wesentlichen beruht unser
heutiges Naturverstindnis auf vier erkldrmichtigen Theorien: Newtons Mechanik, der
allgemeinen Relativitétstheorie, der Quantenphysik und der Evolutionstheorie. Zusammen
erlauben sie uns, die Geschichte des Universums als Abfolge einer physikalischen, einer
chemischen und schlie3lich einer biologischen Entwicklung zu verstehen. In allen Fillen
geht es dabei allein um die Frage, ,,wie“ etwas ist.

Ein entwickeltes Bewusstsein, die jiingste Errungenschaft der biologischen Evolution,
bleibt - zumindest auf der Erde- allein dem Menschen vorbehalten. Im zweiten Teil des
Buchs betrachten wir die Konsequenzen, die sich aus dieser Besonderheit ergeben. Das
Wissen um die eigene Existenz ist die Grundlage der kulturellen Evolution, ein Mecha-
nismus, der eine im Vergleich zur biologischen Entwicklung atemberaubende Dynamik
in Gang gesetzt hat. Anders als in den Naturwissenschaften, ist die Anzahl der geistes-
und sozialwissenschaftlichen Theorien allerdings kaum zu iiberschauen. Die Schwierig-
keit, die Dimensionen des Menschseins zu beschreiben, liegt nicht zuletzt darin, dass es
nicht mehr allein um die Frage geht, wie etwas ,,ist, sondern auch darum, wie etwas sein
»soll“. Daher spielen Glaube, moralische Uberzeugungen, Menschenbilder, Werturteile
und Zielkonflikte — wie etwa der zwischen Freiheit und Gleichheit - eine zentrale Rolle.
Die Auswahl der in diesem Buch vorgestellten Theorien ist somit zwangsldufig subjek-
tiv. Sie orientiert sich primér an der faktischen Wirkmacht, die diese Ideen im Lauf der
Menschheitsgeschichte entfaltet haben. Dies sagt zwar nichts iiber ihre Richtigkeit aus,
aber doch immerhin etwas iiber die Bedeutung, die ihnen zu verschiedenen Zeiten bei-
gemessen wurde. Wir betrachten sie in den Kapiteln Bewusstsein, Sprache, Philosophie,
Gesellschaft und Okonomie.

Die letzten Kapitel des ersten und des zweiten Teils fassen jeweils die Chronologie der
Natur- und Menschheitsgeschichte noch einmal aus der Perspektive der herrschenden
Welterkldirungsmodelle zusammen. Das Mysterium Mathematik nimmt hierbei eine Son-
derstellung ein. Sie hat einerseits eine grofie praktische Bedeutung fiir unser Naturver-
stdndnis, weist andererseits aber auch alle Merkmale eines rein menschlichen Konstrukts
auf. Das macht die Mathematik zu einer umfassenden Grundlagendisziplin, Anlass, sie
direkt an den Anfang des Buches zu stellen.

,Wer ernsthaft die Wahrheit der Dinge ergriinden will, darf sich keiner einzelnen Wis-
senschaft verschreiben, denn alle Teile der Wissenschaft stehen im Verbund wechselseiti-
ger Abhéngigkeit®. Leider findet dieses Zitat des franzdsischen Philosophen René Descartes
im heutigen Schulbetrieb keine wirkliche Beriicksichtigung — von unserer hochgradig
spezialisierten Arbeitswelt ganz zu schweigen. Die Schule hat zwar den Anspruch, uns
mit allen wichtigen Wissensgebieten vertraut zu machen, doch werden dabei meist weder
Wesen noch Zusammenhénge der Einzeldisziplinen deutlich. Auch, dass unsere heutigen
Welterkldarungsmodelle nicht vom Himmel gefallen sind, sondern vorldufige Ergebnisse
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einer Entwicklungsgeschichte darstellen, wird kaum vermittelt: ohne Ptolem&ius kein
Kopernikus; ohne Kopernikus kein Kepler; ohne Kepler kein Newton; ohne Newton kein
Einstein. Um die heute herrschenden Weltbilder zu verstehen, miissen wir ihre historische
Entstehung, samt Irrungen und Wirrungen, nachvollziehen. Dabei offenbaren sich mit-
unter auch unerwartete Zusammenhénge, denn oftmals haben sich die zentralen Welter-
klarungstheorien auch iiber disziplinidre Grenzen hinweg gegenseitig beeinflusst.

Dieses Buch hat sich vorgenommen, diesen Entwicklungen und Verbindungen etwas
mehr auf den Grund zu gehen. Begleitend zum Buch gibt es auf www.weltwissen.online
einen Blog, der die Themen des Buches aufgreift, illustriert, vertieft und in neue Zusam-
menhinge stellt.
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Mathematik: Werkzeugkiste der Weltbeschreibung

Alles ist Zahl

Die Entdeckung Amerikas war die Folge einer simplen Fehlkalkulation. Bei der Berech-
nung des westlichen Seewegs nach Indien hatte Christoph Kolumbus den Angaben des
Bagdader Astronomen al-Farghani vertraut, dabei jedoch {ibersehen, dass dieser den Erd-
umfang nicht in romischen, sondern in den wesentlich langeren arabischen Meilen angege-
ben hatte. Ohne diesen Irrtum wire der Genuese nie in See gestochen, seine Nussschalen
hitten die gewaltige Strecke unmoglich bewiltigen kénnen.

Diese kleine Geschichte zeigt uns, wie weit die Mathematik zu Beginn der Neuzeit bereits
in den Alltag der Menschen eingedrungen war. Mutete ihr bis ins spite Mittelalter hin-
ein noch die Aura einer Geheimwissenschaft an, in die nur wenige Gelehrte eingeweiht
waren, war sie nun auch fiir Seefahrer, Kaufleute, Verwalter, Baumeister und Handwerker
zu einem unentbehrlichen Werkzeug geworden. Rechenmeister, wie der sprichwortlich
gewordene Adam Ries, erkannten diesen steigenden Bedarf. Ries schrieb ein populires
Standardwerk der Arithmetik, griindete eine Rechenschule und half tatkriftig mit, die
Europder von ihrem unhandlichen romischen Zahlensystem zu erlsen.

Zahlen und geometrische Figuren sind seitdem fester Bestandteil der modernen Welt.
Wenn bis heute die meisten Menschen dennoch ein nicht ganz so entspanntes Verhiltnis
zur Mathematik haben, liegt das nicht zuletzt daran, dass uns die Natur den Umgang mit
ihr nicht in die Wiege gelegt hat: Sobald wir uns einer etwas anspruchsvolleren Rechenauf-
gabe gegeniibersehen, reagiert unser Korper wie auf einen Sibelzahntiger- Pupillen weiten
sich, Muskeln spannen sich an, Blutdruck und Herzfrequenz steigen.!

Doch nicht nur physiologische Reaktionen machen den Umgang mit Mathematik
schwierig. Wir wissen auch nicht so recht, wo wir sie im System der Wissenschaften iiber-
haupt verorten sollen. Nirgendwo auf der Welt scheint die Mathematik einen festen Platz
zu haben. Wihrend Galileo Galilei in ihr die universelle Sprache zu erkennen glaubt, in der
die Natur zu uns spricht, ist sie fiir den Mathematiker Leopold Kronecker die Geisteswis-
senschaft par excellence, ein Universum der Abstraktion, dessen Wahrheitsgehalt allein auf
menschengemachten Regeln basiert. Thr grof3es Mysterium ist, dass sie tatsdchlich beides
zu sein scheint, Natur und Geist: Irreale Vorstellungen, wie die Unendlichkeit, ermdglichen

Was wir von der Welt wissen sollten, 1. Auflage. Jens Bott
© 2024 Wiley-VCH GmbH. Published 2024 by Wiley-VCH GmbH.



8

1 Mathematik: Werkzeugkiste der Weltbeschreibung

es, hochst reale physikalische Gesetze im endlichen Raum zu beschreiben. Mathematik
entzieht sich allen gingigen Kategorisierungsversuchen, es gibt keine Schublade, in die
sie sich einfach hineinstecken liefle. Wenn wir ihren Beitrag zur Welterkldrung verstehen
wollen, miissen wir uns also auf eine Gratwanderung zwischen Natur und Geist begeben.
Doch wenn wir uns darauf einlassen und Vokabular und Grammatik dieser universellen
Sprache erlernen, erhalten wir Zugriff auf eine faszinierende Werkzeugkiste voller einma-
liger Weltbeschreibungsinstrumente.

Eine Erfindung der Buchhalter

Menschenaffen und Rabenvogel sind durchaus in der Lage, Mengen einzuschétzen. Schim-
pansen etwa greifen keine Artgenossen an, wenn die eigene Gruppe nicht mindestens um
das Anderthalbfache iiberlegen ist. Grof3enordnungen erkennen zu kdnnen ist ein evolutio-
nérer Vorteil bei Angriff, Verteidigung oder Futtersuche. Einige Primaten kénnen zudem
Mengen bis vier oder fiinf genau unterscheiden. Doch weiter geht die Tiermathematik nicht.?

Es gibt auch keinerlei Hinweise, dass der Homo sapiens vor Erfindung von Ackerbau
und Viehzucht ein mathematisches Verstindnis entwickelt hitte, das iiber das anderer
Menschenaffen hinausginge.* Auch die wenigen Naturvdlker, die bis vor kurzem noch
isoliert als Jager und Sammler lebten, hatten fiir alles, was eine Handvoll iibersteigt, keine
exakten Worte — ganz offenbar spielten derlei Gréfienordnungen in ihrem Alltag schlicht-
weg keine Rolle.

Mengen grofier fiinf kann das menschliche Gehirn nicht mehr simultan erfassen, wir
miissen daher zdhlen. Zihlen ist die Grundlage aller Mathematik. Als sich infolge der
Neolithischen Revolution, dem Anfang bauerlicher Kulturen, erstmals komplexere soziale
Strukturen bildeten, wurde es eine Notwendigkeit. Tauschhandel, Landzuteilung, Erb-
schaften und Steuern erforderten ein erweitertes Zahlenverstindnis, um die neuen, gro-
fleren Gemeinschaften organisieren zu konnen. So trivial es klingt: Die Anfinge der
Mathematik waren schndde Buchhaltungssysteme, bei denen Schreiber einfache Trans-
aktionen auf Tontafeln festhielten.

Die Schreiber hatten dabei zwei Probleme zu I6sen. Zunédchst musste ein Weg gefunden
werden, beim Zihlen den Uberblick zu behalten. Die erste Technik, die dazu entwickelt
wurde, war so einfach wie naheliegend, dass wir sie noch heute auf Bierdeckeln benut-
zen: Strichlisten (Abb. 1).

(immw —TTFFE [FMON

——- = 1 nom - @ i =

Abb. 1: Oben: Strichlisten aus Europa, Ostasien und Stidamerika.
Unten: Die fingerdhnlichen Zahlensymbole von eins bis drei der Chinesen, Rémer, Maya und Sumerer.



Eine Erfindung der Buchhalter

Dass Strichlisten bis heute in verschiedensten Kulturen zu Fiinfergruppen zusammenge-
fasst werden, ist kein Zufall: Fiinfist die Zahl der Finger einer Hand. Kleine Kinder zeigen
uns, dass es die natiirlichste Sache der Welt ist, Finger als Zdhlhilfe zu nutzen. Fiinf Finger
mal zwei Hédnde sind der Ursprung des Dezimalsystems, das sich fast iiberall auf der Welt
durchgesetzt hat. Hitten wir nur acht Finger, wire unsere Referenz ein Oktalsystem, mit
dessen Logik wir dann ebenfalls keinerlei Probleme hétten. Nimmt man zu den Hénden
auch noch die Fiifie hinzu, kann man bereits bis 20 zidhlen. Von der einst weiten Verbrei-
tung des Zwanzigersystems zeugen heute noch Relikte mehrerer europdischer Sprachen,
etwa das franzdsische ,,quatre-vingts® (,,vier Zwanziger®) fiir achtzig oder die ddnischen
Zahlworter ,tres“ und ,firs“ fiir sechzig und achtzig als Verkiirzungen von dreimal bezie-
hungsweise viermal zwanzig.

Bei grofieren Zahlen stofien Strichlisten und menschlicher Korper allerdings schnell an
natiirliche Grenzen; so kam man auf die Idee, weitere Zahlensymbole zu erfinden. Men-
gen wie 10, 20, 30, 50, 60, 100 oder 1000 wies man eigene Zeichen zu. Das romische und
das arabische Zahlensystem benutzen beispielsweise fiir die Zahl fiinfzig die Symbole ,,L*
beziehungsweise ,,50“. Die Verbindung von Menge und Symbol war von nun an lediglich
eine Frage der Konvention.

Die zweite Herausforderung war es, die Zahl mit dem zu z@hlenden Objekt zu verkniip-
fen; es lag nahe, dies iiber eine einfache Zeichnung zu tun, etwa ¥ fiir ein Rind oder ¥ fiir
ein Scheffel Weizen. Dass ,,zdhlen“ und ,erzihlen im Deutschen und anderen Sprachen
sehr dhnlich klingen, ist kein Zufall. Mathematik und Schrift haben einen gemeinsamen
Ursprung; beide sind eng miteinander verwobene Kulturtechniken, die Ackerbauern und
Viehziichter zwangsldufig entwickeln mussten, um Ordnung in die neue, komplexere Welt
zu bringen. Die ersten Schriftkundigen waren somit gleichzeitig Buchhalter, Schreiber und
Rechenmeister. Die japanische Sprache erinnert uns heute noch daran, wie eng Zahl und
Gezidhltes miteinander verbunden sind: Je nachdem, ob es Biume, Geldscheine, Schwerter,
Jahre oder Fragen betrachtet, fordert das Japanische die Verwendung vollig unterschied-
licher Zahlworter.*

Zwei Weizenscheffel und zwei Weizenscheffel ergeben vier Weizenscheffel. Vier Ochsen
und drei Ochsen ergeben sieben Ochsen. Erst mit der Zeit offenbarte sich den Menschen,
was uns heute selbstverstindlich erscheint: dass zwei und zwei immer vier ergibt, ganz
gleich, was gezdhlt wird. Zahlen sind stets Zahlen von Etwas, zugleich aber immer auch
Zahlen von allem.’ Einmal gedanklich von den mit ihnen verbundenen Dingen befreit,
liefien sich die merkwiirdigen Gebilde nun als solche betrachten und auf ihre Eigenschaf-
ten hin untersuchen. Es zeigte sich, dass manche Zahlen ohne Rest teilbar waren, andere
hingegen nicht, oder dass verschiedene Operationen zu demselben Ergebnis fiihrten. So
lief3 sich die Zahl zwolf sowohl durch drei mal vier als auch durch zwei mal sechs erzeugen.
Auflerdem eigneten sich die Zahlen dazu, verschiedene Dinge zueinander in Beziehung zu
setzen: Wert oder Gewicht eines Ochsen lief3en sich auch in Weizenscheffeln ausdriicken.
Reine und angewandte Mathematik forderten eine neue Form abstrakten Denkens, die bis
heute eine der herausragendsten Kulturleistungen der Menschheit bleibt.

Bald zeigte sich, dass sich mit Zahlen auch die Regelhaftigkeit der Natur beschrei-
ben lief3. Fiir die frithen bduerlichen Hochkulturen war das Wissen um jahreszeitli-
che Rhythmen, die periodische Wiederkehr von Tagundnachtgleichen, Sommer- und
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1 Mathematik: Werkzeugkiste der Weltbeschreibung

Wintersonnenwende, oftmals eine Frage des Uberlebens. Der Schliissel zum Verstindnis
der Natur stand ganz offenbar in den Sternen. Mit Mathematik lief sich die himmlische
Ordnung erstmals aufdecken und darstellen. Die Priester-Astronomen, die anhand von Son-
nenstdnden und Mondphasen das ndchste Hochwasser an Euphrat oder Nil vorhersagen
konnten, gelangten so zu Macht und Einfluss. Spétestens jetzt war Mathematik auch ein
Herrschaftsinstrument.

Vor 4.000 Jahren war das Sexagesimalsystem, das auf der Zahl sechzig basiert, Grund-
lage der babylonischen Mathematik. Das Jahr hatte 360 Tage, unterteilt in 12 Monate zu
je 30 Tagen. (Eine Ungenauigkeit, die zwangsldufig hdufige Schaltmonate notig machte.)
Unsere Zeitrechnung mit 60 Sekunden und Minuten, 24 Stunden und 12 Monaten, ist ein
Uberbleibsel dieses Denkens, ebenso die Einteilung des Kreises in 360 Grad. Neben seiner
astronomischen Bedeutung hatte das Sexagesimalsystem aber auch noch einen ganz irdi-
schen Vorzug, den es auf den Mirkten des Zweistromlands tdglich unter Beweis stellen
konnte: Die Basiszahl 60 ist durch 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 und 60 ohne Rest teilbar;
Giiter, die nach diesem System gehandelt wurden, waren daher in den meisten Fillen leicht
aufzuteilen. Das war auf3erordentlich hilfreich, denn mit Zahlen, die man beim Teilen ,,zer-
brechen® musste, wussten die Babylonier noch nicht so recht umzugehen.

Der logische Vierklang

Der Papyrus Rhind zéhlt heute zu den grof3en Schiitzen des Britischen Museums. Benannt
ist er nach dem jung verstorbenen schottischen Anwalt Alexander Rhind, der ihn 1858 in
den engen, staubigen Gassen von Luxor aufgestdbert hatte. Die umfangreiche und viel-
seitige mathematische Aufgabensammlung gibt uns einen faszinierenden Einblick in das
hoch entwickelte Mathematikverstdndnis der friithen Kulturen im Fruchtbaren Halbmond,
ohne das Leistungen, wie der Bau der Pyramiden undenkbar gewesen wiren. Der Papyrus
macht aber auch deutlich, dass sich dieses Verstdndnis von unserem heutigen noch grund-
legend unterschied. Die Auseinandersetzung mit den Zahlen hatte einen handwerklichen
Charakter. Mathematische Behauptungen waren dann giiltig, wenn sie sich mit Beobach-
tungen deckten. Vermutete Zusammenhinge, wie der bereits bekannte Satz des Pythago-
ras, wurden experimentell iiberpriift.

Wenn uns diese Vorgehensweise heute befremdlich anmutet, liegt das an Euklid von
Alexandria. Uber das Leben des Griechen um das Jahr 300 v. Chr. ist fast nichts bekannt,
doch wir diirfen davon ausgehen, dass er in der hellenistischen Metropole am Nil mit dem
mathematischen Wissen der Agypter und anderer Volker der antiken Welt in Beriihrung
kam. Euklid etablierte eine neue Betrachtungsweise, die sich nicht mehr mit der empiri-
schen Uberpriifung von Vermutungen zufriedengab. Das neue Denken war Ausgangs-
punkt einer tiefgreifenden Revolution, die unser Mathematikverstdndnis bis heute prégt.

Den strukturierten Weg zur mathematischen Wahrheit fand Euklid in der philosophi-
schen Disziplin der Logik. Auf ihrer Grundlage beschrieb er erstmals eine Methode, nach
der seitdem mathematisches Wissen dargestellt, tiberpriift und weiterentwickelt wird. Dar-
gelegt hat er sie in seinem Werk ,, Die Elemente®, einem der bis heute grofiten Bestseller
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der Wissenschaftsgeschichte. Allein seit Erfindung des Buchdrucks wurde es mehr als
tausendmal aufgelegt und fiir die Studenten Europas und des Vorderen Orients war es von
der Antike bis zum Ende des 19. Jahrhunderts das Standardwerk fiir Geometrie.

Euklids Vorgehensweise beruht auf drei Pfeilern: Der erste Pfeiler sind Definitionen. Sie
beschreiben das betrachtete Objekt rein sprachlich. Der zweite Pfeiler besteht darin, Ver-
mutungen iiber Eigenschaften des definierten Objekts zu formulieren. Der dritte Pfeiler ist
deren logische Uberpriifung. Gelingt sie, ist ein Beweis erbracht - er erhebt die Vermutung
in den Rang eines mathematischen Satzes.

Die Definition eines Objekts kann etwa lauten: ,,Ein Rechteck ist ein Viereck, dessen
Innenwinkel alle rechte Winkel sind.“ Eine Vermutung, die man iiber das Rechteck anstel-
len kann, wire beispielsweise: ,,Die Summe der Innenwinkel eines Rechtecks betridgt 360°“.
Da ein rechter Winkel 90° hat, ist die Aussage leicht zu beweisen. Doch das erkldrt weder,
was ein Viereck und ein rechter Winkel ist, noch warum letzterer immer 90° hat. Der
Beweis baut also auf anderen Definitionen und Aussagen auf, die ihrerseits erst definiert
und bewiesen sein miissen, bevor sich ein mathematisches Theorem aus ihnen ableiten
lasst. Auf diese Weise wird die gesamte Mathematik zu einer komplexen Hierarchie von
aufeinander aufbauenden Definitionen und logischen Beweisfiihrungen.

Wo aber ist das Fundament, das die Pfeiler dieser Argumentationskette trdgt? Hier kom-
men die Axiome ins Spiel. Sie stellen die unterste Ebene der Hierarchie dar, die Statik
des gesamten Konstrukts hidngt von ihnen ab. Axiome sind einfache Aussagen, die sich
unmittelbar nachvollziehen lassen und daher keines Beweises mehr bediirfen. Sie sind
unstrittig, weil sie der Anschauung und damit letztlich dem ,,gesunden Menschenverstand*
entsprechen. So wie die Aussage: ,,Eine Gerade ist in einem Raum der kiirzeste Weg zwi-
schen zwei voneinander verschiedenen Punkten.” Bei genauerer Betrachtung zeigt sich,
dass die meisten Axiome uns etwas dariiber sagen, wie wir den Raum wahrnehmen. Ohne
Raum ist Mathematik nicht vorstellbar; nur weil es ihn gibt, konnen die Objekte unserer
Betrachtung existieren und unterschieden werden.

Kinder stellen gerne ,Warum-Fragen®. Gibt man ihnen eine Erkldrung, fragen sie nach
dem Warum der Erkldrung. Irgendwann kommt der Punkt, wo man - vielleicht ein biss-
chen hilflos - sagt: Weil es einfach so ist! Genauso ist es mit den Axiomen. Sie sind nicht
weiter zerlegbar. Sie enthalten keine Beschreibung mehr, sondern stellen nur noch Anfor-
derungen an den beschriebenen Gegenstand. Nur Axiome, Definitionen und bereits bewie-
sene Sdtze stehen zur Verfiigung, um Vermutungen zu bestidtigen und so mathematisches
Wissen zu erweitern. Das Zusammenspiel von Axiom, Definition, Vermutung und Beweis
ist der Vierklang unseres heutigen Mathematikverstindnisses.

Die mathematische Beweisfiihrung hat Entsprechungen in den anderen Wissenschaf-
ten: Der Vermutung entspricht die Hypothese, der Beweis dem Experiment, der Satz
der Theorie. Der entscheidende Unterschied besteht darin, dass die von den Griechen
eingefiihrte Methodik keine empirische, sondern allein eine philosophische Uberprii-
fung voraussetzt, einen rein logisch hergeleiteten Nachweis, der nur eine Interpretation
zuldsst. Wissenschaftliche Theorien haben hingegen ein Verfallsdatum; ihre Erkennt-
nisse sind immer nur vorldufig und kdnnen jederzeit durch neue Einsichten wider-
legt werden. Den mathematischen Gesetzen aber mutet etwas Ewiges, Absolutes an.
Es ist die Widerspruchsfreiheit, die ihnen ihre unglaubliche Haltbarkeit verleiht und

11



12

1 Mathematik: Werkzeugkiste der Weltbeschreibung

Welterklarungswerkzeuge von erstaunlicher Stabilitédt entstehen ldsst.® Dass ein logi-
scher Beweis nach Jahrtausenden noch genauso giiltig ist, wie an dem Tag, an dem
er zum ersten Mal erbracht wurde, verleiht der Mathematik eine Einzigartigkeit und
Faszination, die sie - zumindest fiir viele Mathematiker — zur reinsten und schonsten
aller Wissenschaften macht, zu der Disziplin, die sich der Wahrheit an weitesten anzu-
ndhern vermag.

Vor 2.300 Jahren haben die Griechen aus einer Erfahrungswissenschaft eine abstrakte
Kunst gemacht. Von diesem festen Fundament aus lieffen sich nun nach und nach die
Geheimnisse von Arithmetik, Geometrie, Algebra, Analysis und Stochastik erforschen.

Zahlenspiele

Seit der Antike versuchen Gelehrte die Eigenschaften der Zahlen zu erkunden und zu
verstehen, wie sich mit ihnen am besten operieren ldsst, zwei Felder, die wir heute als
Zahlentheorie und Arithmetik bezeichnen. Die grundlegende Operation, um das Zihlen
abzukiirzen, ist die Addition: 7 + 4 = 11. Eine der ersten Einsichten war, dass sich das
Zusammenzdhlen der immer gleichen Zahl vereinfachen ldsst: 4 + 4 + 4 + 4 + 4 ldsst
sich bequemer als 5 - 4 ausdriicken. So wie die Addition eine Verkiirzung des Zdhlens ist,
ist die Multiplikation nichts anderes, als eine verkiirzte Addition. Die Reihenfolge, in der
Addition und Multiplikation ausgefiihrt werden, spielt keine Rolle; 4 + 7 oder 4 - 5 fiihrt
zu den gleichen Ergebnissen. Fiir die Umkehrung der Addition, die Subtraktion, gilt das
jedoch nicht: 7 - 4 ist nicht dasselbe wie 4 - 7. Die letzte Operation warf zudem ein neues
Problem auf: Das Ergebnis war weniger als Nichts. Offensichtlich gab es auch Zahlen, die
keinen Bezug zu den natiirlichen Dingen dieser Welt haben und ebenso offensichtlich hatte
jede positive Zahl einen negativen Zwilling.

Verwirrend waren auch manche Ergebnisse, die man erhielt, wenn man die Multipli-
kation umkehrte. 20 durch 4 oder 5 zu teilen war logischerweise kein Problem. Doch die
Division 5:2 lief sich mit den bisher bekannten Zahlen nicht beschreiben. Offenbar gab
es neben den positiven und negativen ,,ganzen® auch noch ,zerbrochene“ Zahlen. Noch
verworrener wurde es, wenn man 10 durch 3 oder 4 durch 7 teilte. Die Ergebnisse waren
unendlich lang und bestanden entweder aus der immer selben Zahl oder einer nicht enden
wollenden, sich standig wiederholenden Zahlenfolge. Damit waren drei verschiedene Arten
von Zahlen gefunden. Zahlen, die man realen Objekten zuordnen kann, bezeichnen wir
heute als natiirliche Zahlen (N). Ihre Erweiterung um die negativen Zahlen bildet die
Menge der ganzen Zahlen (Z). Verhiltnisse zweier ganzer Zahlen erweitern die Zahlen-
menge zum Kreis der rationalen Zahlen (Q).

Um 530 v. Chr. griindete der griechische Philosoph Pythagoras in Siiditalien — damals
eine hellenische Kolonie - eine Gemeinschaft mit sektenartigen Ziigen. Die Religion der
Pythagoreer war die Zahl. Sie war die kreative Kraft des Universums, Ausdruck einer
gottlichen Harmonie und Schliissel zum Verstdndnis der materiellen Welt. Die wichtigsten
Zahlen waren die von 1 bis 4: 1 stand fiir den Punkt; 2 fiir die Linie, die Verbindung zweier
Punkte; 3 fiir die Fldche, die sich aus der Verkniipfung dreier Punkte ergibt. Die 4 erhob
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das Dreieck zu rdumlichen Figur des Tetraeders. Zusammen ergaben die ersten vier Zahlen
die ,,vollkommene Zahl“ 10, Grundlage des Dezimalsystems.

Auch die Musik war Teil dieser universellen, gottlichen Ordnung. Das Monochord, ein
Instrument mit nur einer Saite, lieferte hierfiir den Beweis: Teilte man die Saite im Verhalt-
nis 2:1, entstand eine Oktave, der reinste Klang, den zwei Tone zusammen hervorbringen
kodnnen. Das Verhiltnis von 3:2 ergab eine Quinte, 4:3 eine Quarte. Die einfachen Zahlen-
verhiltnisse schufen wundervolle Harmonien, je einfacher, desto schoner. Je komplizierter
das Zahlenverhiltnis jedoch, desto mehr versiindigte man sich gegen das kosmische Prin-
zip. Das Verhiltnis von 256:243 ergab eine kleine Sekunde, den geradezu schmerzlichen
Halbtonschritt.

Alles war Zahl und folgte gottlichen Gesetzen. Wir kénnen uns daher die Verzweiflung
der Pythagoreer vorstellen, als sie bei ihren Erkundungen auf Zahlen stief3en, die sich nicht
als Verhiltnis natiirlicher Zahlen darstellen lassen. Das kann - ausgerechnet - beim Satz
des Pythagoras der Fall sein: Wenden wir a* + b*> = c? auf ein rechtwinkliges Dreieck an, bei
dem die Seiten a und b jeweils die Lange von 1 haben, ist die ldngste Seite c, die Hypotenuse,
dann definitionsgemif; die Wurzel aus 2 (\/E =1,414213...). Diese Zahl lasst sich bis in die
Unendlichkeit nachverfolgen, ohne dass jemals ein Muster erkennbar wiirde, die jeweils
nichste Stelle ist vollkommen dem Zufall iiberlassen. Offenbar hatte die Zahlenfamilie
mit den end- und musterlosen Briichen, die sich nicht als Verhiltnis, als Ratio, ausdriicken
liefien, ein neues Mitglied bekommen: Die irrationalen Zahlen erweiterten das Zahlenheer
zur Menge der reellen Zahlen R.

Bei aller Fortschrittlichkeit verfiigte die antike griechische Mathematik nicht iiber einige
der uns heute selbstverstdndlich erscheinenden zahlentheoretischen Konzepte. Negative
Zahlen waren unbekannt, so dass rationale Zahlen lediglich Beziehungsverhéltnisse natiir-
licher Zahlen darstellten. Noch im 3. nachchristlichen Jahrhundert hatte der griechische
Mathematiker Diophantos von Alexandria die Gleichung 4x 4 20 = 4, die mit x = — 4 eine
Losung hat, als absurd bezeichnet, wihrend man in China zu dieser Zeit seit bereits min-
destens 400 Jahren mit negativen Zahlen operierte.”

Zudem fehlte eine Zahl, die sich weder Griechen noch Chinesen vorzustellen vermoch-
ten: die Null. Tatsdchlich dauerte es eine ganze Weile, bis sich die Idee durchsetzen konnte,
dass auch das Nichts eine mathematische Existenzberechtigung hat. Erstmals wurde die
Null anfangs des 7. Jahrhunderts in einem Werk des indischen Mathematikers Brahma-
gupta beschrieben, sie ist damit eine erstaunlich junge Erfindung.® Die Null ist eine Ein-
gebung von genialer Einfachheit. Sie entsteht, wenn man eine Zahl von sich selbst abzieht.
In gewisser Weise entpuppt sich dann die zahlgewordene Abwesenheit als die méchtigste
Ziffer tiberhaupt: Nimmt man mit dem ,,Nichts“ mal, wird jede noch so grofie Zahl dadurch
vollstdndig vernichtet. Heute wird die Null in der Regel der Familie der natiirlichen Zahlen
zugeordnet — zumindest besagen dies DIN-Norm 5473 und ISO-Standard 80000-2, aller-
dings ohne eine inhaltliche Begriindung zu liefern.

Dass auch die Menge der reellen Zahlen R noch nicht das Ende des Zahlenuniversums
ist, offenbarte sich dann im 16. Jahrhundert. Der Umstand, dass minus mal minus plus
ergibt (so wie eine doppelte Verneinung eine Bejahung ist), fiihrt schon bei sehr einfachen
Gleichungen wie x> = -1 zu einem Problem, das sich mit reellen Zahlen nicht in den Griff
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bekommen ldsst: Ganz gleich, ob man fiir x einen positiven oder negativen Wert einsetzt,
das quadrierte Ergebnis wird immer eine positive Zahl sein. Dieses Dilemma brachte ita-
lienische Mathematiker der Renaissance auf die bemerkenswerte Idee, sich einfach eine
Zahlvorzustellen, die die Quadratwurzel einer negativen Zahl représentiert. Die imaginire
Zahl ,,i“ ist ein Phantom, weder positiv noch negativ, doch sie weist den Weg aus der Zwick-
miihle. Die Menge aller imaginidren Zahlen erweitert den Raum der reellen Zahlen R zur
Menge der komplexen Zahlen C.

Unser heutiges Zahlenverstdndnis ist das Ergebnis einer historischen Entwicklung
und in seinem aktuellen Umfang noch relativ jung. Von der bodenstidndigen Vorstellung
natiirlicher Zahlen ausgehend, fiihrten arithmetische Spielereien zu den immer abstrak-
ter werdenden Konzepten von Negativitit, Rationalitit, Irrationalitdt und Komplexitat
(Abb. 2).

Zahlenmengen

Ganze positive

Zahlen und Null No Ganze
Zahlen
7 Rationale
+ ganze negative Zahlen Zahlen Reelle

Q Zahlen

. e R
+ Zahlen, die ein Verhaltnis von ganzen

Zahlen sind

+ Zahlen, die kein Verhaltnis von ganzen Zahlen sind

Abb. 2: Zahlenmengen.

Auch die Darstellung von Mathematik durchlief eine lange Entwicklung. Agypter,
Griechen und Rémer verwendeten Additionssysteme, bei denen sich der Zahlenwert
durch die Addition der einzelnen Ziffern ergibt. In dem bekannten romischen Addi-
tionssystem wird die Zahl 1777 als MDCCLXXVII dargestellt, wobei M fiir Tausend, D
fiir fiinfhundert, C fiir hundert, L fiir fiinfzig, X fiir zehn, V fiir flinf und I fiir eins steht.
Jede beliebige andere Anordnung der Zahlensymbole fiihrt stets zum selben Ergebnis.
Dass sich mit einem solchen System keine grofien operativen Spriinge machen lassen,
liegt auf der Hand. Wie bei der Null kam auch hier die Lésung aus Indien. Dort entwi-
ckelte sich etwa ab dem 5. Jahrhundert ein System, bei dem die Bedeutung einer Zahl
von ihrer Position in der Ziffernfolge abhidngt. Liegt einem solchen Stellenwertsystem
das Dezimalsystem zugrunde, steht die letzte Stelle fiir die Zahlen von null bis neun, die
vorletzte flir die Zahlen von zehn bis neunundneunzig, die drittletzte fiir Zahlen zwi-
schen einhundert und neunhundertneunundneunzig und so weiter. Bei 503 steht die ,,5“
also fiir 500, bei 305 aber nur fiir 5. Das Stellenwertsystem mit der Null ermdglichte den
praktischen Umgang mit gewaltigen Zahlen und die schnelle Durchfiihrung komplexer
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Rechenoperationen. Innerhalb von Sekunden lief3en sich nun Milliardenbetrédge addie-
ren, obwohl ein Leben nicht ausreichen wiirde, bis zu dieser Summe zu zdhlen.

Das Stellenwertsystem, die Null und die indischen Zahlensymbole gelangten erst am
Ende des Mittelalters iiber arabische Héandler nach Europa. In den aufstrebenden nordita-
lienischen Handelsmetropolen wie Venedig, Florenz, Pisa und Genua, die ab dem 13. Jahr-
hundert die Neuzeit vorbereiteten, wurde das Potential des neuen indo-arabischen Systems
rasch erkannt - dem aufbliihenden Kreditwesen kam es jedenfalls wie gerufen.

,Die Mathematik ist die Konigin der Wissenschaften und die Arithmetik die K6nigin der
Mathematik®. Mit seinem Zitat weist einer der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten, Carl
Friedrich Gauf3 (1777-1855), der Kunst des Rechnens die zentrale Rolle zu. Neben Zahlentheo-
rie, Zahlensystemen und Verkniipfungsregeln gehort die Frage der Teilbarkeit zu den elemen-
taren Betrachtungsgegenstdnden der Arithmetik. Euklid war wohl der Erste, der erkannte,
dass das ganze arithmetische System auf dem Fundament der Primzahlen ruht. Primzahlen
sind alle natiirlichen Zahlen, die grofier als eins und nur durch eins und sich selbst teilbar
sind, als0 2, 3, 5,7,11, 13,17, 19, 23, 29... Der ,,Fundamentalsatz der Arithmetik“ besagt, dass
jede positive ganze Zahl als ein Produkt von Primzahlen dargestellt werden kann. Die Zahl
18 ergibt sich beispielsweise als Verkniipfung der Primzahlen 2 und 3:18 = 2 - 3 - 3. Genauso
ergibt sich 9108 als das Produkt von 2 -2 - 3 - 3 - 11 - 23. Das Besondere an diesem Gesetz ist,
dass es fiir jede Zahl immer nur eine einzige Moglichkeit gibt, sich aus Primzahlen herzulei-
ten. 9108 kann nur aus der genannten Verkniipfung von 2, 3, 11 und 23 entstehen, es gibt keine
andere mogliche Kombination.’ So wie die chemischen Elemente die Bausteine aller Molekiile
sind, sind Primzahlen die Grundlage aller in der Natur vorkommenden Zahlen.

Seit der Antike versuchen die Menschen das geheimnisvolle Wesen primer Zahlen zu
entritseln. Schon Euklid wusste, dass ihre Menge unendlich grof3 sein muss. Sein Beweis
war der folgende: Wire die Anzahl der Primzahlen endlich, diirfte sich jenseits der letzten
keine weitere Primzahl mehr finden lassen. Man kann sich nun eine Zahl Z vorstellen,
die das Produkt aller endlichen Primzahlen + 1ist: Z=P - P,- P, -.... P_+ 1. Wiire Z eine
zusammengesetzte Zahl, miisste sie sich aufgrund des Fundamentalsatzes der Arithmetik
restlos in Primfaktoren zerlegen lassen. Teilt man Z aber durch eine beliebige Primzahl,
wird stets ein Rest von 1 iibrigbleiben. Weil Z keine Primfaktoren hat, muss sie also defi-
nitionsgemif eine Primzahl sein. Damit ist aber auch die Aussage, dass die durch P, - P, -
P, ... P_dargestellte Reihe endlich ist, zwangsldufig falsch. Euklid demonstrierte seinen
Gedankengang anhand der ersten drei Primzahlen: Wiren 2, 3 und 5 alle existierenden
Primzahlen, wire Z=2-3 -5+ 1 = 31. 31 ist aber ebenfalls eine Primzahl, die in der ver-
meintlich ,,endlichen“ Reihe nicht enthalten ist.

Eratosthenes von Kyrene, der rund 100 Jahre nach Euklid in Alexandria lebte, fand eine
einfache Methode, mit der sich Primzahlen systematisch ermitteln lassen. Man beginnt
mit der ersten Primzahl 2 und markiert alle Vielfachen von ihr, die somit zwangsldufig
zusammengesetzte Zahlen sind. Genauso verfahrt man mit der 3. Die 4 muss nicht mehr
beachtet werden, denn sie ist ein Vielfaches von 2. Fiir die 5 werden wiederum alle Viel-
fache markiert und so weiter (Abb. 3).

Das Sieb des Eratosthenes macht schon fiir die ersten 100 Ziffern deutlich, dass die Prim-
zahlen vollig willkiirlich im Raum verteilt sind. Und so geht es auch jenseits der 100 wei-
ter. Diese seltsame Musterlosigkeit hat die Mathematiker von Anfang an herausgefordert.
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2|3 5 7 Abb. 3: Das Sieb des Eratosthenes.
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Gibt es eine Formel, mit der sich Primzahlen berechnen lassen? Wenn ja, so wurde sie
bis heute noch nicht gefunden.!® Die einzig erkennbare Gesetzméfligkeit ist die, dass der
Abstand von einer Primzahl zur nédchsten tendenziell grofier wird, so dass es zuneh-
mend Schwierigkeiten bereitet, grof3e Exemplare in der Tiefe des Zahlenraums aufzusto-
bern: Unter den ersten 100 natiirlichen Zahlen finden sich 25 Primzahlen. Zwischen 101
und 200 gibt es nur noch 21, fiir die nidchsten 100 schrumpft die Gruppe auf 16. 1793
stellte der 15-jahrige Carl Friedrich Gauf} fest, dass sich die abnehmende Primzahlendichte
anhand einer Formel abschitzen ldsst. An der grundsitzlichen Regellosigkeit der Prim-
zahlenverteilung im Zahlenraum dndert dies allerdings nichts. So folgen die Primzahlen-
zwillinge 824633702441 und 824633702443 direkt aufeinander.

Die elementaren Bausteine der mathematischen Ordnung scheinen selbst vollig unge-
ordnet zu sein, das Fundament der Arithmetik ist offenbar ein chaotisches Tohuwabohu.
Und genau das macht die Primzahlen fiir die Kryptologie interessant. Die heutige Inter-
netsicherheit beruht im Kern darauf, dass es sehr schwierig ist, sehr grof3e Primzahlen
zu finden. Durch die Multiplikation grof3er Primfaktoren kdnnen leicht gigantische Zah-
len erzeugt werden; um den Code zu knacken, miissten die zugrundeliegenden Faktoren
ermittelt werden. Dies ist beim heutigen Stand der Technik selbst fiir die leistungsfihigs-
ten Computer mit einem mehrtausendjahrigen Rechenaufwand verbunden. Fiande jemand
eine Formel fiir Primzahlen, wiirde dies {iber Nacht unsere gesamte Internetkryptographie
aus den Angeln heben. Fiir Mathematiker wire die Formel ein Traum - fiir den Rest der
Menschheit ein Alptraum.

Der Umgang mit grofien Zahlen war seit jeher eine Herausforderung. Als hilfreich
erwies sich die Erkenntnis, dass sich auch die Multiplikation, ihrerseits eine verkiirzte
Additionen, mit Hilfe von Potenzen noch einmal verdichten lief3: 10 - 10 - 10 = 103. Der
griechische Mathematiker und Ingenieur Archimedes von Syrakus (um 287-212 v. Chr.)
bewies, dass sich Potenzen multiplizieren lassen, indem man ihre Exponenten addiert:
10°- 10° =10%*": Also: 10? - 10° = 10° anstelle von 100 - 1.000 = 100.000. Das Wurzelziehen war
wiederum nichts Weiteres als die Umkehr dieses Verdichtungsprozesses: 3/100.000 = 10.

In der Antike waren Grofienordnungen, die mehrere Zehntausend iiberschritten, selten.
(Die dgyptische Hieroglyphe fiir eine Million war auch das Symbol fiir den Gott der Unend-
lichkeit, Heh.) Das dnderte sich, als in Europa im 16. Jahrhundert, Handel und Wissenschaften
aufbliihten. Da nun auch im Wortsinne astronomische Zahlen eine Rolle spielten, kam dem
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Rechnen mit Exponenten plotzlich praktische Bedeutung zu. Der schottische Mathematiker
John Napier (1550-1617) begann Anfang des 17. Jahrhunderts, Gleichungen im Stil von 10°
=1.000 nach dem Exponenten aufzuldsen und als Logarithmen darzustellen: Der Logarith-
mus von 1.000 zur Basis 10 ist 3. Logarithmen sind also nichts anderes als Exponenten. Napier
berechnete solche Logarithmen fiir alle géingigen Zahlen. So ergibt 10*°** beispielsweise die
Zahl 987. Er verdffentlichte umfangreiche Tafeln, in denen man Logarithmen nachschlagen,
addieren und das Additionsergebnis zuriickiibersetzen konnte. Das Produkt von 987 - 113
ergibt sich dann als 10>9%* + 205 = 103947 = 111.429,453. Das Resultat ist kein exakter Wert,
aber eine gute Ndherung, die sich rasch und mit geringem Fehlerrisiko ermitteln ldsst. Heute
finden wir logarithmische Darstellungen vor allem noch in der Wissenschaft, etwa beim pH-
Wert oder bei der bekannten Richterskala, die die Stdrke von Erdbeben misst: Ein Erdbeben
der Stérke sieben ist tausendmal stédrker als ein Beben der Stédrke vier.

Zu einer Zeit, zu der es weder Taschenrechner noch Computer gab, erlaubte das Rechnen mit
Potenzen schlicht und ergreifend viel Zeit zu sparen. (Der franzosische Mathematiker Pierre-
Simon Laplace (1749-1827) meinte sogar, dass sich durch Napiers Logarithmen die Lebenszeit
der Astronomen verdoppelt habe.) Dies ist letztlich der Grund, warum wir uns auch heute noch
in der Schule jahrelang mit kleinsten gemeinsamen Vielfachen, grofiten gemeinsamen Teilern,
dem Kiirzen von Briichen und binomischen Formeln abmiihen: In allen Fillen handelt es
sich urspriinglich um historisch wichtige Verfahren, mit denen sich der Umgang mit den vier
Grundrechenarten vereinfachen und lange Rechenwege abkiirzen lieffen. Noch heute konnen
wir daraus lernen, in welchen Beziehungen die Zahlen zueinander stehen.

Aufeinen besonders schonen Rechentrick verfiel der siebenjidhrige Carl Friedrich Gauf3,
als sein Volksschullehrer — der wahrscheinlich nur ein bisschen Ruhe haben wollte - die
Klasse aufforderte, die Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Gaufy kam schon nach wenigen
Minuten mit der richtigen Antwort: 5050. Er hatte erkannt, dass die erste und die letzte
Zahl der Reihe, die zweite und die vorletzte, die dritte und die drittletzte und so weiter,
zusammen jeweils 101 ergeben. Insgesamt gibt es 50 solcher Zahlenpaare. In ihrer allge-
meinen Form lautet die Gaufische Summenformel bis zur Zahl n aufaddiert: »"*1  Fiir
n =100 ergibt sich also: 22090+ _ 5050, 2

Die Kette 1 + 2 + 3...+ 982+ 99 + 100 besteht, einschliefilich der Operanden, aus 199 Zei-
chen (entsprechend mehr fiir grofiere Summen). Gauf3* Formel reduziert den Zahlenband-
wurm auf nur neun Zeichen, die uns umgehend zum Ziel fiihren. Die Arithmetik kann
uns daher auch noch in Zeiten des Taschenrechners wichtige Kernkompetenzen vermit-
teln: Zusammenfassen, Vermindern, Reduzieren, Verdichten, Verallgemeinern. So erlaubt
sie es uns, trotz zahlloser Biume den mathematischen Wald nicht aus den Augen zu vetrlieren.

Idee und Form

Das griechische Wort ,,Mathematik* ldsst sich etwas diffus mit ,Wissen®, ,,Studieren“ oder
auch , Lernen® iibersetzen. Geometrie bedeutet im Griechischen hingegen schlicht ,,Land-
vermessung” - ein fiir die Vermittlung von Weltbildern besonders niitzlicher Begriff. Die
Geometrie ist die anschaulichste aller mathematischen Disziplinen und kommt zudem
vollig ohne Zahlen aus.
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Auch der Ursprung der Geometrie liegt in den frithen Flusskulturen. Sie standen vor
der Notwendigkeit, Acker- und Weideland nach den jihrlichen Uberschwemmungen neu
aufteilen zu miissen. Die mathematischen Techniken, die damals an Euphrat, Nil, Indus
und Gelbem Fluss entstanden, finden bis heute bei Architekten, Ingenieuren und Landver-
messern Anwendung. Mit der Zeit offenbarten sich den Ackerbauern bestimmte Muster.
So fanden sie heraus, dass zwei quadratische Felder mit einer Ldnge von jeweils 30 und
40 Schritten, zusammen genauso viel Arbeit machen, wie ein Feld mit einer Lange von
50 Schritten. Abermals waren es die Griechen, die den Fragen der Landvermessung als
Erste systematisch nachgingen. Den Punkt, Anfang aller Geometrie, definierte Euklid als
»das, was keine Teile hat“. Bewegt sich der dimensionslose Punkt durch den Raum, ldsst
er Linien, Dreiecke, Kreise, Quadrate, Kugeln oder Dodekaeder entstehen. Wie die Zahl
»i“ oder die Unendlichkeit haben auch diese geometrischen Figuren keine Entsprechung
in der realen Welt. Doch darum geht es auch nicht. Es geht um die ,,Idee” des Kreises, um
die Vorstellung eines Konstrukts bei dem sdmtliche Punkte denselben Abstand zum Mit-
telpunkt haben — auch wenn sich in der Natur nichts findet, was diese Bedingung exakt
erfiillen wiirde. Fiir die Griechen waren die perfekten Flichen und Korper Ausdruck kos-
misch-gottlicher Ordnungsprinzipien, die unverdnderlich und zeitlos in jedem Winkel des
Universums ihre Giiltigkeit haben - eine Vorstellung, die, wie wir noch sehen werden, in
der Philosophie Platons eine zentrale Rolle spielt.

Von Euklid sind eine Reihe geometrischer Aufgaben iiberliefert, zu deren Losung er
keine anderen Hilfsmittel zulief3, als Lineal und Zirkel. Einige dieser antiken Herausfor-
derungen mussten iiber 2.000 Jahre auf eine Losung warten: Erst 1882 gelang Ferdinand
von Lindemann der Beweis der Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises, der Nachweis,
dass sich aus einem Kreis allein mit den beiden von Euklid genehmigten Werkzeugen kein
Quadrat mit identischem Flacheninhalt konstruieren ldsst. Ein besonderer Coup gelang
bereits 1796 dem achtzehnjidhrigen Gauf, als er allein mit Lineal und Zirkel ein gleichma-
iges Siebzehneck konstruierte. Spater konnte Gauf zeigen, dass es einen Zusammenhang
zwischen der Konstruierbarkeit von regelméfligen Polygonen und den Fermatschen Prim-
zahlen gibt. Damit hatte er eine weitere unter den zahlreichen Verbindungen zwischen
Geometrie und Zahlentheorie aufgedeckt (Abb. 4).!!

Abb. 4: GleichmaBiges Siebzehneck.




