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Prefacio

En 2019 celebramos el centenario de la histérica observacion de un eclipse
total de Sol, liderada por sir Arthur Eddington y que permiti6 la primera
confirmacién experimental de las predicciones de la teorfa general de la
relatividad. El primer dia de ese mismo afio, una nave espacial, la sonda New
Horizons, sobrevol6 el cuerpo astronémico mas remoto fotografiado por
nuestra especie, el objeto transneptuniano (486958) Arrokoth (ver figura P);
la misma sonda, cinco anos antes, habia pasado “rozando” la superficie de
Plutén, enviandonos imagenes inesperadas de un mundo sorprendente.
Muy lejos de alli, y también en 2019, dos naves espaciales, una japonesa, la
sonda Hayabusa 2, y la otra estadounidense, Osiris-Rex, transmitieron ima-
genes impactantes desde la superficie de dos pequeiios asteroides cercanos
alaTierra, cuerpos que visitaron con el objetivo de traer muestras a nuestro
planeta. Lo que aprendamos de esas muestras podria ayudarnos a evitar un
impacto catastréfico futuro. Y la aventura contintia. Nada mas empezando
el 2022, el telescopio James Webb, sucesor de los telescopios espaciales
infrarrojos Spitzer y WISE, ha alcanzado su trayectoria final alrededor del
Sol, se ha convertido en un planeta mas. Pero su 6rbita no es como la de los
demas planetas. A pesar de estar un millén y medio de kilémetros més lejos
del Sol que la Tierra, completa su revolucién alrededor de nuestra estrella
en casi exactamente el mismo afio, desafiando la 16gica mas elemental del
movimiento planetario.

Todas estas hazanas de exploracién y conocimiento fueron posibles, en-
tre otras, gracias a la mecdnica celeste. Esta disciplina cientifica, combinacién
asombrosa de astronomia, fisica y matematicas, comenzé, como disciplina
cientificay matematica moderna, con el trabajo tedrico pionero de Johannes
Kepler a principios de los 1600;' se estableci6 con la obra cumbre de sir Isaac
Newton, los Principios matematicos de la filosofia natural, publicada a finales de
los 1600, y alcanzé su apogeo entre los 1700 y los 1800 con los trabajos de
matematicos y astrénomos como Edmund Halley, Leonhard Euler, Pierre-
Simon Laplace, Joseph-Louis Lagrange, William Rowan Hamilton y Henri
Poincaré (entre muchos otros que mencionaremos en este libro).

! En la introduccién aclararemos la nomenclatura usada en el libro para referirnos a los si-
glosy decenios.
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Figura P Imagen procesada de Arrokoth, el objeto transneptuniano sobre-
volado por la sonda New Horizons el 1 de enero 2019

Fuente: NASA, Johns Hopkins University Applied Physics Laboratory, South-
west Research Institute, Roman Tkachenko.

Este libro presenta una visién panordmica de la mecéanica celeste y en
general de la mecanica analitica 0 mecanica clasica, que se desarroll6 de
forma paralela a la primera, inspirada, en muchos casos, en los problemas
de aquella. El texto esta dirigido especialmente a quienes, por su formacién
o trabajo, estan interesados en la aplicacién de la mecénica celeste en as-
tronomia o en ingenieria aeroespacial. Su extensién, énfasis y nivel de pro-
fundidad lo hacen especialmente adecuado para estudiantes de pregrado
(licenciatura o bachillerato, dependiendo del pais) de cualquier programa
cientifico o técnico, especialmente de astronomia, fisica o ingenieria aero-
espacial. Su enfoque computacional (que es la razén por la que inclui la
palabra “algoritmos” en el subtitulo de esta obra) lo podria hacer, ademas,
util como material de referencia para profesionales de estas disciplinas.

Febrero de 2022



Introduccién

0.1 ¢Otro libro de mecanica celeste?

Al escribir este libro no pretendo hacer un compendio exhaustivo de
los problemas de la mecanica celeste, que, durante més de cuatrocientos
anos, se ha convertido en una disciplina cientifica vasta y en constante
desarrollo.

Muchos textos en la materia han sido escritos desde los tiempos de New-
ton, la mayoria en las tltimas décadas. Algunos presentan detallados y ri-
gurosos desarrollos matematicos. Otros estan orientados especificamente
al sistema solar o al movimiento de satélites y vehiculos espaciales. Muchos
mas son buenos libros de texto, la mayoria de ellos dirigidos a estudiantes
de posgrado, pues la mecanica celeste es considerada una linea de pro-
fundizacion, tanto en fisica como en astronomia. También se han escrito
algunos libros divulgativos y al alcance de aficionados.

La bibliografia de este libro recoge apenas una muestra de referencias
en la materia, que seran citadas a lo largo de sus capitulos, y que, de an-
temano, invito a los lectores a explorar con curiosidad para no quedarse
con la punta del inmenso iceberg que apenas alcanzara a asomarse en estas
péginas.?

Entonces, ¢para qué escribir un libro mas de mecanica celeste? Existen
dos razones fundamentales que me motivaron a emprender esta normal-
mente ingrata aventura.

La primera es que, como mencioné antes, la mayoria de los libros de
mecanica celeste estan dirigidos a estudiantes con una formacién media
o avanzada en matematicas, mecanica newtoniana y mecanica analitica;
como se acostumbra decir, tienen un nivel de posgrado. En contraste, el
nimero de textos al “alcance” de estudiantes de los primeros afios uni-

2 Es importante aclarar, sin embargo, que debido al nivel de este libro (esta orientado a
estudiantes de pregrado), muchas de las referencias corresponden a trabajos que tienen,
en el mejor de los casos, una década de antigiiedad y en el “peor” hasta dos siglos y medio.
Pero esto, contrario a lo que puede pensarse, no es un defecto del texto. La mayor parte
de los desarrollos mas recientes de la mecanica celeste, que no son pocos y abundan en
la literatura especializada de matematicas, astronomia e ingenieria, asumen normalmente
que toda la teoria que se presenta en este libro se conoce a cabalidad. Por la misma razén,
ese contenido escapa al nivel del libro.
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versitarios no es muy grande. Escribo este libro, pues, para contribuir a
enriquecer ese “nicho académico”.

Podria argumentarse que la mecénica celeste, como aplicacién especi-
fica de la mecanica newtoniana, es un tema especializado y de alli que sus
textos estén dirigidos a estudiantes mas avanzados. Sin embargo, la impor-
tancia de esta disciplina en la historia de las matematicas, la astronomia y
la fisica, asi como su potencial para describir fenémenos fascinantes, desde
el movimiento de planetas y naves espaciales, hasta la colisién de agujeros
negros, hacen de la mecanica celeste un medio educativo excelente para
introducir conceptos tedricos en fisica y astronomia, que, sin el contexto y
la motivacién apropiada, son dificiles de digerir.

Un buen libro de mecénica celeste o mecénica analitica deberia poder
ser abordado por cualquier estudiante, incluso de pregrado. Esa ha sido la
premisa en muchos centros académicos. Pero la realidad es mas compleja.
Como cualquier profesor sensible lo sabe, para valorar realmente los lo-
gros intelectuales del pasado, entender las motivaciones que llevaron a los
pioneros, hombres y mujeres, de una disciplina a introducir hipétesis o for-
mular las leyes de la misma, se necesita experiencia académica. Experiencia
que la mayoria de los estudiantes de pregrado no tienen. No es solo un pro-
blema de nivel matematico, es también un problema de falta de exposicién
a la ciencia.

Este libro pretende ser un buen primer libro de mecanica celeste, pero
también de mecanica analitica, como explicaremos mds adelante. Un pri-
mer escalén para abordar, ya con experiencia, libros mas avanzados.

La segunda razén, y la original para mi como profesor del pregrado de
Astronomia en la Universidad de Antioquia, era que necesitaba un texto
sobre mecanica celeste que permitiera avanzar en una formacién en los
principios y métodos de la mecanica analitica (mecanica teérica o mecanica
clasica). Esos principios y métodos son instrumentales en la formulacién
de la mecanica cuantica y lo son ademas en versiones modernas de otras
areas de la fisica clasica, como la relatividad, la electrodinamica e incluso la
6ptica. La mecanica analitica es indispensable entonces en la formacién de
cualquier estudiante de ciencias fisicas.

En la inmensa mayoria de los textos clasicos de mecanica celeste, los
resultados se derivan usando, casi exclusivamente, los métodos de lo que
llamaremos aqui el formalismo vectorial o geométrico de la mecdnica. En este
formalismo (originalmente introducido por Newton y desarrollado poste-
riormente por Euler), las fuerzas juegan el papel central en la descripcién
de la dinamica (dime cudnto te halan vy te diré como te mueves).
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Desde los trabajos pioneros de matematicos y “fisicos” de los 1700 y
1800, tales como D’Alembert, Lagrange, Hamilton y Jacobi, se hizo eviden-
te que algunos problemas complejos de mecanica celeste podian abordarse
usando un formalismo analitico o escalar de la mecdnica. En este formalismo,
los sistemas se describen usando funciones tales como el lagrangiano o el
hamiltoniano, que contienen toda la informacién relevante del sistema, sus
restricciones y simetrias (dime cudl es tu hamiltoniano y no solo te diré para dénde
vas, sino también como eres).

Un caso ilustrativo, muy popular y reciente, de como el formalismo ana-
litico de la mecénica es aplicado hoy, de manera generalizada, en mecéanica
celeste, es la “predicciéon” de un nuevo planeta en el sistema solar, mas alla
del cinturén de Kuiper, cuya existencia, a la fecha, no se ha confirmado ni
rechazado [8]. Este trabajo también es la punta de un inmenso iceberg de
literatura cientifica en mecanica celeste en la que el formalismo analitico es
protagonista.

Mas all4, entonces, de la necesidad practica de juntar la mecanica celeste
y la mecénica analitica en un mismo texto, de modo que sirva a estudiantes
de programas académicos como astronomia o ingenieria aeroespacial, este
libro presenta este particular “matrimonio” entre dos disciplinas clasicas
de la astronomia y la fisica como lo que es: una relacién estrecha entre dos
cuerpos de conocimiento inseparables.

Otro ingrediente hace diferente a esta publicacién. Me refiero al enfasis
especial que daremos a los algoritmos de la mecanica celeste a través de
todo el libro.

Es un hecho reconocido que la complejidad de muchos problemas de
mecanica celeste, en particular aquellos con un interés practico, tales como
el disefio de trayectorias de vehiculos espaciales, la predicciéon de la posicién
precisa de asteroides y cometas que pueden amenazar nuestro planeta o la
prediccién a largo plazo de la posiciéon de los cuerpos del sistema solar y
otros sistema planetarios, ha exigido, casi desde los tiempos de Kepler, el
desarrollo y la aplicacién de métodos numéricos y, mas recientemente, de
su implementacién en calculadoras y computadores.

En este sentido, la relacién de la mecanica celeste con algoritmos de toda
clase no es comparable con la relacién, principalmente utilitaria, que tienen
la mayoria de las dreas de la fisica con la computacién. Podria decirse que
hoy es casi impensable saber de mecanica celeste sin estar familiarizado
también con sus algoritmos.



xx11 / Mecdnica celeste

Pensando en esto, todo el contenido del libro ha sido elaborado usando
libretas o notebooks del proyecto Jupyter.® Este hecho facilita, por un lado,
que el c6digo sea copiado y pegado en libretas de Jupyter desde la versién
electrénica (en PDF), pero también garantiza que todo el cédigo ha sido
probado y que funciona correctamente. Aunque siempre se pueden colar
errores; no es facil escribir un libro con cédigos, garantizando que los c6-
digos en realidad funcionen. Pues bien, en este libro si.

En la versién impresa, los algoritmos se presentaran en cajas especiales
de texto como esta:

import math

e=0.3

M=0.5

E=M

Eo=2*M

while abs(E-E0)>0.01:
Eo=E
E=M+e*math.sin(E)

print("E = ",E)

E = 0.6886561865220447

¢Puede el lector adivinar qué hace este algoritmo? Si no lo hace, espero
que sepa en qué lenguaje de programacién esta escrito.

0.2 Mecanica celeste en Python

Es casi imposible escribir un libro con algoritmos sin comprometerse con
un lenguaje de programacién especifico (especialmente si queremos que
los algoritmos funcionen). En el caso de esta edicién del libro, el lenguaje
elegido es Python.

Esta siempre serd una apuesta arriesgada. Aunque la mecénica celeste y
sus algoritmos no pasardn de “moda”, los lenguajes de programacién “van
y vienen”. Es un hecho (poco reconocido) que cientos de libros cientificos
acumulan polvo por haber comprometido su contenido con lenguajes de
programacién que hoy no son tan populares (BASIC o Pascal por ejemplo).

No sabemos si Python y este libro sufriran a la larga la misma suerte.
Pero hay tres hechos que sugieren que la popularidad de este lenguaje podria
durar mas de lo esperado (o al menos esa es mi esperanza).

3 https://jupyter.org
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El primero es que su sintaxis es muy similar a la del “lenguaje natural”.
Consideremos, por ejemplo, el algoritmo presentado antes (que ya se sabe,
esta escrito en Python) o el siguiente algoritmo, atin mas simple:

from math import pi
for n in range(1,5):
print("pi a la",n,"es",pi**n)

pi a la 1 es 3.141592653589793
pi a la 2 es 9.869604401089358
pi a la 3 es 31.006276680299816
pi a la 4 es 97.40909103400242

Es dificil que estos algoritmos se escriban de manera tan natural en casi
cualquier otro lenguaje de programacién popular en ciencia (C, FORTRAN
o Java) como se pueden escribir en Python. Este asunto no solo facilita el
aprendizaje del lenguaje, sino también la legibilidad de los algoritmos.

El segundo hecho que demuestra el promisorio futuro de Python como
lenguaje de la computacién cientifica es la creciente cantidad de paquetes,
en todas las disciplinas de la ciencia y la técnica, que se escriben perma-
nentemente en este lenguaje y que estan disponibles en repositorios pu-
blicos.* Adem4s, herramientas informéticas muy conocidas (bibliotecas de
rutinas, bases de datos, sistemas de informacién, etc.) escritas originalmen-
te en otros lenguajes han sido ahora traducidas a Python (pythonizadas si
quieren) con el Ginico propésito de que puedan ser usadas por la creciente
comunidad de desarrolladores en este lenguaje.

Python se estd convirtiendo, y esta es una conjetura mia, en deposita-
rio de décadas de experiencia en ciencia computacional. <Cambiara esta
tendencia pronto? Lo dudo (o al menos asi lo espero, por el bien de este
libro).

Un tercer hecho para elegir Python como el idioma oficial de los al-
goritmos en este libro es la existencia de una biblioteca grafica, robusta y
bien documentada, escrita para este lenguaje. Me refiero por supuesto a
matplotlib.5

Con la excepciéon de paquetes cientificos que incluyen avanzadas faci-
lidades de graficacién, tales como Mathematica, Matlab o IDL (todos ellos
sujetos a algtn tipo de pago), la mayoria de los lenguajes de programa-
cion dependen, a veces, de complejas bibliotecas graficas o programas de
terceros para hacer hasta los mas sencillos gréficos.

4 https://pypi.org/project/IPy
5 https://matplotlib.org/
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En Python, hacer un grafico elemental es tan simple como escribir:

(Algoritmo 0.1)

from matplotlib.pyplot import plot
plot([1,2,3,4],[1,4,9,16]1);

ver figura 0.1
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Figura 0.1 Figura correspondiente al cédigo del algoritmo 0.1

0.3 Mecanica celeste con SPICE

No puedo dejar de mencionar aqui una dltima herramienta que sera pro-
tagonista en este libro. Se trata de SPICE, una aplicacién desarrollada para
la NASA’s Navigation and Ancillary Information Facility (NATF).

SPICE es un sistema de informaciém de uso libre, formado basicamente
por una biblioteca de rutinas para realizar calculos en mecénica celeste y de
datos (kernels) que permiten, usando esas mismas rutinas, la determinacién
de la posicién y orientacién precisa (pasada y futura) de muchos cuerpos
del sistema solar y de algunos vehiculos espaciales lanzados por nuestra
especie.

Esta herramienta ha cobrado, en afnos recientes, una popularidad sig-
nificativa en la comunidad académica. Sus rutinas y kernels estan detras de

6 https://naif.jpl.nasa.gov/naif/
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algunos de los servicios en linea més populares de NASA, tales como el siste-
ma NASA Horizons,” que permite, a través de distintas interfaces, calcular las
posiciones pasada y futura de cuerpos del sistema solar y naves espaciales;
o del simulador NASA’s Eyes,8 que ofrece vistas en tiempo real de la posi-
cién de los cuerpos del sistema solar y de misiones espaciales de la agencia
espacial estadounidense.

En este libro usaremos las rutinas y kernels de SPICE (a través de la biblio-
teca spiceypy,’ desarrollada en Python) para ilustrar conceptos, proponer
ejemplos y resolver problemas que, de otro modo, implicarfan un gran es-
fuerzo algoritmico (el objetivo sera no reinventar la rueda redonda).

Al hacerlo, ademas, el lector, sin importar su nivel, se familiarizara con
una herramienta que usan astrénomos e ingenieros aeroespaciales para re-
solver problemas reales de mecanica celeste. iDe la teoria a la accién!

De la misma manera como nos preguntamos en el caso de Python, nos
formulamos la siguiente cuestién: ¢podria SPICE desaparecer o, mejor, ser
reemplazado por un sistema diferente en los préximos afios? No podemos
asegurarlo, pero la cantidad de herramientas que hoy dependen de este
sistema de informacién hace dificil suponer que cambie radicalmente en el
futuro inmediato.

Un tltimo aspecto hace de SPICE una opcién muy estable para los propé6-
sitos de un libro de texto. La biblioteca de rutinas asociada con el sistema estd
disponible paraun amplio conjunto de lenguajes de programacién diferentes
a Python. Familiarizarse con las rutinasy kernels de SPICE aqui serd suficiente
paraque puedausarse con lenguajes como C/C+ +, FORTRAN e IDL.

A continuacién, y a modo de ilustracién, presento un algoritmo, escrito
con SPICE, para calcular la distancia de la Tierra al Sol durante el eclipse
total de Sol del 29 de mayo de 1919, en el que se obtuvieron las primeras
evidencias empiricas de la relatividad general y con el que abrimos el pre-
facio de este libro. Naturalmente, este algoritmo es mucho mas complejo
(y menos natural) que los que escribi antes, pero ilustra el poder de esta
herramienta para obtener resultados interesantes con muy poco esfuerzo
computacional.

import spiceypy as spy
spy . furnsh('pymcel/data/naif0012.tls"')
spy . furnsh('pymcel/data/de430.bsp"')

7 https://ssd. jpl.nasa.gov/horizons/
8 https://eyes.nasa.gov/
9 https://spiceypy.readthedocs.io/en/stable/
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et=spy.str2et("05/29/1919 09:08:00 UTC-3")
sol,tluz=spy.spkgeo(10,et,"J2000",0)
tierra,tluz=spy.spkgeo(399,et,"J2000",0)
distancia=spy.vnorm(tierra-sol)

Distancia Tierra-Sol durante el eclipse de 1919: 151649284 km

0.4 ¢Qué hace distinto a este libro? Un decalogo

Para resumir, enumero a continuacién las diez cosas que hacen de este un
libro distinto de los muchos que se han escrito en casi cuatrocientos anos de
historia de la mecanica celeste. Este decalogo, como la mayor parte de esta
introduccién, es, ademas de una descripcién abreviada de las caracteristicas
unicas del libro, una lista de razones que justifican su existencia aun en el
“vasto océano” de literatura en la materia.

1.

¢Ya les mencioné que es un libro para estudiantes de pregrado? Pa-
ra entender su contenido no es necesario haber visto previamente un
curso de mecanica analitica o de matematicas especiales. Solo se ne-
cesita una fundamentacién minima en geometria, calculo y fisica.

. El libro ha sido escrito, en la medida de las posibilidades, para ser

autocontenido. Todo lo que un lector necesita saber de los fundamen-
tos matematicos (geometria, calculo vectorial, ecuaciones diferencia-
les), los fundamentos fisicos (mecanica newtoniana), astronémicos o
de computacién, ha sido incluido en los capitulos o en apéndices. Esto
hace del libro un texto que puede ser leido o estudiado por personas
ajenas a la disciplina, incluso por aficionados.

. Ellibro utiliza, como la mayoria de los textos en el area, el formalismo

geomélrico y vectorial de la mecanica para presentar y desarrollar los
problemas centrales de la mecanica celeste. Pero también introduce el
formalismo analitico (mecanica analitica o mecanica clasica) y lo aplica
a la mecanica celeste. Es por tanto un libro de mecénica celeste y al
mismo tiempo uno de mecanica analitica.

El libro no profundiza en todos los temas de la mecanica celeste o la
mecanica analitica como lo hacen textos mas avanzados. Pero, para
un estudiante de pregrado, esta podria ser su primera lectura antes
de abordar esas publicaciones.

. El texto enfatiza en los algoritmos de la mecanica celeste, que im-

plementa usando cédigos en Python, gréficas en matplotlib y, en
ocasiones, usando algunas de las rutinas y datos del sistema SPICE de
NASA.
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6. El libro no requiere conocimientos previos de programacién en
Python (aunque tenerlos puede ser muy util). En realidad, el li-
bro podria utilizarse como una manera de aprender el lenguaje
en contexto, algo que es dificil de conseguir en libros dedicados
especificamente a la enseflanza de la programacién.

7. Los temas no se desarrollan en el orden en el que aparecieron en la
historia: problema de los dos cuerpos — teoria de perturbaciones —
problema de los tres cuerpos — mecdnica celeste relativistica, etc. He
preferido presentarlos como me hubiera gustado conocerlos desde el
principio, siguiendo un orden mas l6gico y un poco atemporal. Esta
es la manera en la que, creo, un viajero en el tiempo, que retrocediera
a 1700, se lo explicaria a un sorprendido Newton.

8. Apesar de lo dicho, la historia es importante en el libro. A través de los
capitulos y en recuadros especiales he incluido anécdotas y biografias
que permitiran hacerse a una imagen del contexto en el que surgieron
las principales ideas de la mecanica celeste y la mecénica analitica y
de los personajes, hombres y mujeres, que las concibieron.

9. Por muchas de las razones descritas arriba podria decirse que este es
un libro “moderno” de mecénica celeste. Uno que en lugar de ocu-
parse de llenar cientos de paginas con sesudos y rigurosos desarrollos
matematicos, apunta directamente a dar vida a esas ideas y a ofrecer
las herramientas practicas para su aplicacion.

10. {Ya mencione que es un libro para estudiantes de pregrado? iAh,
si! Pero necesitaba una excusa para que este fuera un verdadero
decalogo.

0.5 <Cémo se organiza este libro?

Como lo mencionamos, una de las cosas que hace a este libro diferente de
otros textos de mecanica celeste es la maneray el orden particular en el que
se desarrollan los temas. El libro esta dividido en tres grandes partes:

» Fundamentos matematicos y fisicos.

= Mecanica celeste usando vectores y geometria (formalismo vectorial

de la mecanica).

» Mecanica analitica (formalismo lagrangiano y hamiltoniano) y su apli-

cacién en mecanica celeste.

En los siguientes parrafos encontraran una sintesis narrada del libro; al-
go asi como una tabla de contenido comentada que le permitira al lector no solo
orientarse en el texto, sino también entender la manera como se encadenan
cada una de sus partes.
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Y es que todo libro deberia contar una historia. En los textos académicos,
lamentablemente, esa “vocacién” narrativa parece perderse en medio de
figuras, teoremas y algoritmos. Esta seccién puede ser entonces entendida
como un esfuerzo de esbozar la historia que se hila a través de sus capitulos.

» Fundamentos matematicos y fisicos. Antes de entrar en materia,
repasaremos algunos temas de matematicas y de fisica necesarios para
estudiar mecénica celeste. Si bien el lector deberia estar familiarizado
con la mayoria de estos temas, he decidido incluir este capitulo no solo
para hacer que el texto sea autocontenido, sino también para compilar
resultados ttiles, definiciones y algoritmos, en el formato y la notacién
del texto, que se usaran en capitulos posteriores.

* Fundamentos matematicos. Algunos consideran la mecanica ce-
leste un drea de las matematicas aplicadas. En ella confluyen téc-
nicas matematicas de todos los origenes. Por esta misma razon,
para comprender incluso los aspectos mas basicos de la teoria
es necesario contar con una sélida fundamentacién matematica.
Por cuestiones de espacio no podemos cubrir todos los temas re-
levantes en esta seccién, pero nos hemos concentrado en dos de
particular importancia a lo largo del texto:

o Fundamentos de calculo. El cilculo infinitesimal fue descu-
bierto por Isaac Newton a finales de los 1600 (y descubierto
independientemente también por Gottfried Leibniz), inspi-
rado, en parte, en problemas mecanicos. Estos métodos ma-
tematicos permitieron a Newton, sus contemporaneos y su-
cesores resolver los complicados problemas de la mecanica
celeste que inauguraron la disciplina. Por la misma razén es
indispensable que el lector repase las cantidades y resultados
centrales de este método analitico. Al hacerlo, aprovechare-
mos ademas para recoger algunas definiciones y resultados
destacados de la geometria y el cilculo de vectores, los ele-
mentos basicos de la teorfa de ecuaciones diferenciales y del
mas exdtico calculo de variaciones. Ninguno de los apartes
de este capitulo cumple funciones decorativas o es completa-
mente prescindible. A pesar de parecer una seccién ajena al
libro, un material que deberia dejarse solo a los autores ex-
pertos en el tema, en realidad todos los resultados expuestos
aqui seran usados en el resto de capitulos.

o Geometria de curvas cénicas. Aqui nos concentraremos en
repasar (o presentar) las propiedades de las figuras cénicas,
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su definicién y descripcién geométrica mds general, asi co-
mo su descripcién algebraica. Las cénicas juegan un papel
central en la mecénica celeste, y estar familiarizado con ellas
permitira resolver mas facilmente problemas fisicos relati-
vamente complejos. Estudiaremos esta familia particular de
curvas, tanto en el plano como en el espacio de tres dimen-
siones. Con este propésito, introduciremos aqui las rotacio-
nes en dos y tres dimensiones (dngulos de Euler), que son
usadas con frecuencia en la mecanica celeste, pero también
en la mecanica analitica.

* Mecanica newtoniana. Es casi imposible presentar la mecanica
celeste y menos ain la mecanica analitica sin repasar primero las
definiciones, postulados y proposiciones de la mecanica basica, o
mecanica newtoniana, como se la llama comunmente. Este capi-
tulo esta justamente dedicado a presentar el que llamaremos for-
malismo vectorial o geométrico de la mecanica, desarrollado a partir
de las ideas mismas de Newton, pero enriquecidas significativa-
mente por sus sucesores en los siguientes dos siglos. Si bien, de
nuevo, este podria parecer un tema elemental para tratar en otro
libro, la manera en la que se presenta aqui es particularmente
unica. He tratado de formular las ideas de siempre en un orden
mas moderno y, en algunos casos, poco ortodoxo. No pretendo
con ello producir ninguna revolucion, pero al hacerlo la presen-
tacién de los temas centrales del libro se hace mas natural. Este
capitulo se concentra en la mecanica de particulas y los sistemas
de particulas, sin ocuparse de otros temas interesantes de la me-
cénica, la dinamica de cuerpos rigidos o de fluidos, que no seran
aplicados en el resto del texto.

= El formalismo vectorial de la mecanica celeste. Como veremos, la
mecanica puede ser presentada usando dos enfoques matematicos o
formalismos diferentes. En esta parte del libro nos concentraremos en
la formulacién geométrica o vectorial de la mecanica celeste, la mas
popular y la que usé originalmente Newton en sus Principia y que fue
desarrollada posteriormente por sus sucesores.

* El problema de los N cuerpos. A diferencia de la mayoria de
los textos sobre mecénica celeste, en este libro comenzamos por
abordar y estudiar con algtin detalle el mas general de los pro-
blemas de esta disciplina: el de los N cuerpos. En este problema,
el reto consiste en predecir la posicién y velocidad de muchos
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cuerpos que interactian gravitacionalmente. Si bien el de los N
cuerpos fue posiblemente el Gltimo de los grandes problemas de
mecanica celeste en ser formulado y abordado de forma rigurosa
en la historia, su presentacién temprana en este libro permitird
introducir resultados y métodos que seran de utilidad para el
resto del texto. De particular interés serd la introduccién de los
algoritmos en este capitulo para resolver numéricamente el pro-
blema. Estos algoritmos y algunas herramientas computaciona-
les relacionadas seran necesarios en el resto del texto, para com-
parar y validar resultados de modelos analiticos. Se presentara
también aqui el concepto de integrales de movimiento o cua-
draturas, uno de los métodos usados clasicamente para extraer
informacién sobre un sistema dinamico sin resolverlo por com-
pleto. Este método serd usado de forma regular en los demds
capitulos.

* El problema de los dos cuerpos. Una de las idealizaciones mas
conocidas de la mecanica celeste es aquella que consiste en su-
poner que cuando dos cuerpos astronémicos interactdan gravi-
tacionalmente, el efecto del resto del Universo es por completo
despreciable. Naturalmente, no existe ningtn sistema astrono-
mico real que cumpla a cabalidad esta condicién. Todos los siste-
mas del Universo, en sentido estricto, son sistemas de N cuerpos.
En este capitulo mostraremos, a través de experimentos numé-
ricos y ejemplos astronémicos reales, que la mayoria de los siste-
mas astronémicos se pueden analizar dindAmicamente como sis-
temas de N cuerpos jerdrquicos, es decir, como sistemas en los que
las particulas se agrupan por pares (pares de particulas, pares
de pares, etc.) que se perturban mutuamente. El problema de
los dos cuerpos no es, sin embargo, el destino final de la meca-
nica celeste, sino su punto de partida. Es un resultado ttil para
estudiar sistemas mucho mas complejos. Resolveremos en este
capitulo el problema de los dos cuerpos usando el método de
las cuadraturas (primeras integrales de movimiento), introduci-
do en el capitulo anterior. Demostraremos que el movimiento
relativo de dos cuerpos se realiza sobre una cénica y desarrolla-
remos en detalle las relaciones entre las propiedades geométricas
de esa coénica y las propiedades dinamicas del sistema. Resolve-
remos también, usando primero métodos geométricos y después



