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Flexibles Rechnen — eine Basiskompetenz?

Vorwort

Flexibles Rechnen - eine Basiskompetenz?

Die Antwort auf diese Frage hingt ganz davon ab, welche Ziele wir im Mathe-
matikunterricht verfolgen wollen. Geht es - nur - darum, dass Kinder Aufga-
ben schnell und richtig 16sen konnen, dann ist flexibles Rechnen sicherlich
als ,,die rote Kirsche obendrauf” zu betrachten. Schén, wenn das auch noch
klappt! Dieser Perspektive ist entgegenzuhalten, dass wir heute, im Zeital-
ter von Smartphone, Computer und einer nahezu vollstindig modellierten
Welt, keine (Aus-)Rechenkompetenzen mehr benétigen. Vielmehr ist es zen-
tral, mit den Rechnungen und Losungen anderer umgehen zu kénnen, ihre
Richtigkeit einzuschitzen, zu priifen und zu hinterfragen sowie Muster und
Strukturen darin zu deuten und zu nutzen. Dafiir bendtigen wir mathema-
tisches Verstindnis von Zahlen, Rechenoperationen und dem Rechnen so-
wie die Fiahigkeit zum mathematischen Arbeiten. Bezogen auf das Rechnen
bedeutet dies, einen fundierten, flexiblen Zahlbegriff und ein ebensolches
Operationsverstandnis aufzubauen sowie die Kompetenz, Zahl- und Aufga-
benmerkmale wahrzunehmen und fiir das aufgabenadéquate Rechnen zu
nutzen, also flexibel zu rechnen. Damit geht stets das Beschreiben und Be-
griinden von Rechenwegen, das (systematische) Ausprobieren sowie das kri-
tische Reflektieren von Losungen und Losungswegen einher.

Dieses Buch mochte einen Beitrag dazu leisten, dass flexibles Rechnen zu
einer mathematischen Basiskompetenz fiir alle Kinder werden kann. Dazu
wird der Begriff des flexiblen Rechnens theoretisch fundiert und die Zahlen-
blickschulung als Konzeption zur Forderung flexibler Rechenkompetenzen
fiir alle Kinder vorgestellt. Es spannt den Bogen vom Kindergarten bis zum
Beginn der Sekundarstufe I, wobei der Schwerpunkt auf der Grundschule
liegt. Dies ermoglicht einen Uberblick dariiber, mit welchem Vorwissen die
Kinder in die Schule kommen, welche Aspekte auch fiir die Kooperation zwi-
schen Kindergarten und Schule entscheidend sind und wie die bereits ent-
wickelten Kompetenzen in der Grundschule aufgegriffen und weiterentwi-
ckelt werden kénnen. Beim Ubergang in die Sekundarstufe wird am Beispiel
der Bruchrechnung gezeigt, wie die Konzeption der Zahlenblickschulung in
der Sekundarstufe fortgefiihrt werden kann und es, wie in der Grundschule
auch, darauf ankommt, Zahl- und Aufgabenmerkmale vor oder bestenfalls
beim Losen von Aufgaben wahrzunehmen. Daneben werden Perspektiven
aufzentrale Querschnittsthemen eingenommen, wie Sprache und Mathema-



Vorwort

tik, die Schulbuchqualitit, die Diagnose flexibler Rechenkompetenzen, Kin-
der mit Schwierigkeiten beim - flexiblen - Rechnen und die Frage der Diffe-
renzierung in heterogenen Klassen. Alle Beitrdge enthalten zahlreiche Ideen
fiir die Praxis, zu denen teilweise auch im Download (€3) Kopiervorlagen zur
Verfligung stehen. Im Einzelnen gliedern sich die Kapitel folgendermallen:
Im ersten Kapitel finden sich theoretische Hintergriinde zum flexiblen
Rechnen. Aullerdem wird die Zahlenblickschulung als Konzeption, die sich
durch den Unterricht hindurchzieht, vorgestellt. Die in den Kapiteln 2 bis4
beschriebenen Aktivitdten basieren hierauf.
Im zweiten Kapitel steht die Entwicklung eines kardinalen Zahlbegriffs,
der im Kindergarten grundgelegt und in der Grundschule weiter aufge-
baut wird, im Mittelpunkt. Dabei fokussieren die Beitrdge auf ein umfas-
sendes Teile-Ganzes-Konzept, was eine wesentliche Grundlage auf dem
Weg zum Rechnen darstellt.
Kapitel 3 widmet sich dem Rechnenlernen von der ersten bis zur sechs-
ten Klasse. Es werden die Entwicklung von Operationsverstandnis und von
strategischen Werkzeugen in verschiedenen Zahlenrdumen in den Blick ge-
nommen sowie Fragen zu einem sprachforderlichen Unterricht und zum
Mathematikbuch im Kontext des flexiblen Rechnens angesprochen.
Im vierten Kapitel steht im Mittelpunkt, mit allen Kindern flexibel rech-
nen zu lernen. Zunachst geht es um die Diagnose von Rechenkompeten-
zen und schliefllich um Moglichkeiten fiir einen konstruktiven Umgang
mit Heterogenitdt im Unterricht.
Elisabeth Rathgeb-Schnierer hat im Laufe ihrer wissenschaftlichen Kar-
riere die Auseinandersetzung und die Gesprdche zum flexiblen Rechnen
durch ihre Verdffentlichungen und Vortrége bei Tagungen sowie im kolle-
gialen Austausch auch international gepragt und das Verstdndnis fiir einen
anderen Blick auf Rechnen beférdert. Bis heute ist ihr die Férderung aller
Schiiler:innen immer ein zentrales Anliegen geblieben. Dabei nimmt sie die
Rechenwege und das Denken der Kinder stets genau in den Blick und ana-
lysiert diese detailliert, um zu verstehen, wie Kinder rechnen. Ihre Arbei-
ten bilden auch fiir dieses Buch eine wesentliche Grundlage, was sich in den
zahlreichen Verweisen auf ihre Verdffentlichungen zeigt. Wir hoffen sehr,
dass sie diese Diskussion weiterhin so konstruktiv fiihrt und damit verbun-
den auch unser Nachdenken weiter anregt. Dieses Buch ist ihr gewidmet.
Zum 60. Geburtstag gratulieren wir Elisabeth Rathgeb-Schnierer herzlich!!!

Charlotte Rechtsteiner
Ludwigsburg, Juni 2025



Flexibles Rechnen — was verstehen wir darunter?

Charlotte Rechtsteiner & Silvia Wessolowski

1 Flexibles Rechnen entwickeln

.Die Abhangigkeit aufgabenadaquater Rechenwege von erkannten und
genutzten Zahleigenschaften und Zahlbeziehungen verdeutlicht die Relevanz
einer fundierten Schulung des Zahlenblicks."

(Elisabeth Rathgeb-Schnierer 20064, S. 299)

Rechnen lernen und dabei Flexibilitdt entwickeln sind DIE bedeutsa-
men Ziele des Arithmetikunterrichts in der Grundschule. Ist nun aber
das Rechnenlernen der erste Schritt, an den sich als zweiter Schritt die
Entwicklung flexibler Rechenkompetenzen anschlie3t? Ist flexibel rech-
nen zu konnen, ein grundlegendes Ziel fiir alle Kinder oder im Sinne ei-
ner ,Kiir“ ohnehin nur von leistungsstarken zu erreichen? Und wie ldsst
sich flexibles Rechnen im schulischen Alltag entwickeln? Sind dafiir zu-
sitzliche Lernangebote erforderlich oder sind die notigen Aktivitdten Teil
des Rechnenlernens? Diesen Fragen soll in Kap. 1 nachgegangen wer-
den. In den nachfolgenden Kapiteln wird anhand von Praxisbeispielen,
die auf der Grundlage aktueller Forschungsergebnisse konzipiert wur-
den, gezeigt, wie der Zahlbegriff (Kap. 2) und das Rechnen (Kap. 3) so
entwickelt werden kénnen, dass Kinder zu flexiblen Rechner:innen wer-
den. AuRerdem wird den Fragen nachgegangen, wie das Mathematikler-
nen von Kindern diagnostiziert werden kann und wie Unterricht gestaltet
werden muss, damit moglichst alle Kinder flexible Rechenkompetenzen
aufbauen konnen (Kap. 4).

1.1 Flexibles Rechnen - was 6~ 19~ Z

verstehen wir darunter?
.. | 5 46—0=136

Beim Losen der Aufgabe 46 - 19 notiert Eva
diese zunichst, zieht einen Strich darunter &H“ =
und zerlegt sie in zwei Teilaufgaben:

46 - 10 =und 36 - 9 = (Abb. 1). Auf die Frage,
wie sie die einzelnen Aufgaben gelost hat, be-
schreibt sie, dass sie bei der ersten Teilaufga-
ie, , 8 9,1«?,1?,35, 5
be den Minuenden in 40 und 6 zerlegt und so-
mit 40 - 10 gerechnet hat, um anschlieflend  Abb. 1: Evas Lésungsweg
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die Sechs wieder zu addieren. Bei der zweiten Teilaufgabe rechnet sie minus
zehn und addiert eins. Dabei streicht sie zunichst die Drei an der Zehnerstel-
le durch und ersetzt diese durch eine Zwei. Danach notiert sie fiir den Einer
+ 1 und ersetzt die Sechs durch die Sieben. Die beiden unteren Pfeile deuten
an, dass sie daraus das Ergebnis 27 bildet. Auf Nachfrage begriindet sie ihr
Vorgehen damit, dass die Neun keine ,,komplette” Zehn ist und sie daher wie-
der plus eins rechnen muss (Rechtsteiner & Millich 2024).

schriftliches gestitztes Kopfrechnen
Formen Rechnen Kopfrechnen il

Referenz | Zahl-, Term- und
L Msushen Aufgabenbeziehungen

LOsungs- Ruickgriff auf strategische
werkzeuge Basisfakten Werkzeuge

Abb. 2: Ebenen beim Analysieren von Lésungswegen (modifiziert nach Rathgeb-Schnierer 2011b, S. 16)

Versuchen wir, Evas Losungsweg auf der Grundlage des Modells ,Ebenen
beim Analysieren von Losungswegen“ (Abb. 2) zu beschreiben, ist anhand
des notierten Losungsweges erkennbar, dass sie das gestiitzte Kopfrechnen
als Form (Abb. 2) nutzt. Um jedoch zu erfahren, wie sie tatsdachlich vorgegan-
gen ist, miissen die genutzten Losungswerkzeuge betrachtet werden: Dabei
zeigt sich, dass sie zunichst den Subtrahenden zerlegt und zwei Teilaufga-
ben notiert, was auch als schrittweises Vorgehen - im Sinne eines erlernten
Verfahrens - beschrieben wird. Ob sie die Teilaufgaben zdhlend 16st, Fakten
abruft, strategische Werkzeuge nutzt oder diese zum Rechnen kombiniert,
wird erst durch das anschliefende Nachfragen erkennbar. Dabei wird deut-
lich, dass sie neben der direkt sichtbaren Gliederung in zwei Teilaufgaben in
der ersten auch den Minuenden in Zehner und Einer zerlegt und fiir die zwei-
te die Nachbarbeziehung der 9 zur 10 nutzt.

10



Flexibles Rechnen — was verstehen wir darunter?

Rechnet Eva nun also flexibel oder mechanisch?

Wiirden wir erwarten, dass sie sofort die Nahe der 19 zur 20 erkennt, oder
deuten wir das Erkennen der Beziehung zwischen 26 - 9 und 26 - 10 auch
bereits als flexibel? So einfach lasst sich dies wohl nicht beantworten, da
flexibles Rechnen kein ,,Alles-oder-nichts-Phanomen” (Rathgeb-Schnierer
20064, S. 271) ist. Aus Evas Erkldrungen lasst sich schlielen, dass die Zer-
legung von 46 - 19 in zwei Teilaufgaben auf der Referenzebene (Abb. 2) als
gelerntes Verfahren angesehen werden kann: ,Das machen wir immer so.”
Auch die Zerlegung des Minuenden in 40 und 6 scheint ein verfahrensori-
entierter Losungsweg zu sein. Bei der zweiten Teilaufgabe 36 - 9 stiitzt sie
sich jedoch auf eine Zahlbeziehung und erkennt die Ndhe von der Neun zur
Zehn, weshalb sie die Nachbarbeziehung der Aufgaben 36 - 9 und 36 - 10
nutzt. Dies begriindet sie schliellich auch ausfiihrlich und meint: ,Weil die
Neun fast eine 10 ist, aber eben keine komplette 10 ist, muss ich dann wie-
der plus Eins rechnen.”

Was verstehen wir unter flexiblem Rechnen?

Vergleicht man verschiedene Definitionen fiir das flexible Rechnen, wird da-
rin stets der Wechsel zwischen Losungswegen hervorgehoben (flexibility).
Gleichzeitig stellt sich jedoch immer auch die Frage, ob dieser Wechsel auf-
gabenadiquat ist (adaptivity). Eine Moglichkeit, Addquatheit zu definieren,
besteht darin, den Referenzkontext zu betrachten - also der Frage nachzuge-
hen, ob sich der oder die Losende auf ein Verfahren oder auf Zahl- und Auf-
gabenbeziehungen stiitzt (s. die Nachfrage an Eva), die auf den wahrgenom-
menen Aufgabenmerkmalen basieren (Rathgeb-Schnierer & Green 2015).
Flexibles Rechnen heil3t also, Aufgaben auf der Basis von wahrgenommenen
Zahl-, Term- und Aufgabenbeziehungen im Kopf oder auf Notation gestiitzt
zu 16sen, wobei Basisfakten und strategische Werkzeuge eingesetzt werden
(durchgezogene Linien, Abb. 3). Aufgabenadiquat heiflt aber auch, Aufga-
ben dann schriftlich zu 16sen, wenn die Aufgabenmerkmale dieses erfordern
(gestrichelte Linie, Abb. 3).

Eva nimmt die Ndhe der Neun zur Zehn wahr und nutzt die Beziehungen
zwischen Nachbaraufgaben. Wir kdnnten also sagen, dass Eva zunichst ver-
fahrensorientiert vorgeht, bis sie an einen Punkt kommt, bei dem sie ein Auf-
gabenmerkmal erkennt, dieses zum Losen nutzt und das Abweichen vom bis-
herigen Losungsweg - sie markiert das selbst deutlich dadurch, dass sie den
Strich unter der Aufgabe durchstreicht - auf der Basis dieser wahrgenomme-
nen Beziehungen begriindet. Genau an dieser Stelle agiert Eva flexibel. Na-
tlirlich wiirden wir uns langfristig wiinschen, dass sie dieses Merkmal bereits
bei der Ursprungsaufgabe erkennen und nutzen wiirde. Thr Losungsweg
kann aber als erster Schritt dorthin gesehen werden und als Ausgangspunkt

11
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dienen, ihren Blick fiir Zahl- und Aufgabenbeziehungen (vgl. Kap. 1.2) wei-
terzuentwickeln.

schriftliches
Formen Rechnen

~ -
~-.
~a.

gestlitztes
Kopfrechnen

EEEEEeaeae ey
Zahl-, Term- und
Aufgabenbeziehungen

Referenz Nerfahien

Losungs- Riickgriff auf strategische
werkzeuge Basisfakten Werkzeuge

Abb. 3: Ebenen beim Analysieren von Lésungswegen - flexibles Rechnen

Wovon hingen flexible Rechenwege bei Kindern ab?

Die Wahl des Rechenwegs hingt offenbar davon ab, welche Zahl- und Auf-
gabenmerkmale Kinder wahrnehmen (Blote et al. 2001, Rathgeb-Schnierer
2006a). Dies wird bei Eva sehr deutlich. Zunichst erkennt sie anscheinend
keine besonderen Zahl- und Aufgabenmerkmale. Doch in dem Moment, in
dem sie auf die Subtraktion der 9 stolit, sieht sie die Ndhe zur 10 und nutzt
diese schlieflich auch im Lo6seprozess. Die Ndhe zu einer Zehnerzahl war
fiir sie bei der 19 noch nicht offensichtlich, weshalb sie hier die Nachbarauf-
gabe noch nicht nutzen konnte, obwohl sie dieses strategische Werkzeug of-
fenbar kennt. Es wird deutlich, dass das Kennen strategischer Werkzeuge
allein nicht ausreicht, sondern auch die Wahrnehmung der Aufgabenmerk-
male zentral ist, um zu sehen, welches strategische Werkzeug hilfreich sein
konnte (Rathgeb-Schnierer 2006a). Neben diesen Aspekten ist der Losungs-
weg aullerdem stark vom Losungskontext abhéngig, also beispielsweise da-
von, ob die Losung schnell und unter Druck gefunden werden muss oder ob
eine entspannte Atmosphéire beim Aufgabenlosen vorherrscht. Dabei zeigen
sich auch individuelle Praferenzen bei den Kindern (ebd.). Wie Flexibilitdt im
Unterricht kontinuierlich angeregt werden kann, betrachten wir in Kap. 1.2.

12



Flexibles Rechnen anregen — wie und ab wann?

1.2 Flexibles Rechnen anregen - wie und ab wann?

Wenn flexibles Rechnen mit dem Wahrnehmen und dem Nutzen von Zahl-
und Aufgabenbeziehungen (Referenzkontext) verkniipft ist, bedeutet dies
flir die Férderung, dass dem Erkennen und Nutzen von Zahl- und Aufgaben-
merkmalen bei der Entwicklung strategischer Werkzeuge eine zentrale Rol-
le zukommt.

Bereits Menninger (1940) weist darauf hin, wie wichtig der Zahlenblick fiir
geschicktes Rechnen ist.

,Diese Faustregel lehrt dich, die Zahlen vor dem Rechnenanzuschauen,unddas
ist das Wichtigste, wenn du ein guter Rechner werden willst! Aber wie wenige tun das!
Sie gehen blindlings auf die Zahlen los, fahren ihre Kanonen genau so gut gegen Zah-
lenelefanten auf wie gegen Zahlenmauschen, die sie, wenn sie nur s e h e n wollten, im
Nu erledigten. Nur der lernt vorteilhaft rechnen, der diesen Zahlenblick entwickelt.”
(Menninger 1940, S. 10 f.; Hervorhebungen im Original)

Unter Zahlenblick verstehen wir im eigentlichen Sinne des Wortes einen
Blick fiir Zahlen (Rathgeb-Schnierer 2008). Schiitte (2002, 2008) stellt dabei
das Wahrnehmen und das augenblickliche Nutzen von Zahl- und Aufgaben-
beziehungen im Loseprozess in den Mittelpunkt.

Wie kann der Zahlenblick geschult werden?

Wahrend Menninger (1940) die Kinder ermahnt, sich die Zahlen und Aufga-
ben vor dem Rechnen anzuschauen, entwickelt Schiitte (2002) Aktivitdten,
die so aufgebaut sind, dass sie den Rechendrang aufhalten und stattdessen
den Blick auf Beziehungen und Zusammenhéinge richten. Dies gelingt, in-
dem diese Aktivitdten auf Tatigkeiten wie das (strukturierende) Sehen, das
Sortieren oder das Strukturieren abzielen (Rechtsteiner-Merz 2013).

In Abb. 4 ist ein Modell zur Zahlenblickschulung dargestellt. Es umfasst
die genannten Tatigkeiten und sowohl die Aufgabe der Lehrperson als auch
die der anderen Kinder, eine Reflexion der ausgefiihrten Tatigkeiten anzure-
gen. Mit der Entwicklung des Zahlenblicks geht auch das Entwickeln metako-
gnitiver Kompetenzen einher. Wie auf der linken Seite im Modell zu sehen ist
(Abb. 4), beziehen sich die genannten Tatigkeiten in Kombination mit kogni-
tiv anregenden Fragen auf alle arithmetischen Inhalte der Grundschule (und
dariiber hinaus). Es wird deutlich, dass die Zahlenblickschulung als grund-
legende Konzeption gedacht ist, die sich durch die gesamte Grundschulzeit
zieht, wobei die verschiedenen Aktivitdten einerseits aufeinander aufbau-
en und sich andererseits auch wechselseitig ablosen, teilweise tiberlappend
(Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner 2018a, Schiitte 2002).
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Aktivitdten mit Tatigkeiten zum

» (strukturierenden) Sehen
* Sortieren

Arithmetische Inhalte: «  Strukturieren

von (An)Zahlen, Termen, Auf-

Zahlbegriffsentwicklung i
gaben, Gleichungen und deren

und Rechnenlernen

Beziehung
Anzahlen, Zahlen,
Zahlzerlegungen, Anregungen zur Reflexion durch
strategische Werkzeuge
Rechenoperationen * Impulse

* Fragestellungen

anderer Kinder und der
Lehrperson

\ Zahlenblick

uon SunppRImug

Metakognitive Kompetenzen

Abb. 4: Modell zur Zahlenblickschulung (Rechtsteiner & Scheffknecht 2023, S. 4; modifiziert nach
Rechtsteiner-Merz 2013, S. 103)

Wie im Modell beschrieben, ist die Auseinandersetzung mit den Inhalten
stets mit Aufforderungen zum (strukturierenden) Sehen, zum Sortieren oder
zum Strukturieren verkniipft, wodurch der Rechendrang aufgehalten wird.
Neben diesen Tétigkeiten spielen aber auch die Impulse der Lehrkraft eine
zentrale Rolle. Durch Fragen wie ,,Bist du sicher?“, ,Warum passen die Zah-
len/Aufgaben zusammen?“ , Hilft dir eine der Aufgaben beim L&sen einer
anderen?“ etc. werden die Kinder immer wieder aufgefordert, sich die Auf-
gaben und deren mdgliche Beziehungen gezielt anzuschauen, um dann ggf.
das Entdeckte zum Ldsen zu nutzen.

Diese Art der Auseinandersetzung mit Inhalten regt die Kinder kontinuier-
lich zum Nachdenken iiber den eigenen Losungsweg, iiber Alternativen dazu
oder liber den Weg von anderen an. Dieses Nachdenken fordert zum einen

14



Flexibles Rechnen anregen — wie und ab wann?

die Entwicklung allgemeinerer - algebraischer - Sichtweisen und zum ande-
ren die Entwicklung metakognitiver Kompetenzen (Abb. 4).

Ein Beispiel
Wie eine solche Aktivitdat aussehen kann, mochten wir an einem Beispiel
zur Addition und Subtraktion im Zahlenraum 100 zeigen, bei der die folgen-
de Problemstellung im Mittelpunkt steht: Was passiert eigentlich, wenn ...?
(Rathgeb-Schnierer 2004). Die Kinder werden aufgefordert zu untersuchen,
was mit dem Ergebnis passiert, wenn die Einer bei einer Additions- bzw. ei-
ner Subtraktionsaufgabe getauscht werden, wenn also beispielsweise aus der
Aufgabe 36 + 58 die Aufgabe 38 + 56 gebildet und analog dazu aus der Aufga-
be 72 - 48 die Aufgabe 78 - 42 wird. Die Aktivitit spricht einen Inhalt an, der
viele Kinder herausfordert: die Kommutativitdt der Addition, die nicht auf
die Subtraktion iibertragbar ist. Zunachst geht es darum, die Struktur der
Aufgaben zu analysieren und Hypothesen aufzustellen (Rathgeb-Schnierer &
Rechtsteiner 2018a, S. 201 ff.). Wahrend des Austausches im Plenum kénnen
folgende Fragen und Impulse zur weiteren Vertiefung anregen:
+ Was verdndert sich zwischen den Aufgaben? Was hat diese Verdnderung

mit dem Ergebnis zu tun? Warum ist das so?

Treffen eure Entdeckungen bei allen Subtraktionsaufgaben (bei allen Ad-

ditionsaufgaben) zu? Ist das immer so? Warum?

Worauf muss man also beim Losen von Additions- und Subtraktionsauf-

gaben achten?
Mit Aufforderungen zum (strukturierenden) Sehen und zum reflektierten Er-
proben in Verbindung mit den vorgestellten Impulsen regen Sie als Lehr-
kraft einen diskursiven Austausch an und ermoglichen den Lernenden ein
zunehmend allgemeineres Verstindnis der Zusammenhinge (Gotze 2019,
vgl. Kap. 3.7). In der Auseinandersetzung reflektieren die Kinder ihr Den-
ken, vergleichen dieses mit ihren bisherigen Erkenntnissen und entwickeln
daraus Schliisse fiir ihr kiinftiges Handeln.

Aber konnen das alle Kinder oder ist das eher etwas fiir Leistungsstarke? Und
wann beginnen wir damit?

Betrachten wir die Zahlbegriffsentwicklung vom Kindergarten in die Grund-
schule, so weisen verschiedene Studien (u. a. Liiken 2012, Mulligan et al. 2006,
Wijns et al. 2021) darauf hin, dass mit der Entwicklung eines flexiblen Zahl-
verstandnisses in Verbindung mit einer breiten inhaltlichen Auseinanderset-
zung mit Zahlen die Entwicklung eines Musterverstindnisses einhergehen
sollte (vgl. Kap. 2.1, 2.2, 2.3). Dies gilt ebenso fiir die Ablésung vom Zihlen
im Zahlenraum bis 10 und 20: Zusammen mit den inhaltlichen Herausforde-
rungen - Zahlbegriffsentwicklung und Verstdndnis fiir die Rechenoperatio-

15



Flexibles Rechnen entwickeln

nen aufbauen - muss auch die Wahrnehmung von Beziehungen und Struk-
turen entwickelt werden (Rechtsteiner-Merz 2013) (vgl. Kap. 4.3). Vor diesem
Hintergrund ist es zentral, dass die Kinder von Beginn an, aber auch iiber die
gesamte Grundschulzeit hinweg (Kérner 2024) angeregt werden, den Blick
auf Zahl- und Aufgabeneigenschaften zu richten und sich dariiber mit ihren
Mitschiiler:innen und Ihnen als Lehrkraft auszutauschen. Da Sie hierbei die
Expertin sind, konnen Sie diesen Blick durch gezielte Fragen und Impulse
weiten und weiterentwickeln (vgl. Kap. 3.7). Gerade Kinder mit Schwierigkei-
ten beim Rechnenlernen benétigen hierbei eine kontinuierliche Anregung
durch Aktivitdten, die den Z&hl- bzw. Rechendrang aufhalten und dadurch
den Blick auch auf beziehungsorientierte Merkmale lenken, die auch zuneh-
mend verallgemeinert werden konnen (Rechtsteiner & Scheffknecht 2023).
Studien machen deutlich, dass leistungsstarke Kinder ganz unabhéngig
vom Unterricht flexible Rechenkompetenzen entwickeln. Kinder mit durch-
schnittlichen mathematischen Kompetenzen bendétigen hierfiir einen guten
Unterricht (Heinze et al. 2009, Torbeyns et al. 2009) und Kinder, die besonde-
re Schwierigkeiten beim Rechnenlernen zeigen, benétigen gezielte Anregun-
gen fiir die Ablosung vom Zahlen und damit verbunden natiirlich auch fiir die
Entwicklung flexibler Rechenkompetenzen (u.a. Rechtsteiner-Merz 2013).
Die Schulung des Zahlenblicks erweist sich als eine Grundkonzeption, die
flexibles Rechnen nachhaltig unterstiitzt (u.a. Rathgeb-Schnierer 2006a, Kor-
ner 2024). Das bedeutet, dass Kinder auch iiber die Einfiihrung der schriftlichen
Rechenverfahren hinaus, auf der Grundlage wahrgenommener Zahl- und Auf-
gabenmerkmale Losungswege aufgabenadiquat nutzen (Griiling et al. 2013,
Korner 2024). Korner (2024) hat in ihrer Studie die Lernprozesse von Kindern
einer Klasse untersucht, die {iber die gesamte Grundschulzeit hinweg mit Akti-
vititen zur Zahlenblickschulung unterrichtet wurden (vgl. Kap. 3.3). Sie konnte
u. a. zeigen, dass die Kinder ihre flexiblen Vorgehensweisen kontinuierlich wei-
terentwickeln und sich keine Unterschiede zwischen der Addition und Subtrak-
tion zeigen, was in anderen Studien hdufig moniert wird (Wartha et al. 2023).

Wir wissen also, dass das Wahrnehmen von Zahl- und Aufgabenmerkma-
len Rechenwege im Loseprozess beeinflussen kann (s. Eva) und Kinder ihre
Denkwege dabei nicht zwingend notieren (Schiitte 2004).

Die Wahrnehmung von Beziehungen erweist sich sowohl fiir die Entwick-
lung flexiblen Rechnens als auch fiir die Ablésung vom Zahlen und damit fiir
das Rechnenlernen in Klasse 1 als zentral. Vor diesem Hintergrund sind die
in diesem Buch vorgestellten Erkenntnisse und Praxisbeispiele zu verstehen.
Der Aufbau flexibler Rechenkompetenzen ist also keine Kiir fiir leistungsstar-
ke Kinder, sondern stellt vielmehr die Entwicklung einer Basiskompetenz fiir
alle Kinder von Beginn an dar.
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2 Flexibles Zahlverstandnis —in
Kindergarten und Grundschule

»Der langfristige Aufbau flexibler Rechenkompetenzen beginnt mit dem
Aufbau eines fundierten Zahlverstandnisses [...]"

(Rathgeb-Schnierer et al. 2023, S. 182)

B B 0 W& G ey
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Flexibles Zahlversténdnis — in Kindergarten und Grundschule

Charlotte Rechtsteiner

2.0 Theoretische Hintergriinde zur Zahlbegriffsentwicklung

Im Folgenden wird ein Uberblick iiber die Erfahrungen gegeben, zu denen
Kinder auf dem Weg zu einem flexiblen und umfassenden Zahlbegriff an-
geregt werden sollten. Dabei wird zum einen skizziert, wie sich der Zahl-
begriff bereits vor und im Kindergarten entwickelt, zum anderen, wie die-
ser in der Schule vertieft werden kann und wie die verschiedenen
Erfahrungsbereiche zusammenhéangen.

Die Entwicklung des Zahlbegriffs beginnt bereits sehr friih. Sduglingsstudien
legen nahe, dass wir schon mit der Fahigkeit des Subitizing, also kleine Men-
gen auf einen Blick erfassen und unterscheiden zu konnen, auf die Welt kom-
men (u.a. Antell & Keating 1983). Mit dem Sprechenlernen entwickelt sich
im frithen Kindesalter auch die Fahigkeit, zdhlen zu konnen, zunéchst viel-
leicht nur ,1, 2, viele®, spater auch weiter. Zu Beginn gelingt dies nur liicken-
haft und ohne feste Reihenfolge, danach vollstindig bis zehn (u.a. Fuson &
Hall 1983, Krajewski 2008). Damit verbunden ist, Anzahlen abzéhlend erfas-
sen zu konnen. Das ist aber erst der Einstieg in den Entwicklungsprozess hin
zu einem flexiblen und umfassenden Zahlbegriff. Bereits im Zahlenraum bis
zehn kommen weitere Teilbereiche, wie das Zerlegen von Anzahlen oder das
Verorten von Zahlen am leeren Zahlenstrahl, dazu, ab dem Zahlenraum bis
100 dann auch das Stellenwertverstiandnis (Abb. 1).

Algebraische Vorstellungen Auggrﬁccl::lfghr;an Ordnungsvorstellungen
=
Anzahlen erfassen — e | Zahlen - vorwirts und — §| Auszihlen
=] durch Abzihlen = | ridckwirts, in Einer und E Nummerieren
z Anzahlen quasi- 5 Zweierschritten £
3’ E. simultan erfassen - Zahlen ordnen
F 2 Anzahlen darstellen + = Zahlen vergleichen
2 E strukturieren systematisches Zihlen 5
o £ im héheren ZR s
] E Mengen vergleichen 2 Sprechen grofer b
£ 3 3 Zahlen = | Zahlen relativ verorten
5 g (An)Zahlen zeregen | Notation in 2 am leeren Strahl
z 2 Stellenwerten a
35 E l
g | | ) et
Gro
Teile-Ganzes-Konzept Stellenwertkonzept i konzept

Abb. 1: Strange der Zahlbegriffsentwicklung (modifiziert nach Rechtsteiner-Merz 2013, S. 58)

18



Theoretische Hintergriinde zur Zahlbegriffsentwicklung

Auch wenn in der Grundschule die Zahlbegriffsentwicklung mit der Million
abgeschlossen ist, endet der Prozess der Entwicklung von Zahlvorstellungen
aber noch lange nicht! Schliellich werden in der Sekundarstufe neben den
natiirlichen Zahlen noch weitere Zahlbereiche, wie die negativen und ratio-
nalen Zahlen (Kap. 3.6), die reellen und eventuell sogar im Studium noch die
komplexen Zahlen, erschlossen.

Egal in welchem Zahlbereich und in welchem Zahlenraum wir uns befin-
den, es geht immer darum, in diesen einzutauchen und ihn zu verstehen. Da-
fiir bedarf es verschiedener Erfahrungen innerhalb der unterschiedlichen
Aspekte, die eine Zahl ausmachen. Schauen wir uns also einmal die natiirli-
chen Zahlen und deren mogliche Funktionen an.

In welchen Funktionen begegnen uns natiirliche Zahlen?

In unserem Umfeld finden wir Zahlen héufig als Kodierzahlen, beispielswei-
se als Telefonnummern oder PINs. AuRerdem nutzen wir sie oft im Kontext
von Groflenangaben wie z. B. 5 €, 7 Jahre, 3 kg oder natiirlich zum Rechnen.
Auch fiir Nummerierungen von Trikots beim Sport oder bei Postfachern wer-
den Zahlen genutzt. Diese beschreiben nicht die Anzahl, sondern die Rei-
henfolge von Objekten. Das zeigt sich u. a. auf dem Ful$ballplatz, wenn ein:e
Spieler:in das Trikot mit der 15 tragt, obwohl hochstens 11 Spieler:innen ei-
ner Mannschaft auf dem Platz stehen diirfen. Aber natiirlich begegnen uns
Zahlen auch im Sinne von Anzahlen. Und schlieflich ist da noch die Verwen-
dung der Zahlen fiir das rein verbale Z&hlen.

Welche dieser Funktionen von Zahlen sind nun fiir die Entwicklung eines
flexiblen, umfassenden Zahlbegriffs wichtig? Und wie kann dies erreicht
werden?

Wiahrend der Kodierzahlaspekt mathematisch betrachtet keine Rolle fiir die
Zahlbegriffsentwicklung spielt, weil die fiir eine Kodierung genutzten Zif-
fernfolgen nicht als Zahlen im eigentlichen Sinne anzusehen sind, sondern
als Namen (Padberg & Benz 2021), nimmt neben den anderen Zahlaspekten,
die beim Aufbau von Zahlverstdndnis im Mittelpunkt stehen, die Entwick-
lung von GroRenvorstellungen einen gesonderten Raum im Mathematik-
unterricht ein (u. a. Reuter & Schuler 2023).

Fiir die Entwicklung eines flexiblen und umfassenden Zahlbegriffs lassen
sich drei Strange unterscheiden, die kontinuierlich bereits im Kindergarten
und iiber alle Schuljahre hinweg angeregt werden miissen, sich gegenseitig
erganzen und teilweise miteinander verwoben sind: die Entwicklung eines
Teile-Ganzes-Konzepts, eines GrolRenrelationskonzepts sowie eines Stellen-
wertkonzepts (Abb. 1). Die Anordnung im Schaubild verdeutlicht sowohl die
Hierarchie innerhalb der verschiedenen Aspekte als auch die Beziehungen
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zwischen diesen. Am Beispiel der Entwicklung eines tragfahigen Stellenwert-
konzepts wird die Verkniipfung der drei Strdnge gut sichtbar: So ist dafiir kar-
dinales Biindeln, gleichmi8iges Ordnen, relatives Verorten der Ankerzahlen
1, 10, 100 etc. in verschiedenen Intervallen immer auch in Verbindung mit
dem Sprechen der grofien Zahlen und der Notation in der Stellenwerttabelle
notig (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner 2018a, S. 89).

Fiir die Entwicklung algebraischer Vorstellungen, auf dem Weg zu einem
vertieften Teile-Ganzes-Konzept, stehen Terme und deren Umformungen so-
wie ihre Nachbarbeziehungen im Mittelpunkt. Dazu gehdren beispielsweise
randere Namen“ fiir die Zahlen 9 und 50, wie 6 + 3und 5 + 4 oder auch 36 + 14
und 35 + 15. Ebenso konnen Beziehungen zwischen Termen betrachtet wer-
den, wie zwischen 7 + 9 und 7 + 10. Fiir die Entwicklung dieser Vorstellungen
sind zundchst in den verschiedenen Zahlenrdumen jeweils kardinale Erfah-
rungen mit realen Objekten zentral. Diese miinden auf dem Weg zum Rech-
nen zunehmend in mentale Vorstellungen.

Im Vergleich zu den algebraischen Vorstellungen, bei denen Terme und
ihre Beziehungen im Mittelpunkt stehen, fokussieren Ordnungsvorstellun-
gen ganze Zahlenrdume und gliedern sie. Wahrend dies zunichst durch Num-
merieren und Ordnen geschieht, kommen zunehmend relative Verortungen
auf dem Weg zum GroRenrelationskonzept ins Spiel. Der Gedanke, dass jede
Zahl ihren festen Platz in der Zahlwortreihe hat, wird nun durch die Vorstel-
lung erweitert, dass der Abstand zwischen zwei benachbarten Zahlen immer
gleich grofR ist. Beim Verorten von Zahlen am leeren Strahl ist dies zentral.

Der Strang der sprachlichen Ausdrucksformen stellt das verbale Zahlen
und spéter das rhythmische Zahlen, Sprechen und Notieren von Zahlen im
Stellenwertsystem in den Mittelpunkt. Dieser Strang verbindet die beiden du-
Beren Strange und bildet gleichzeitig die Basis fiir diese.

Fiir die Entwicklung eines flexiblen, umfassenden Zahlbegriffs spielen Er-
fahrungen in allen drei Stringen und zwischen diesen ebenso eine Rolle wie
ein systematischer, kumulativer Aufbau einzelner Bausteine innerhalb der
Strange (Rathgeb-Schnierer & Rechtsteiner 2018a).

Die nachfolgenden Beitrdge beschreiben die Entwicklung eines flexiblen
umfassenden Zahlbegriffs mit dem Fokus auf die kardinalen Vorstellungen.
Dabei wird deutlich, wie diese bereits im Kindergarten gezielt angeregt wer-
den kénnen (Kap. 2.1), am Ubergang zur Schule eine zentrale Rolle spielen
(Kap. 2.2) und wie sie sich dort systematisch weiter ausdifferenzieren las-
sen (Kap. 2.3). In Kapitel 2.4 steht schliefllich das Schitzen von Anzahlen im
Mittelpunkt, das in allen Zahlenrdumen einen wichtigen Erfahrungsbereich
darstellt.
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Flexibles Rechnen anbahnen — bereits im Kindergarten?

Julia Bohringer & Dorothea Hertling

2.1 Flexibles Rechnen anbahnen - bereits im Kindergarten?

Flexibles Rechnen und friihe mathematische Bildung — wie passt das zu-
sammen? Wird das schulische Mathematiklernen mit diesem Gedanken
in friihkindliche Einrichtungen vorverlagert und eine Verschulung des Kin-
dergartens angestrebt? Keinesfalls! Es geht nicht um eine Vorverlegung
schulischer Lerninhalte in den Kindergarten, sondern vielmehr darum, we-
sentliche mathematische Lerninhalte bewusst zu machen und in Form
kindgemaRer (Spiel-)Aktivitaten in den Kindergarten zu integrieren. Auf
diese Weise konnen bestmdogliche Voraussetzungen fiir schulisches Ler-
nen geschaffen werden. Der Beitrag greift theoretische Grundlagen auf
und zeigt, wie das Regelspiel Schiittelbecher die Anbahnung eines flexib-
len Zahl- und Musterversténdnisses unterstiitzt.

2.1.1 Friihe mathematische Bildung

Um Kindern bestmogliche Voraussetzungen fiir das schulische Lernen auf
den Weg mitzugeben, ist eine frithe mathematische Férderung sowohl sinn-
voll als auch notwendig (z. B. Biedinger & Becker 2006, Ginsburg & Ertle 2008,
Krajewski & Schneider 2009). Inzwischen herrscht eine breite Einigkeit tiber
die grofle Relevanz friiher mathematischer Bildung im Kindergarten. Welche
Inhalte und Tatigkeiten sind mit Blick auf die Entwicklung flexibler Rechen-
kompetenzen in der Grundschule bereits in der friihen mathematischen Bil-
dung von besonderer Bedeutung?

Bereiche friiher mathematischer Bildung
Fiir eine an das schulische Lernen anschlussfahige frithe mathematische Bil-
dung sollte sich diese an den Bildungsstandards der Grundschule der KMK
(2022) orientieren (z.B. Benz et al. 2015, Heinze & Griilling 2009, Rathgeb-
Schnierer 2015, Steinweg 2008). Damit sind die folgenden drei Bereiche fiir
die friihe mathematische Bildung gleichermalien relevant (Rathgeb-Schnie-
rer 2012, 2015):
(1) inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen aus den Bereichen Zahlen und
Operationen, Messen und Gréf8en, Raum und Form sowie Daten und Zufall,
(2) allgemeine mathematische Kompetenzen, die auf mathematische Prozes-
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