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Prélogo

Es frecuente observar que los textos de Fisica General
Yy, mds concretamente, los de Meednica, se inician con algin ca-
pitulo de edleculo vectorial. Naturalmente, esto no es justifi-
cable por la carencia de excelentes tratados sobre esta parte
de la matemdtica, ya que son muchos los libros que, con los ti-
tulos de Cdlculo Veectorial o Andlisis Vectorial, desarrollan -
estos temas con la extensidn y profundidad, que cada lector pue

da desear.

Tampoeo cabe pensar que la causa sea un vacio curricular
en la preparacidn de los estudiantes. Cuando éstos llegan a un
ceurso de Fisica a nivel de primer ciclo universitario, conocen

los espacios y operaciones veectoriales por estudios anteriores.

Quizd podriamos justificarlo meramente por la tradicidn.
Es bien sabido que las tradiciones tienen mucho peso en la ense
fianza y no pocas de ellas sobreviven a la agitacidn de las aguas
que, de vez en cuando, y no con escasa frecuencia, provoeca la -
legislacidn educativa. No obstante, cuando una tradicidn perma-
nece a lo largo del tiempo, suele tener rateces profundas, que -

conviene analizar.

No creemos que tampoco se deba al simple hecho de que -
los profesores de F{sica tengan especial empefioc en congtruirse
sus propitas herramientas, como los antiguos artesanos. Segun -
ego deberia observarse andlogo empefio respecto a otros instru-
mentos, tan necesarios como el edleulo diferencial e integral,
las ecuaciones diferenciales o las funciones de variable comple

ja. Y no oeurre asi o, al menos, no oeurre con igual frecuencia.

VII



VI Préloge

Meditando sobre todo ello, cabe pensar que se deba a un
cierto gusto de presentacidn. Un mismo objeto puede ofrecer dis
tintos matices, st le contempla desde diversos dngulos, y esa -

vigidn lo puede hacer mds o menos encajable en determinado en-

torno. Hablamos, claro estd, de un mismo objeto, pero esto no
excluye que un observador apresurade, o que no se ha aproxima-
do suficientemente, piense que se trata de objetos distintos,

lo cual es mds grave.

La presentacidn del ecdlculo vectorial ha evolucionado -
desde una visidn geométrica a un enfoque mds estructuralista,
con la elegancia que ello comporta, la potente generalizacidn
que permite y la abstraccidn que exige. En prineipto, todo ello
es positivo, pero no debe excluirse que, a la hora de su utili-
zaeidn en niveles relativamente elementales, pueda presentar -

algunos inconvenientes.

Desde nuestro punto de vista, es importante evitar que
los alumnos, con frecuencia agobiados por la extensidn de los
contenidos y con poco tiempo para la reflexidn, lleguen a pen-
sar que se trata de objetos distintos. En su tendencia a clasi-
fiecar los saberes por asignaturas, pueden colocar en distintos
continentes los "segmentos orientados" y los "entes de n compo-
nentes, que se transforman de cierta manera en un cambio de re-
ferencia”, o "el coseno definido sobre la circunferencia trigo-
nométrica™ y "el cociente entre el escalar asociado a dos vecto

res y los mddulos de los mismos"... et sic de ceteris.

Hemos pretendideo, aunque no sabemos si lo hemos consge-
guido, que el lector tenga la oportunidad de contemplar algunos
contenidos desde dos, o mds, puntos de vista. El tributo que -
hay que pagar para ello son eiertas quiebras metodoldgicas que,
por otra parte, no se intentan disimular. As{ confiamos que no
produzca excesivo escdndalo la aparicidn de las palabras "md-

dulo" y "distaneia" en el capttulo fundamentalmente dedicado al
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espacio afin, o del "coseno" al contemplar la proyeceidn geomé-
trica de un vector, antes del pardgrafo reservado al espacio -

vectorial métrico.

Se ha prestado especial atencidn a algunas operaciones
vectoriales, por la importancia que presentan en Meednica y su
frecuente uso. Por ejemplo, el giro en torno a un eje no es re
presentable por un vector. Pero el estudiante puede quedar sor
prendido por que lo sean las velocidades angulares, que son gi
ros referidos al tiempo. Se ha justificado que los giros infi-
nitamente pequefios pueden ser representados por vectores, por

lo que también lo son las velocidades angulares.

Las eoordenadas que se estudian son sdlo las eartesia-
nas, cilindricas y esféricas, por ser las de uso mds frecuente
en Fisica. Un estudio completo de las coordenadas curvilineas
y los conceptos de contravariancia y covariancia saldria fuera
del marco que nos hemos fijado. Por ello se han normalizado las
referencias naturales. Se han inecluido las ecoordenadas baricén-
tricas, por su estrecha relacidn con la geometria de las masas,
aparte de otros usos, que de ellas se hace, por ejemplo, en qui
mica y metalurgia para representar la evolucidn de meszclas bina
rias y ternartas.

Los vectores deslizantes son imprescindibles en la formu
lacidn de la meednica de los sistemas indeformables. Algo menos
se utilizan los vectores ligados. Para su estudio se ha adopta-
do el lenguaje que actualmente emplea la teoria de conjuntos, -

con el que los estudiantes estdn cada ves mds familiarizados.

Finalmente las funciones vectoriales de una y dos varia-
bles son de uso obligado en la estdtica y dindmica del punto ma
terial libre o ligado a lineas y superficies, asi como a la es-
tdtica de hilos sobre superficies lisas. Solamente se aleanzan
los coqceptos de geometria diferencial, que de ofrecen cdmoda-

mante accesibles, sin pretender adentrarse en esta rama de la
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Matemdtica y, mucho menos, en la generalizacidn a espacios de

Riemann.

Desde el primer momento se ha procurado que el libro re-
sulte de lectura cdmoda, de una leectura que permita pensar, pe-
ro que no obligue a calcular. Por ello se ofrecen al lector los
desarrollos algebraicos, evitando las consabidas expresiones: -
"después de algunas transformaciones elementales, se obtiene fd
cilmente que..." & "cuya resolucidn dejamos al cuidado del lec
tor para llegar a...". Hemos preferido ddrselo hecho, pensando
que, de no estar interesadec, bastard que lo subrevuele, pasan-
do una o varias pdginas. Siempre es esto menos penoso que tenér

selas que escribir.

Hay, no obstante, una razdén mds de fondo en relacidn con
la poblacidn discente. Una larga experiencia nos ha descubierto
que gran numerec de estudiantes sufren el espejismo de entender
una astignatura, una leccidn o un teorema, cuande han lograde -
Justificar todos los pasos algebraicos, que conducen a la ul-
tima igualdad, como si atravesasen un rio por un punto de bar-
cas, apoyando cuidadosamente cada tablero hasta alcanzar la -
otra orilla. Esta operacidn no siempre comporta tener una idea
clara de la necesidad de cruzar el rio, destino del viaje, ru-
tas alternativas o, al menos, recrearse unos momentos con el -
paisaje que desde la nueva orilla se descubre. Pues bien, para
no distraerlos de estos encantos, les damos los puentes tendi-
dos. Esperamos que su ateneidn se fije en horizontes de mayor

altura.

Los problemas que se incluyen, de distinta complejidad,
estdn totalmente desarrollados. El lector deeidird, de acuerdo
con sus intereses y su propia estrategia de estudioc si le con-
viene entrar directamente en su lectura, esbozar su planteamien
to o resolverlos por su cuenta. La tipolog?a de dificultades, -
que puede presentarse a cada usuario de este material escrito,
puede ser muy variada. No es sustituible la labor personal de -

diagndstico y biusqueda del adecuado remedio, bien releyende con
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mayor atencidn la teoria presentada, bien acudiende a otras -

fuentes, que proporcionen la ayuda necesaria.

Estd en preparaeidn un segundo volumen en el que, funda-
mentalmente se estudien la teoria de campos y el potencial, ton
importantes en la gravitaecidn, en el electromagnetismo y en di-

ndmica de fluitdos. Entre tanto, adelantamos &ste, esperando que
pueda ser de utilidad.

Cuando después de muchos afios de aectividad docente, se
recogen cientos de notas, apuntes, demostraciones, ejercicios
y experiencias, para ofrecerlas en forma de libro, resulta di-
fieil recordar a todos los que, en mayor o menor grado, contri
buyeron a crear el material. Siempre recib? con interéds desde
la pregunta aislada de un alumno, quizd por €l olvidada, pero
que provoed una reflexidn, hasta las valiosas aportaciones de
muchos colegas y colaboradores. Para todos los que, a lo largo
de mds de un cuarto de siglo, me hicieron una observacidn, rec
tificaron un error o apuntaron un consejo, tendréd siempre un -

recuerdo agradecido, porque me dieron Lo mejor.

Por coneretarme a aquéllos, que trabajaron conmigo en =
una primera etapa de su formacidn docente e investigadora, a -
los que la vida ha conducido luego por distintos camineos, y que
hoy son Catedrdticos de Universidad, debo citar a los profeso-
res D. Romdn Riaza, D. Luis Ortiz, D. Angel Maria Sdnchez Péres,
D. Mariano Artés, D. Franeisco Aparicio y los hermanos José Ma-

rta y Carlos Bastero.

También agradezeo el dnimo que el Dr. Carrascal me ha da
do para desempolvar antiguo material escrito, homogeneizando no
tactones y nomenclaturas, y ponerlo al servieio de los estudian
tes. Ha sido una forma amable de recordarme una obligacidn, -
mientras él ha dedicado buena parte de su tiempo a las necesa-

rias gestiones para su publicaeidn.
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El proceso tenia que cerrarse con un trabajo artesanal,
cast diria artistico, para convertir manuscritos y figuras en -
texto legible. Esta labor, compleja y deliecada, la ha realizado
en un tiempo inereiblemente corto Daniel Arias, cuyo esfuerszo y

dedicacidn merecen todo mi reconocimiento.

Agradezeo también a D. Felipe Reverté el interds que ha

puesto en la obra y las facilidades dadas para su edicidn.

JUAN JOSE SCALA
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Capitulo |

Vectores en el espacio afin

El contenido de este libro se limita a estudiar los en-
tes matemdticos de orden cero (escalares) y orden uno (vecto-
res), en el espacio euclideo de la geometria ordinaria (3 di-
mensiones) y los correspondientes subespacios, tambi&n eucli-
deos, gue son el plano (2 dimensiones) y la recta (1 dimen-
sidn) .

Por ello, en lugar de construir el espacio vectorial y,
a partir de &1, definir el espacio afin de puntos y, posterior
mente, el espacio métrico, dado el cardcter elemental de esta
obra, partiremos del espacio de la geometria ordinaria y sus -
subespacios euclideos (plano, linea recta) o no euclideos (su-
perficie, linea curva). Fundamos la mé&trica en la idea intui-
tiva de distancia entre dos puntos (m6dulo de un vector) y &an-
gulo de dos semirrectas, sin perjuicio de generalizar y forma-
lizar estos conceptos, a fin de preparar al lector al estudio

de tratados mds avanzados sobre estas materias.



2 Vectores en el espacio afin

§1. Vectores: sus elementos

En este planteamiento inicial, admitiremos como concep-
tos intuitivos el espacio tridimensional ordinario, los de pun
to, recta y plano, asi como el de distancia enEre dos puntos.
Llamaremos E al conjunto de los puntos de este espacio, d} al
conjunto de rectas y [ al conjunto de planos. Dados dos pun-—
tos (AEE y BEE), la distancia entre ellos la denotaremos por
BB, que se leerd "longitud del segmento AB". Por lo tanto, -
AB = BA.

Dos puntos determinan una recta y tres puntos determi-
nan un plano. En otras palabras, aceptamos que tres puntos es-
tén siempre contenidos en un espacio euclideo bidimensional -
(plano), y dos de ellos siempre lo estdn en uno unidimensional
(recta). Si mis de tres puntos estdn contenidos en un mismo -
"plano,‘diremos que son coplanaricos y si mds de dos estdn conte
nidos en una misma recta, diremos que estin alineadose.

El paralelismo entre rectas puede definirse, en sentido
estricto, diciendo que dos rectas paralelas son dos rectas co-
planarias que no tienen ninglin punto comin. Esta definicién de
paralelismo no constituye una relacidén de equivalencia en el -
conjunto fﬁ, ya que no se cumple la propiedad reflexiva (una -
recta no es paralela a sl misma, pues tiene infinitos puntos
comunes consigo misma), aunque se satisfacen las propiedades
simétrica (si una recta es paralela a otra, &sta lo es a la -
primera) y transitiva (si una recta es paralela a otra, y &sta

lo es a una tercera, la primera es paralela a la tercera).

Definiremos, pues, gue rectas paralelas, en sentido am-
plic, son dos rectas coplanarias que no tienen ningiun punto co
min, o los tienen todos. Si se prefiere, son dos rectas copla-
narias que no tienen un iunico punto comin. Esta definicidn, -
por satisfacer las propiedades reflexiva, simétrica y transi-
tiva, constituye una relacién de equivalencia Q? en el conjun-
to éﬁ de las rectas del espacio.
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Los elementos de conjunto cociente P = ﬁl/gg son las
clases de equivalencia definidas en éﬁ por la relacidn 9? . A
la propiedad caracteristica de estas clases la llamaremos di-
receidn de una recta. Designaremos con esta misma letra P al

conjunto de las direcciones del espacio.

Formamos el producto cartesiano del conjunto E por si
mismo. Los elementos del conjunto [Ex E son pares ordenados
de puntos, distintos o no, por ejemplo, (A,B), (A,C), (B,C),
(c,B), (B,B), etc. Llamamos ([E x E)* al subconjunto constitui-
do por los elementos no diagonales del conjunto Ex E; los ele
mentos de (Ex E)* son pares ordenados de puntos no coinciden-
tes y constituyen el conjunto de los vectores ligados no nulos
L* = (E x E)*. Si a este conjunto se le afiade un elemento lla
mado vector nulo 3, se tiene el conjunto de los vectores liga-

dos del espacio L = (", 0}.

Notese que es esencial el carécter ordenado del par, a
diferencia de lo que ocurre con un segmento de la geometria mé
trica no vectorial. Al aludir a un segmento, es indiferente el
orden en que se citan los dos puntos que lo limitan, AB & BA;
una misma palabra (extremos del segmento) designa a ambos y un

mismo grafismo sobre el dibujo se utiliza para ellos.

Al ser el vector ligado un par ordenado de puntos, deja
de existir la simetria que el segmento tiene respecto a su me
diatriz. Al primero A se le llama origen y al segundo B, extre

mo. En el dibujo se sefiala éste
A R por una punta de flecha. En la
- — escritura puede utilizarse la

notacidén de Grassmann, escri-
biendo el origen y el extremo
con una flecha encima KE} que

JUR 2
Jus]

. == )
va no es igual a BA, o0 una le-



4 Vectores en el espacio afin

- i : g
tra mindscula, también con flecha encima a, o en caracteres es
peciales, generalmente negritas a. Por todo ello, se puede de-

finir el vector ligado no nulo como un segmento orientado.

La recta que determinan el origen y el extremo de un -
vector ligado no nulo, se denomina reete soporte o, simple-
mente, soporte del vector. A la direccidn de esta recta se le
llama también direceidn del vector. La longitud AB se llama -
mddulo del vector, notado |Kﬁ>| 6] lgl.

Establecemos la siguiente relacidn binaria entre los -
elementos del conjunto L*: dos vectores estdn relacionados, si
tienen el mismo origen. Resulta inmediato verificar que se tra
ta de una relacidn de equivalencia, pues se satisfacen las pro
piedades reflexiva, simétrica y transitiva. La llamaremos rela
cidn de equivalencia 0. Los elementos del conjunto cociente
L*/0 son las clases constituidas por los vectores con un -
origen comdn. Por ello, este conjunto cociente es biyectable -
con el conjunto E de los puntos del espacio L*/ 0 <« E.

Consideramos ahora esta relacidn binaria entre los ele-
mentos de L*: dos vectores estdn relacionados si tienen la -
misma recta soporte. Es también evidente que se trata de una
relacidn de equivalencia @fl . Los elementos de IL*/(:_)f son las
clases constituidas por los vectores con un mismo soporte, por

lo que es biyectable con el conjunto A de las rectas del espa
cio L*/&f «— A.

Una tercera relacién binaria entre los elementos de L*
seria &sta: dos vectores estdn relacionados si tienen la misma
direccidn. También es, como ya vimos, una relacidn de equiva-
lencia @. . El conjunto cociente L*/ @. es biyectable con el
conjunto [P de las direcciones del espacio, o con el conjunto
de las rectas que pasan por un determinado punto L*,’Q‘<—> P.
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Consideramos finalmente como relacidn binaria entre los
elementos de L* la siguiente: dos vectores estdn relacionados
si tienen el mismo mddulo. Es también relacidn de equivalencia
O, y el conjunto cociente L*/S} es biyectable con el de -

los nlmeros reales positivos L*/E%f «— R7Y.

Efectuamos ahora en L* la particidn cruzada de las re-
laciones 0 ; 9fc vy ? , es decir, la relacibn de equivalencia
interseccidn 0 N .9%. N 9? . Las clases del conjunto co-
ciente L*/( @ N % n Q ) estdn constituidas por los vec
tores que tienen el mismo origen, mddulo y direccidn. Resulta
f4cil comprobar que cada una de estas clases contiene sblo dos
vectores. En efecto, fijado el origen A y el mbédulo m, el ex-
tremo tiene que estar situado sobre una esfera de centro A y
radio m; pero al dar una direccidn concreta, queda selecciona-
do un didmetro BC de esta esfera, con lo gue los lnicos vecto-

res que satisfacen las condiciones son el Kﬁ'y el AC.

Para diferenciarlos se establece una nueva caracteris-
tica del vector, ¢l sentido, de tal manera que se dice que am-
bos vectores Kg’y AC tienen el mismo origen, médulo y direc-
cidn, pero distinto sentido. Por ello, el origen, el mddulo, -
la direccidn y el sentido son los elementos caracteristicos de

un veetor ligado no nulo.

El vector nulo sdlo tiene determinado uno de estos cua-

tro elementos: su mbdulo, que es igual a cero.

En el contexto que lo hemos presentado, la coincidencia
u oposicidén de sentidos sdlo es predicable entre vectores con
origen, mddulo y direccibn comin. Es usual extender el concep-
to entre vectores con soporte comin, y entre vectores con la -

misma direccién.

Los criterios son los siguientes: dados dos vectores -
con la misma recta soporte, se deslizan sobre dicha recta so-

porte hasta hacer coincidir sus origenes; una vez efectuado -
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este movimiento se observa si sus extremos pertenecen a la mis
ma o distinta semirrecta de las dos que sobre el soporte deter
mina el origen comin; en el primer caso, su sentido es el mis-
mo; en el segundo tienen sentidos opuestos. .Cuando sus supor-
tes son dos rectas paralelas distintas, es decir, tienen direc
cidn comfin y soportes distintos, se unen los dos origenes por
una recta, que divide en dos semiplanos al planc que contiene
a ambos vectores; si los extremos caen en el mismo semiplano,
se dice que los vectores tienen el mismo sentido y, en caso -
contrario, sentidos opuestos. La coincidencia u oposicidn de -
sentido sblo se predica de vectores que tienen la misma direc-

cibn.

Digamos que al origen de un vector se le denomina con -~
frecuencia punto de aplicacidn, y a su recta soporte se la de-
nomina lfnea de accidn. Sin embargo, hablar de su magnitud al
referirse a su mddulo es ciertamente desaconsejable.

Desde el punto de vista analitico, el origen de un vec-
tor se determina por medio de las tres.coordenadas cartesianas
respecto a una referencia. No insistimos en ello, porque supo-
nemos conocida por el lector la geometria analitica elemental,
Y porque los sistemas de coordenadas serin estudiados mis ade-
lante. El mbdulo es, simplemente, un niimero real positivo para
cualquier vector no nulo.

En cuanto a la direccién y el sentido suelen determinar
se conjuntamente por medio de los pardmetros que definen una -
semirrecta. En el plano, basta con un parametro angular ¢ con
variacidn 0s¢<2m. En el espacio, una semirrecta queda determi-
nada por dos pardmetros angulares, cuya definicién estudiare-
mos con mis detalle en las coordenadas esféricas. La variacidn
de estos'éngulos, que se presentan en la figura, es 0<6<w, -

' 0=¢<2m. El primer intervalo es abierto, pues para 6=0, 6= -
no estd determinado el &ngulo ¢. No obstante, al dnico efecto

de determinar semirrectas, es decir, direccidn y sentido, pue-
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de entenderse gque 8=0 y 6= son suficientes para determinar -
las dos semirrectas que constituyen el tercer eje cartesiano
positivo y negativo respectivamente.

§2. Vectores ligados, deslizantes y libres

En el pardgrafo precedente hemos definido el conjunto L
de los vectores ligados del espacio. Estos vectores, salﬁo el
vector nulo, quedan determinados por su origen, mbdulo, direc-
cidn y sentido. Dos vectores que difieran, al menos, en una de
estas caracteristicas, son distintos. La teoria que estudia -
sus relaciones a partir de este supuesto se llama teoria de -

vectores ligados.

Menos restrictivo es el concepto de vector deslizante.
Para introducirlo, definimos en el conjunto de los vectores 1li
gados no nulos L* la siguiente relacidn de equivalencia D
dos vectores Zﬁ’y TD no nulos son equivalentes cuando tienen -
la misma recta soporte, el mismo mdédulo y el mismo sentido. El

cardcter de relacidn de equivalencia es inmediato. El conjunto
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cociente D* = L*/ @ constituye

el conjunto de los wvectores desli-

zantes no nulos del espacio.

Si se orienta la recta sopor
c te, es decir, se define en ella un
sentido positivo, cada vector no nu
lo de ella puede caracterizarse por
un nimero real no nulo, de valor ab
soluto igual al médulo del vector,
vy signo positivo o negativo segin -
que el sentido del vector coincida
© no con el elegido como positivo sobre la recta soporte. Que-

da, pues, definida la biyeccidn D¥* <«— éﬁ x R*.

Si al conjuntoc D¥* se afiade un vector nulo 5, se tiene
el conjunto de los vectores deslizantes del espacio D= { ID*,_S}.
La teoria que estructura las relaciones vectoriales suponiendo
que un vector se caracteriza por su recta soporte, mbddulo y -
sentido, con independencia de su origen, se llama teoria de -
los veetores deslizantes. Los vectores deslizantes con la mis-

ma recta soporte se llaman colineales.

Menos restrictivo ailin es el concepto de vector libre.
Se define en el conjunto L* la relacién de egquivalencia GV’,
cuyo cardcter resulta evidente: dos veetores AB y CD son equi-
valentes cuando tienen la mis-
ma direceion, el mismo mddulo
y el mismo sentido. ELl conjun-
to cociente v* = L*/H cons-
tituye el conjunto de los vec-

tores libres no nulos del espa

cio.
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S5i llamamos £ al conjunto de semirrectas con un origen
comfin, cada una de ellas caracteriza una direccién y sentido -
en el espacio. Si a estas caracteristicas se une el mddulo no
nulo, es decir, un nfimero real positivo, se tiene individuali-
zado un vector libre no nulo. Queda, pues, definida la biyec-

cidn V¥ «= £ x RT.

Si al conjunto V* se afiade el vector nulo 6, se tiene
el conjunto de los vectores Libres del espacio V = { V*,a}.
El estudio de sus operaciones algebraicas constituye la teoria

de los vectores libres.

Una de las semirrectas del conjunto £, con origen en O,
A v un ntmero real positivo -
r € R, determinan un punto
A del espacio, distinto de O
Yy, reciprocamente, cada pun-
to A, distinto de 0O, define
la semirrecta OA y el nimero
real positivo m=6K, gque mi-
de esta distancia. Se esta-
blece asi una biyeccidn en-
tre el conjunto de los vecto

res libres no nulos y los -

puntos A del espacio, distin
tos de 0. Si convenimos en -
hacer corresponder al vector
nulo el punto O y, reciprocamente, queda establecida una biyec
cidén entre el conjunto V de los vectores libres y el conjunto
E de los puntos del espacio V<— [E. La generalizacidn de es-
ta biyeccidn a espacios vectoriales n-dimensionales constituye

el fundamento del espacio vectorial afin.

En los tres primeros capitulos nos referiremos sbla-
mente a los vectores libres, dejando para el capitulo IV el es
tudio de los deslizantes y ligados.
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§3. Suma y diferencia de vectores

Suma de dos vectores libres a=OA vy B-0B es otro vec
tor libre constituido por la diagonal del paralelograma forma-
do con los vectores sumandos como lados contiguos y el mismo -

origen para los tres vecto

res. Se escribe:
- -> >
s =a+b
Por la misma defini

cidn se ve que la opera-

cidn es conmutativa:

b c

- Para reiterar la -

-> > > -+
a+b=Db+a

opéracién resulta cémoda -
esta definicidén, equivalen
te a la dada: para sumar -
dos vectores a vy b se lle-
S a va el origen del segundo a
coincidir con-el-extremo -
del primero; el vector su-
A B ma tiene por origen el del
primer vector y, por extre
mo, el del segundo. Aunque
se hable de "primero" y "segundo" vector, las figuras ponen -

claramente de manifiesto la conmutatividad de la operacién.

. > . . . . .
Si a y b tienen la misma direccidn, se define como suma
s ] . Iy -
otro vector s con la misma direccidn gue los sumandos, mddulo
. . > e . . z
igual a la suma de los mddulos (si a y b tienen el mismo senti

do) o a la diferencia (si a y b tienen distinto sentido), Yy -
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C sentido coincidente en todo

oy

caso con el del sumando de -

médulo mayor. Aungue en este

[V R

caso el paralelogramo resulta

0

A B degenerado, sigue siendo apli
cable la regla consistente en

W

situar un vector a continua-

o

A C cidén del otro.

n+

Cuando los vectores se
designan por su origen y ex-

tremo, se escribe:
AE + BC = AC
que traduce la segunda definicidn dada de suma vectorial.

En el conjunto de los vectores libres V la suma consti

tuye una ley de composicion interna definida en tode V.

Por la definicidén dada de suma, resulta:
AE + BB = AB o sea a+0=a

es decir, el veetor nulo es el elemento neutro para esta ley

de composicidn interna.

- - R
De dos vectores a v b se dice gue son opuestos cuando —
tienen igual direccidn y mddulo, pero sus sentidos son distin-

tos.

Aplicando la definicidn de su

v

ma:

=0

\og’
o
+
o
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- - >
Yy, por analogia con los nimeros, al vector opuesto de a se le

-5
designa -a, O sea:
- 5
a+ (-a) =0
Esta notacidn no debe llevar a la idea de que los veeto

res puedan ser positivos o negatives, como los escalares.

->

> >

Dados tres vectores a, b, c, se deduce de la figura que:
> >
(3+B) + ¢ = a + (B+2)

es decir, la suma vecto-
rial posee la proptiedad -
asoctativa y se pueden su-

primir los paréntesis sin

ambigliedad:
S=a+b+c

Combinando la propiedad asociativa y la propiedad conmu
tativa para dos sumandos, se demuestra la propiedad conmutati-
va para dos sumandos no consecutivos en una suma de varios vec

- -+
tores. Sea permutar b y e en la suma:

a+b+c+d+e=a+ (S+3) + (é+€) =2 + (c+g) + (e+d) =
-2+ + (B+E) +d=2a+c + (E+B] +d=a + (c+e) + (b+a) =

= 3 + (3+3) + (E+B) g + g + 2 o+ E + b

1]

Se llama diferencia T de dos vectores a Yy b al resultado

de sumar al primero el opuesto del segundo:

T =2 + (-b)

operacidn que se escribe:

> -+ >
r=a->b



