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Geleitwort

»Das ist irgendwie richtig schwierig, wenn man so viele Ideen hat und das so
durcheinander geht...“, bemerkt Max wihrend er eigene Fragestellungen zu
vorgegebenem situativem Kontext entwickeln muss. Dieses Zitat aus der Unter-
suchung von Frau Hartmann verdeutlicht die Herausforderungen beim Problem
Posing — der Entwicklung eigenstindiger Problemstellungen.

Problem Posing bietet aber auch viele Chancen, fiir das Problemlosen und
Modellieren. Mathematische Modellierungskompetenz ist ein wichtiges Thema
in der Mathematikdidaktik. In den letzten Jahrzehnten wurden vielfiltige Unter-
suchungen zur Modellierungskompetenz durchgefiihrt, die unser Wissen tiber die
Entwicklung dieser Kompetenz erweitert haben. Allerdings ist die Forschungslage
beziiglich einzelner Aspekte der Modellierungskompetenz noch sehr unterschied-
lich ausgeprigt. Wihrend eine breite Befundlage zu Charakterisierungen von
Modellierungsprozessen existiert, sind differenziertere Analysen von spezifischen
prozessbezogenen Aspekten der Modellierungskompetenz noch wenig vorhan-
den. Frau Hartmann hat einen solchen prozessbezogenen Aspekt als Thema
ihrer Dissertation ausgewéhlt und Prozesse beim Problem Posing zu gegebe-
nen realweltlichen Situationen untersucht. Zunéchst ldsst sich konstatieren, dass
Problem Posing ein relativ neues Forschungsfeld darstellt, deren Bedeutsam-
keit durch die Arbeiten von Jinfa Cai, Roza Leikin, Peter Liljedahl, Benjamin
Rott und anderen Kolleg:innen in letzten zehn Jahren deutlich zugenommen hat.
Die Verbindung beider Forschungsfelder — Untersuchungen zur mathematischen
Modellierungskompetenz und zum Problem Posing — wurde noch nicht geleistet.
Frau Hartmanns Arbeit ist an der Schnittstelle beider Forschungsfelder ange-
siedelt und leistet Pionierarbeit in diesem Bereich. Das Hauptziel ihrer Studie
war, den Modellierungsprozess um die Problem Posing-Perspektive zu ergénzen
und eine Verbindung zwischen dem Modellierungsprozess und dem Prozess des



Vi Geleitwort

Problem Posing herzustellen. Dementsprechend beziehen sich die Forschungs-
fragen der Arbeit auf die Prozesse des Problem Posings und des Modellierens
sowie auf die Verbindung beider Prozesse. Um der Analyse eine klare Struktur
zu geben, werden die Arbeit in zwei Phasen gegliedert: Analyse der Generierung
eigener Fragestellungen und Analyse der Bearbeitung selbst entwickelter Frage-
stellungen. Methodisch hat Frau Hartmann einen qualitativ-explorativen Ansatz
gewihlt, der sehr gut geeignet ist, um Prozesse zu beschreiben. Dieser ermoglicht
tiefergehende Analysen des Forschungsgegenstandes.

Ergebnisse der Studie sind hochst interessant und leisten einen wesentlichen
Beitrag zur Erforschung der Modellierungskompetenz und des Problem Posings.
Frau Hartmann dokumentiert zunéchst die Prozesse und den Wechsel zwischen
den Prozessen bei Problem Posing und anschlieBend beim Modellieren jeweils in
der Entwicklungsphase und in der Phase der Bearbeitung von selbst entwickelten
Problemen. Einzelfallanalysen erginzen das Bild und ermdglichen einmalige Ein-
driicke darin, wie eine Generierung von Fragestellungen aus den realweltlichen
Situationen und die Bearbeitung selbst entwickelter Probleme erfolgt. Ein zen-
trales Ergebnis der Studie ist das hidufige Auftreten der Modellierungsaktivititen
Verstehen, Vereinfachen/Strukturieren und zum Teil auch des Mathematisierens
in der Entwicklungsphase. Die Losungsprozesse der Studierenden in der Bear-
beitungsphase fiihren zur Generierung weiterer Fragestellungen, Teilfragestellung
sowie Evaluation und Reformulierung der urspriinglichen Fragestellungen.

Ein wichtiger Teil der Diskussion bezieht sich auf die Einordnung der Ergeb-
nisse in die bisherigen Befunde aus den Forschungen zum Problem Posing und
zum Modellieren. Beispielsweise geben die Ergebnisse der Studie von Frau Hart-
mann empirische Hinweise darauf, dass initiale Losungsprozesse bereits sehr friih
wihrend der Entwicklung der Fragestellung stattfinden konnen. Somit zeigt es
sich, dass eine Generierung der Fragestellungen groBes Potential hat, kogni-
tive Aktivititen — hier spezifisch Modellierungsaktivititen — anzuregen. Dies
ist ein neues Ergebnis, das empirisch noch nicht gezeigt wurde. Als Ergeb-
nisse der Arbeit formuliert Frau Hartmann Hypothesen, die in kiinftigen Studien
tiberpriift werden konnen. Eine Hypothese besagt, dass bereits wihrend der
Entwicklungsphase die Konstruktion des Realmodells stattfinden kann und die
Mathematisierung vorbereitet wird. Ein hypothetisches Modell zur Beschreibung
modellierungsbezogener Problem Posing- und Modellierungsaktivititen rundet
die Diskussion ab. Dieses Modell dient als eine Art Bindeglied, welches Theorien
des Problem Posings und des Modellierens verbindet.

Abschliefend wiinschen wir Thnen, liebe Leserinnen und Leser, eine erkennt-
nisreiche Lektiire und hoffen, dass die Ergebnisse und Erkenntnisse aus dieser
Studie Ihr Verstidndnis fiir die mathematische Modellierungskompetenz und das



Geleitwort Vil

Problem Posing bereichern werden. Moge dieses Buch dazu beitragen, neue
Perspektiven und Impulse fiir die Lehre und Forschung in der Didaktik der
Mathematik zu schaffen. Lassen Sie uns gemeinsam die Herausforderungen
und Chancen des Problem Posings und des Modellierens erkunden, um die
mathematische Bildung unserer Schiilerinnen und Schiiler zu fordern.

Stanislaw Schukajlow
Universitidt Miinster
Miinster, Deutschland

Benjamin Rott
Universitidt Koln
Ko6ln, Deutschland
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Zusammenfassung

Die Identifizierung und Entwicklung mathematischer Probleme in realweltlichen
Situationen stellt eine notwendige Voraussetzung fiir das Modellieren dar. Der
Entwicklung eigener Probleme (Problem Posing) wird ein groBes Potential zur
Forderung von Problemlosefdhigkeiten zugeschrieben, da es Aktivititen auslosen
kann, die fiir den Losungsprozess essenziell sind. Das mathematische Modellie-
ren beschreibt das Losen realweltlicher Probleme. Folglich konnte das Problem
Posing auch gewinnbringend zur Forderung des Modellierens eingesetzt wer-
den. Um das Potential des Problem Posings zur Forderung des Modellierens
abzuschitzen, ist Grundlagenforschung beziiglich der beteiligten Aktivitidten und
deren Verbindungen notwendig. Bislang fehlt es jedoch an Erkenntnissen zum
Modellierungsprozess aus einer Problem Posing-Perspektive.

Die vorliegende Studie fokussiert diese Forschungsliicke, indem in einem
ersten Schritt die Entwicklungs- und Bearbeitungsprozesse beziiglich der ablau-
fenden Problem Posing- und Modellierungsaktivititen untersucht und in einem
zweiten Schritt Verbindungen zwischen diesen Aktivititen analysiert werden.
Dazu wurde eine qualitativ-explorative Studie mit sieben angehenden Lehrkrif-
ten durchgefiihrt. Die angehenden Lehrkrifte wurden aufgefordert, Aufgaben
basierend auf vorgegebenen realweltlichen Situationen zu entwickeln und ihre
selbstentwickelten Aufgaben im Anschluss zu 16sen. Dabei wurde die Methode
des Lauten Denkens, ein Stimulated Recall Interview und ein Interview ange-
wendet. Die Entwicklungs- und Bearbeitungsprozesse wurden anschliefend im
Hinblick auf die stattfindenden Problem Posing- und Modellierungsaktivititen
analysiert.

In den Entwicklungsphasen konnten die fiinf Problem Posing-Aktivititen —
Verstehen, Explorieren, Generieren, Evaluieren, Problemlosen — identifiziert
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werden. Es zeigte sich, dass insbesondere die in der realen Welt angesiedel-
ten Modellierungsaktivititen (d. h. Verstehen, Vereinfachen und Strukturieren)
bereits beim modellierungsbezogenen Problem Posing involviert sind. Dieses
Ergebnis deutet darauf hin, dass die Entwicklung eigener Aufgaben basierend
auf realweltlichen Situationen vor der Losung die Konstruktion eines angemesse-
nen Situations- und Realmodells im Losungsprozess unterstiitzen kann. Dariiber
hinaus konnten in den Bearbeitungsphasen selbst-entwickelter Modellierungsauf-
gaben alle Modellierungsaktivititen identifiziert werden sowie Problem Posing als
Problemldsestrategie, als Entwicklung weiterfiihrender Aufgaben und als Eva-
luation und Reformulierung der selbst-entwickelten Aufgaben. Auf Basis der
Ergebnisse konnten Hypothesen generiert werden, die als Grundlage fiir die
Entwicklung eines integrierten Modells des Problem Posings und Modellierens
dienen. Auf diese Hypothesen und das Modell kann in zukiinftigen Studien
aufgebaut werden. Insgesamt liefern die Ergebnisse erste Hinweise auf das Poten-
tial des Problem Posings zur Forderung des Modellierens. Weitere quantitative
Untersuchungen beziiglich der Wirkung sind dringend notwendig.

Schlagworter: Problem Posing - Mathematisches Modellieren - Kognitive
Prozesse - Realweltliche Situationen

Keywords: Problem posing - Mathematical modelling - Cognitive processes -
Real-world situations
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Einleitung

Mathematik ist ein Teil unseres alltéiglichen Lebens. Die Mathematik trigt zum
Verstdndnis und zur Weiterentwicklung von Aspekten verschiedener aulermathe-
matischer Bereiche bei. Beispielsweise spielt die Mathematik aktuell alltdglich
eine Rolle, um die Verbreitung des Corona-Virus zu verstehen und damit ein-
hergehende Fragen, wie Wie schnell breitet sich das Virus weiter aus? oder Wie
stark wird die Ausbreitung durch die Impfkampagne reduziert?, wahrzunehmen und
zu beantworten. Basierend auf der Relevanz der Mathematik fiir das alltdgliche
Leben ist eine der zentralen Aufgaben des Mathematikunterrichts, den Lernen-
den die Mathematik als Werkzeug zu vermitteln, ,,um Erscheinungen der Welt aus
Natur, Gesellschaft, Kultur, Beruf und Arbeit in einer spezifischen Weise wahrzu-
nehmen und zu verstehen* (Kultusministerkonferenz [KMK], 2012, S. 11). Um
die Lernenden zu befdhigen, die Mathematik zur Bewiltigung von Situationen des
tiaglichen Lebens zu nutzen, ist die Losung realweltlicher Probleme ein wesentli-
cher Bestandteil des Lehrens und Lernens von Mathematik (Maaf}, 2010; Niss &
Blum, 2020, S. 6). Die Losung realweltlicher Probleme mit Hilfe der Mathematik
wird in der mathematikdidaktischen Forschung als mathematisches Modellieren
bezeichnet und beinhaltet anspruchsvolle Ubersetzungsprozesse zwischen der rea-
len Welt und der Mathematik, um mathematische Modelle zu identifizieren, die
zur Losung eines realweltlichen Problems herangezogen werden konnen (Gree-
frath, 2010a, S. 42). Das mathematische Modellieren im Schulkontext startet
zumeist mit einer vorgegebenen Modellierungsaufgabe (Pollak, 2015). In auBer-
schulischen Kontexten, wie im alltdglichen Leben oder im spéteren Berufsleben,
liegen mathematische Aufgaben jedoch nur selten vorgefertigt vor und werden
von den Personen selbst prizisiert und entwickelt, bevor eine Losung generiert
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wird (Blomhgj & Kjeldsen, 2018). Die Entwicklung eigener mathematischer Auf-
gaben wird als Problem Posing bezeichnet und riickt die Aufgabe selbst und nicht
die Losung in den Vordergrund (Silver, 1994). Die Entwicklung eigener Aufgaben
ist eine notwendige Voraussetzung zur Losung dieser und demnach ein untrenn-
barer Teil des Problemlosens (S.-K. S. Leung, 2016). Auch fiir das Modellieren
ist die Entwicklung und Formulierung entsprechender Aufgaben basierend auf
realweltlichen Situationen notwendig, bevor eine Losung generiert werden kann.
So ist fiir das Lehren und Lernen des mathematischen Modellierens im Mathe-
matikunterricht die Entwicklung von realweltlichen Aufgaben unabdingbar und
stellt eine zentrale Fihigkeit sowohl fiir (angehende) Mathematiklehrkrifte als
auch fiir Schiilerinnen und Schiiler dar (Borromeo Ferri, 2018, S. 41).
Internationale Vergleichsstudien offenbaren grole Schwierigkeiten beim
mathematischen Modellieren (Reiss et al., 2019, S. 192). So stellt das Model-
lieren sowohl Lernende als auch Lehrkrifte vor grole Herausforderungen (Blum,
2015; Schukajlow et al., 2018), die insbesondere auf die anspruchsvollen Uberset-
zungsprozesse zwischen der auSermathematischen und der mathematischen Welt
zuriickzufiihren sind (Jankvist & Niss, 2020; Krawitz et al., 2022). Dem Problem
Posing wurde in den letzten Jahren in der mathematikdidaktischen Forschung
zunehmend Aufmerksamkeit geschenkt und die Potentiale fiir den Mathematik-
unterricht wurden erkannt (Cai et al., 2015). Die Problemlosungsforschung hat
gezeigt, dass Problem Posing das Potential hat, Problemlosen zu unterstiitzen
(Chen et al., 2013), da die kognitiven Prozesse der Entwicklung und Losung der
Probleme in einer engen Verbindung miteinander stehen (Cai et al., 2013; Chen
et al., 2013). Zum einen beinhaltet das Problem Posing Aktivititen, wie die Ana-
lyse der gegebenen Situation, die fiir die Losung von Aufgaben wichtig sind.
Zum anderen kann Problem Posing wihrend der Bearbeitung den Losungspro-
zess unterstiitzen (Xie & Masingila, 2017). Da das mathematische Modellieren
eine spezielle Form des Problemlosens darstellt, wird auch eine enge Verbin-
dung zwischen dem Problem Posing und dem Modellieren vermutet (Hansen &
Hana, 2015). Das mathematische Modellieren beschreibt die Losung realwelt-
licher Aufgaben bzw. Probleme mit Hilfe der Mathematik und beginnt mit
einer realweltlichen Situation, die zunichst verstanden, vereinfacht und struk-
turiert werden muss. Dariiber hinaus umfasst es mathematische Untersuchungen
von Aspekten der realen Welt und die Antizipation potenzieller mathematischer
Modelle zur Losung der Aufgabe (Niss, 2010). Folglich ist es mdglich, dass
das Problem Posing basierend auf gegebenen realweltlichen Situationen (d. h.
modellierungsbezogenes Problem Posing) und die damit einhergehenden Prozesse
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gewinnbringend zur Bewiltigung der anspruchsvollen Ubersetzungsprozesse zwi-
schen der auflermathematischen und der mathematischen Welt genutzt werden
konnen.

Trotz der hohen Bedeutsamkeit des mathematischen Modellierens selbst, der
auf theoretischer Ebene antizipierten engen Verbindung zwischen dem mathe-
matischen Modellieren und dem Problem Posing (Hansen & Hana, 2015) sowie
der Notwendigkeit der Entwicklung von Aufgaben, bevor diese gelost werden
konnen, ist bisher wenig tiber den Modellierungsprozess aus einer Problem
Posing-Perspektive bekannt. Insbesondere fehlt ein dem Modellierungskreislauf
(Blum & Leif3, 2005) dquivalentes Modell, in dem die ablaufenden Aktivititen
der Entwicklung und Bearbeitung eigener Modellierungsaufgaben sowie deren
Verbindung idealisiert dargestellt werden.

1.1 Ziel der Arbeit

Die vorliegende Untersuchung soll zur SchlieBung dieser Forschungsliicke
beitragen. Um Hinweise darauf zu erhalten, wie das Problem Posing den
Modellierungsprozess beeinflusst, ist Grundlagenforschung beziiglich der betei-
ligten Aktivititen und deren Verbindungen notwendig. Das iibergeordnete Ziel
der Arbeit ist demnach, den Modellierungsprozess aus einer Problem Posing-
Perspektive zu ergénzen sowie die Verbindungen zwischen den beiden Prozessen
besser zu verstehen. Dazu wurde eine qualitativ-explorative Studie geplant, um
die Prozesse des Problem Posings und des Modellierens und deren Verbindungen
aus einer kognitiven Perspektive in der Tiefe zu erkunden und zu beschreiben
sowie darauf aufbauend Hinweise auf mogliche Verallgemeinerungen zu gene-
rieren. Zur Exploration der Prozesse und moglicher Verbindungen aus einer
kognitiven Perspektive werden zundchst die Entwicklungs- und Bearbeitungs-
prozesse eigener Aufgaben zu gegebenen realweltlichen Situationen mit Blick
auf die stattfindenden Problem Posing- und Modellierungsaktivititen systematisch
beschrieben. Die Ergebnisse sollen das Feld der Problem Posing- und Modellie-
rungsforschung durch die ablaufenden Aktivititen beim modellierungsbezogenen
Problem Posing erginzen und Zusammenhinge zwischen den Prozessen des
Problem Posings und des Modellierens aufdecken. Aus den Ergebnissen der vor-
liegenden Studie werden Hypothesen iiber die ablaufenden Aktivititen und deren
Zusammenhénge abgeleitet und zur Entwicklung eines integrierten Modells des
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Problem Posings und des Modellierens genutzt, auf das in zukiinftigen Studien
aufgebaut werden kann.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist in einen Theorie- und einen Empirieteil unterglie-
dert. Der Theorieteil befasst sich mit den theoretischen Hintergriinden sowie
empirischen Ergebnissen, die zentral fiir die vorliegende Untersuchung sind. Der
Theorieteil beginnt mit einer theoretischen Darstellung zum Problemlosen (Kapi-
tel 2), in der eine begriffliche Definition des Problemldsens gegeben und auf
den Problemloseprozess aus kognitiver Perspektive sowie Problemlosestrategien
eingegangen wird. Die zentralen Themengebiete der Arbeit stellen das mathe-
matische Modellieren und das Problem Posing dar. In Kapitel 3 wird sich den
theoretischen Grundlagen des mathematischen Modellierens gewidmet, indem
eine begriffliche Definition des Modellierens gegeben wird sowie die Relevanz
und Perspektiven des Modellierens dargestellt werden. Auflerdem werden Model-
lierungsaufgaben charakterisiert und der Modellierungsprozess sowie die damit
einhergehenden Schwierigkeiten aus einer kognitiven Perspektive beschrieben.
In Kapitel 4 wird das Problem Posing fokussiert. Dazu wird zunichst eine
begriffliche Definition des Problem Posings vorgenommen sowie Stimuli des
Problem Posings beschrieben, bevor daran anschlieBend auf den Prozess des
Problem Posings aus einer kognitiven Perspektive sowie auf die Relevanz und
Perspektiven des Problem Posings eingegangen wird. Die Themenfelder des Pro-
blemlosens, Modellierens und Problem Posings werden in Kapitel 5 miteinander
in Verbindung gebracht. Dabei werden die Prozesse des Problemlosens und des
Problem Posings zunichst im Modellierungsprozess verortet. Im Anschluss wer-
den die bereits gut erforschten Verbindungen zwischen dem Problem Posing
und dem innermathematischen Problemlosen fokussiert, um darauf aufbauend
Schlussfolgerungen fiir die Verbindungen zwischen dem Problem Posing und
dem mathematischen Modellieren abzuleiten. Aus den theoretischen Ausfiihrun-
gen werden abschlieBend die mit der Untersuchung verfolgten Forschungsfragen
und Ziele abgeleitet und erortert (Kapitel 6).

Der Empirieteil der Arbeit beschiftigt sich mit der Darstellung und Begriin-
dung der genutzten Erhebungsmethode, die zur Beantwortung der Forschungs-
fragen herangezogen wird (Kapitel 7). Anschliefend wird sich der Darstellung
und Begriindung der gewihlten Auswertungsmethode gewidmet (Kapitel 8). In
Kapitel 9 werden die Ergebnisse der Arbeit zu den ablaufenden Prozessen der
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Entwicklung und Bearbeitung eigener Aufgaben sowie deren Verbindungen pri-
sentiert. Diese Ergebnisse werden dann in Kapitel 10 auf Grundlage der bisher
bekannten empirischen Ergebnisse diskutiert. Basierend auf den Ergebnissen wer-
den Hypothesen sowie ein integriertes Modell des Problem Posings und des
Modellierens generiert. Der Empirieteil der Arbeit schlieBt mit einer Erorte-
rung der Stirken und Limitationen der Arbeit (Kapitel 11), Implikationen fiir
Forschung und Praxis (Kapitel 12) sowie einem kurzen Fazit (Kapitel 13).
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Problemlosen 2

Die Losung mathematischer Probleme gilt als eines der zentralen Ziele des
Mathematikunterrichts, da es zum Erkenntnisgewinn beitrdgt (Winter, 1995).
Demnach ist Problemlosen fest als allgemeine mathematische Kompetenz in
den Bildungsstandards verankert (KMK, 2003, 2012). Wihrend iiber die Bedeut-
samkeit des Problemlosens in der Forschung Einigkeit besteht, existiert deutlich
weniger Konsens beziiglich der Definition eines Problems und des Problemlosens
(Biichter & Leuders, 2018, S. 28). Um das in dieser Arbeit zugrundeliegende
Verstindnis eines Problems und des ProblemlOsens darzustellen, soll im Fol-
genden zunidchst auf die Definition eines mathematischen Problems und des
Problemlosens eingegangen werden (Kapitel 2.1), bevor anschliefend der Pro-
zess des Problemlosens (Kapitel 2.2) sowie Problemlosestrategien (Kapitel 2.3)
thematisiert werden.

2.1 Definition mathematisches Problem und
Problemlosen

Nach Dorner (1976) ist ein Individuum mit einem Problem konfrontiert,

wenn es sich in einem inneren oder dufleren Zustand befindet, den es aus irgendwel-
chen Griinden nicht fiir wiinschenswert hilt, im Moment aber nicht iiber die Mittel
verfiigt, um den Zustand in den wiinschenswerten Zielzustand zu iiberfiihren (S. 10).

Beispielsweise kann ein verlegter Schliissel fiir ein Individuum ein Problem dar-
stellen. Nach Dorners (1976, S. 10) Definition ist ein Problem zusammenfassend
durch zwei Zustdnde gekennzeichnet: einen Anfangs- und einen Zielzustand. Der
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Anfangszustand beschreibt eine bestimmte Situation oder einen Zustand, mit dem
das Individuum unzufrieden ist und konfrontiert wird. Der Zielzustand ist der vom
Individuum erwiinschte Zustand, dessen Erreichung gleich der Losung des Pro-
blems ist (Klix, 1971, S. 640). Im oben beschriebenen Beispiel wire demnach
der verlegte Schliissel der Anfangszustand, mit dem das Individuum konfrontiert
wird und das Wiederfinden des Schliissels der erwiinschte Zielzustand. Von einem
Problem wird jedoch erst dann gesprochen, wenn ,,die Uberfiihrung des Anfangs-
zustandes in den [Zielzustand] nicht oder nicht unmittelbar gelingt™ (Klix, 1971,
S. 640). Dorner (1976, S. 10) spricht hierbei von einer Barriere, durch die eine
direkte Uberfithrung des Anfangs- in den Zielzustand verhindert wird. Im Bei-
spiel des verlegten Schliissels handelt es sich also erst um ein Problem, wenn das
Individuum nicht wei3, wo sich der Schliissel befindet und keine unmittelbare
Losung zum Auffinden des Schliissels vorhanden ist.

Ein mathematisches Problem liegt nach Biichter und Leuders (2018) vor,
wenn ein Individuum aufgefordert wird, ,eine Losung zu finden, ohne dass
ein passendes Losungsverfahren auf der Hand liegt” (S. 25). Ein unbekanntes
Losungsverfahren geht jedoch nicht notwendigerweise mit hohen Anforderungen
an das problemlosende Individuum einher und folglich erginzt Heinze (2007)
die Definition in Anlehnung an Dorner (1976) durch das Vorhandensein einer
Barriere. Insgesamt ist ein mathematisches Problem also dadurch gekennzeich-
net, dass der Losungsweg bzw. das Losungsverfahren nicht direkt auf der Hand
liegt und fiir die mit der Aufgabe konfrontierte Person eine Barriere darstellt. Die
Barriere kann zum einen durch die Unbekanntheit der einzelnen Losungsschritte
oder zum anderen durch die Unbekanntheit der Kombination der einzelnen
Losungsschritte verursacht werden (Dérner, 1976, S. 11).

In der mathematikdidaktischen Forschung werden mathematische Probleme
(auch Nicht-Routineaufgaben) von Routineaufgaben abgegrenzt (Dorner, 1976,
S. 10). Eine Abgrenzung der beiden Aufgabentypen kann iiber die dabei ablau-
fenden Prozesse vorgenommen werden, ist jedoch nicht immer eindeutig moglich.
Eine Aufgabe stellt eine Routineaufgabe dar, wenn die mit der Aufgabe konfron-
tierte Person den Losungsweg direkt erkennt, die notwendigen Losungsschritte
bekannt sind und unmittelbar angewendet werden konnen (Hgjgaard, 2021; Rott,
2013, S. 32). Dabei konnen oft zuvor erlernte Standardverfahren (Algorithmen)
aus dem Unterricht genutzt werden. Die Losung basiert folglich auf der Repro-
duktion zuvor erlernten Wissens. Wenn dies nicht der Fall ist oder bekannte
Losungsverfahren zwar unmittelbar angewendet werden konnen, aber wihrend
des Losungsprozesses verworfen werden, stellt die Aufgabe fiir die mit der
Aufgabe konfrontierte Person ein Problem dar (Rott, 2013, S. 36). Die Bear-
beitung eines Problems wird als Problemlosen bezeichnet. Folglich beschreibt
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das Problemldsen die Aktivititen zur Uberwindung der Barriere, um von dem
unerwiinschten Anfangszustand zu dem erwiinschten Zielzustand zu gelangen
(siehe Abbildung 2.1) (Biichter & Leuders, 2018, S. 28). Die Uberfijhrung vom
Anfangs- zum Zielzustand wird als Transformation bezeichnet.

Transformation
]

Tl
niNgl=

Abbildung 2.1 Problemlssen als Uberwindung der Barriere zur Transformation eines
Anfangs- in einen Zielzustand

Anfangszustand Zielzustand

Um ein passendes Losungsverfahren bzw. eine passende Transformation zu
finden und somit die vorhandene Barriere zu iiberwinden, muss ein geeigneter
Weg gefunden werden (P6lya, 1966, S. 182). Der Suchprozess nach einem geeig-
neten Weg oder der Verkettung geeigneter Wege scheint demnach elementarer
Bestandteil des Problemldsens (Klix, 1971, S. 640). Dabei muss das problem-
l6sende Individuum das bereits vorhandene Wissen und die bereits vorhandenen
Daten des Anfangszustandes auf eine neue Weise kombinieren. Uber die Suche
und Bildung neuer Relationen sowie einer Verkniipfung dieser kann dann der
erwiinschte Zielzustand erreicht werden (Klix, 1971, S. 640). Dies erfordert
hohere Denkprozesse. Die Suche nach einem geeigneten Weg kann immer wieder
in Sackgassen enden (siehe Abbildung 2.1), wodurch neue Wege ausprobiert wer-
den miissen. Bei einem mathematischen Problem konnen geeignete Wege als eine
Sequenz mathematischer Operationen (Operatoren) beschrieben werden (Heinze,
2007). Durch die einzelnen mathematischen Operationen werden Zwischenzu-
stdnde der Transformation erreicht. Die Operatoren kénnen dem problemldsenden
Individuum entweder bereits bekannt sein oder durch bereits vorhandenes Wissen
aktiviert werden. Sie werden gemeinsam mit den durch die einzelnen Operationen
erzeugten Zwischenzustinde als Suchraum bezeichnet (Heinze, 2007).

Der Erfolg bei der Suche nach einer geeigneten Sequenz von Operatio-
nen hédngt neben der Fihigkeit zum flexiblen Denken auch von dem Wissen
tiber die anzuwendenden mathematischen Operationen und dem Wissen {iiber
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die Sequenz der anzuwendenden Operationen ab (Heinze, 2007). So entsteht
eine Wechselwirkung zwischen der gegebenen Situationsbeschreibung und den
bereits vorhandenen internen kognitiven Strukturen des Individuums (Klix, 1971,
S. 640). Folglich héngt es von den individuellen Fihigkeiten und dem Wissen ab,
ob eine Barriere vorhanden ist und ob die prisentierte Aufgabe fiir das Indivi-
duum zum Zeitpunkt der Losung ein Problem darstellt. So kann beispielsweise
die Ermittlung des Volumens eines Pyramidenstumpfs je nach Wissensstand des
Individuums ein Problem darstellen. Fiir eine Schiilerschaft der neunten Jahr-
gangsstufe kann diese Aufgabe ein Problem darstellen, da die einzelnen Schritte
der Losung (die Berechnung des Volumens einer Pyramide und die Subtraktion)
zwar bekannt sind, aber die Sequenz der anzuwendenden Operationen unbekannt
ist. Wird die Barriere von den Lernenden aufgrund der Bekanntheit der Sequenz
der anzuwendenden Operationen unmittelbar bewiltigt, stellt die Aufgabe fiir sie
kein Problem dar. Die Aufgabe kann fiir diese spezifischen Lernenden dann als
eine Routineaufgabe bezeichnet werden (Dorner, 1976, S. 10). Ausgehend von
dem Beispiel und den oben dargestellten Definitionen des Problemlosens wird
deutlich, dass es von dem individuellen Wissens- und Fahigkeitsstand des pro-
blemlosenden Individuums zum Zeitpunkt der Aufgabenbearbeitung abhingt, ob
die présentierte Aufgabe ein Problem oder eine Routineaufgabe darstellt (Klix,
1971, S. 639; Rott, 2013, S. 31).

Die dem Problemlosen zugrundeliegenden Probleme konnen sowohl aus der
aufermathematischen Welt als auch aus der mathematischen Welt stammen. Im
Allgemeinen kann der Begriff des Problemlosens beziiglich des Einbezugs der
Realitit aus zwei verschiedenen Perspektiven betrachtet werden: Problemlosen im
engeren Sinne und Problemldsen im weiteren Sinne (Biichter & Leuders, 2018,
S. 30). Problemldsen im engeren Sinne basiert auf Problemen, die aus der mathe-
matischen Welt stammen. Folglich begrenzt sich das Problemldsen nach dieser
Auffassung auf die Losung innermathematischer Probleme. Beim Problemlosen
im weiteren Sinne werden dagegen Probleme aus der mathematischen Welt als
auch aus der auBermathematischen Welt (d. h. der realen Welt) beriicksichtigt.
Dieser Auffassung folgend umfasst das Problemlosen sowohl die Losung inner-
mathematischer Probleme als auch die Losung auflermathematischer Probleme.
Beiden Auffassungen gemein ist jedoch die Uberwindung einer Barriere, um von
dem Anfangs- zum Zielzustand zu gelangen.



