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Vorwort

Mathematik ist iiberall. Mathematik ist fiir alle. Aufgrund ihres hohen
Rangs in der Wissensgesellschaft ist Mathematik ein unverzichtbarer Be-
standteil einer allgemeinen Bildung, was fiir die Schule bedeutet, den Wert
eines an den Strukturen und Wesensziigen von Mathematik orientierten
Denkens fiir alle zur Geltung zu bringen.

Das Bemiihen muss somit darauf gerichtet sein, sowohl iiber mathemati-
sches Wissen verlésslich zu verfiigen als auch mathematisches Denken si-
cher zu beherrschen. Das Geistig-Substantielle und das Geistig-Instrumen-
telle sind jedoch untrennbar verbunden. Mathematisches Wissen entsteht
nicht ohne mathematisches Denken, mathematisches Denken entwickelt
sich nicht ohne mathematisches Wissen.

Ausgewiesenes Ziel des Mathematikunterrichts ist es folglich, den Reiz, die
Kraft und die Bedeutung des mathematischen Denkens zu vermitteln. Da-
bei ist mathematisches Denken allen zuzutrauen und ebenso zuzumuten.
Gelingt es ndmlich, Mathematik als herausfordernd und anspruchsvoll zu
erleben, wird sie auf ganz eigene Weise gesellschaftsfahig.

In bildungstheoretischer Sicht stellen Mathematik und mathematisches
Denken einen spezifischen, unersetzbaren Modus der WelterschlieBung
dar, der fiir die kognitive Entwicklung von fundamentaler Bedeutung ist.
Mathematisches Denken ist daher in Vorschul- und Schulzeit kontinuier-
lich und systematisch zu fordern.

Was das Nicht-Substituierbare des durch mathematisches Denken gekenn-
zeichneten Weltzugangs und Weltverstindnisses ausmacht, welche diesbe-
ziiglichen Anspriiche und Anforderungen vor, in und nach der Schule we-
sentlich sind, davon handelt dieser Band.

Die Beitrage betreffen

I. die Struktur und die Genese des mathematischen Denkens,
Il. verschiedene Perspektiven zum mathematischen Denken,
[1l.  die Entwicklung des mathematischen Denkens von Kindern, Jugendli-
chen und jungen Erwachsenen sowie
IV. zentrale Bestandteile mathematischen Denkens.

Zur Sprache kommen dabei

im Kapitel I die Grundziige sowie die Entwicklungsgeschichte des mathe-
matischen Denkens,

im Kapitel 11 das mathematische Denken in Sprache und Zeichen, das ma-
thematische Denken in vielféltigen Spannungsverhéltnissen, das mathema-
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tische Denken aus symbolphilosophischer Sicht und aus kognitionspsycho-
logischer Sicht, die Beziehung des mathematischen Denkens zum Kriti-
schen Denken sowie das mathematische Denken als Beitrag zur Person-
lichkeitsbildung,

im Kapitel III das friithkindliche mathematische Denken, ein effektives ma-
thematisches Denken beim Ldsen von Aufgaben, illustrative Aufgaben zum
mathematischen Denken in den mittleren Schuljahrgingen, Anforderungen
an das mathematische Denken in curricularer Hinsicht, Anspriiche an das
mathematische Denken beim Ubergang von der Schule zur Universitit so-
wie Folgerungen fiir das Lehramtsstudium,

im Kapitel IV Wesensziige des probabilistischen und statistischen Denkens,
des geometrischen Denkens sowie des modellierenden mathematischen
Denkens.

Mathematik ist in Ungarn traditionell von hoher kultureller und wissen-
schaftlicher Bedeutung. Nicht nur fiir das Problemldsen a la Polya gilt Ma-
thematik als ,,Schule des Denkens®. Intention der Buchreihe ,,Mathematik-
lehren und -lernen in Ungarn® ist es, die beispielgebende Rolle des Landes
und den inspirativen Austausch liber Grenzen hinweg zum Ausdruck zu
bringen.

Mit der Herausgabe dieses Buches ist die Hoffnung verbunden, dem viel-
fach vernachlissigten Thema ,,Mathematik und mathematisches Denken*
neue AnstoBe und Anregungen zu geben. An so manchen Stellen im Buch
wird zudem ersichtlich, dass fiir eine Entwicklung des mathematischen
Denkens gewisse Bedingungen von nennenswertem Belang sind. Sie be-
treffen insbesondere die Aufgeschlossenheit gegeniiber der Mathematik in
Unterricht, Schule und Gesellschaft.

Fiir die facetten- und ideenreichen Ansétze und Ausfithrungen zum mathe-
matischen Denken in den vorliegenden Beitrdgen sei allen Autorinnen und
Autoren herzlich gedankt.

Die Buchreihe ,,Mathematiklehren und -lernen in Ungarn® verzeichnet seit
2019 nun finf erschienene Biande. Ein besonderer Dank fiir die stets ermu-

tigende und immer umstandslose Unterstiitzung gilt unserem Verleger
Martin Stein und dem WTM-Verlag.

Gabriella Ambrus & Johann Sjuts & Eva Visdrhelyi
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Lisa HEFENDEHL-HEBEKER, Duisburg-Essen
Grundziige mathematischen Denkens

Kurzfassung: Die Mathematik griindet in Denkhandlungen, die uns Men-
schen eigen sind. Wurzeln des mathematischen Denkens von frither Kind-
heit an bestehen im Erkennen und Erforschen von Mustern. VVon hier aus
gewinnt es eigene Auspridgungen und eine weite Anwendbarkeit, und es
unterliegt eigenen Standards der Strenge.

Title: Characteristics of mathematical thinking

Abstract: Mathematics is based on thought processes that are inherent to us
humans. Roots of mathematical thinking from early childhood consist in
the recognition and exploration of patterns. From here it gains its own
characteristics and a wide applicability, and it is subject to its own stand-
ards of rigor.

Classification: C30, E20, E40

Keywords: thinking, scientific thinking, concepts, structures, patterns, logic,
reasoning, proof, representation, modelling.

Die Mathematik ist tief im menschlichen Denken verankert. Betrach-
tender Verstand, unternehmender Wille, dsthetisches Gefiihl finden in
ihr den reinsten Ausdruck. Sie vereint Logik und Anschauung, Analyse
und Konstruktion, Individualitdt der Erscheinungen und Abstraktion
der Formen. (Courant & Robbins, 1992, S. XIX)

1. Denken als urspriingliche menschliche Titigkeit

Denken ist ein Grundwort der Alltagssprache und wird in einem vielfélti-
gen Sinne gebraucht. Als geistiges Aufnehmen und Verarbeiten erscheint
es in Verben wie vernehmen, sich erinnern, erfassen, liberlegen, zurechtle-
gen, durchdenken, einsehen, erkennen, verstehen und begreifen. Als ab-
sichtsvolle geistige Haltung artikuliert es sich in Substantiven wie Gesin-
nung, Vorhaben oder Willensrichtung. Zu den exakten Formen des diszip-
lindren wissenschaftlichen Denkens zdhlen das Bilden von Begriffen, das
Féllen von Urteilen und das Ziehen von Schliissen. Unabdingbar fiir diese
Vollziige ist es, Vorstellungen mit Bewusstsein zu haben.

Die genannten Bedeutungsfacetten weisen darauf hin, dass das Begriffsfeld
Denken in der Geistesgeschichte vielfdltige Entwicklungen erlebt hat. In der
alten griechischen Sprache (Homer und Vorsokratiker) besteht eine enge Be-
ziehung zwischen Denken, Sehen und Horen. Das Zusammenspiel von Den-
ken und (geistigem) Wahrnehmen findet bei Homer in einer Einheit von dich-
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tendem und denkendem Sagen seinen kiinstlerischen Ausdruck. (Bormann et
al., 1972, S. 61-63). VVon hier aus hat Denken als geistiger Akt in der philoso-
phischen Reflexion eine eigene Thematisierung erfahren.

2. Denken als Grundwort der Philosophie

Eine philosophische Thematisierung des Denkens begann um 500 v. Chr.
mit dem Bestreben, die Welt nicht mit Hilfe von Mythen zu deuten, son-
dern sie mit dem Verstand zu erfassen. Einen entscheidenden Schritt voll-
zog Parmenides, indem er auch logisches SchlieBen in Betracht zog und
Denken nicht nur als unmittelbares intuitives Innewerden verstand (ebd., S.
64). Hier begann eine lange Tradition, die die Frage nach dem Zusammen-
hang von Denken und Sein und dem Zustandekommen von Erkenntnis ver-
folgt und innerhalb derer versucht wird, Arten und Teilfunktionen des
Denkens zu bestimmen und genauer auszudifferenzieren.

Fir Platon (um 400 v. Chr.) geschieht das Erfassen der Wahrheit nicht
durch die sinnliche Wahrnehmung, sondern durch Uberlegen und Nach-
denken (51avowa). Dieses ist ein diskursives Denken; es geht von Voraus-
setzungen aus, die als bekannt und ohne Beweis angenommen werden, und
bewegt sich dort in ,,Gedankengingen* (z. B. Schlussketten) hin und her
und gelangt so zu Ergebnissen. In der Beschiftigung mit mathematischen
Féachern sieht Plato hierfiir eine wichtige Voraussetzung und Voriibung
(ebd., S. 65 f.). Neben dem diskursiven Denken gibt es in seiner Philoso-
phie die Einsicht (vodg bzw. vonoig), die ihren Gegenstand als Ganzes an-
rihrt und bei ihm verweilt.

Aristoteles, Schiiler Platons und einer der einflussreichsten Naturforscher
und Philosophen der Geschichte, fiihrte die platonische Einteilung des
Denkens weiter und verscharfte sie entsprechend seinem deutlicheren Wis-
senschaftsbegriff. Als zentral gelten seitdem die intellektuellen Tétigkeiten
Begriffsbilden, Urteilen und Schliefen (ebd., S. 61 ff.). Fiir die schlussfol-
gernd beweisende Form des Denkens entwarf Aristoteles mit seiner Syllo-
gistik als erster eine vollstindige Theorie der Logik und formulierte einige
heute noch giiltige Grundsétze (Tschirk, 2022, S. 4).

3. Wissenschaftliches Denken

Somit entwickelte sich in der Antike ein Paradigma wissenschaftlichen
Denkens mit weitreichenden Folgen:

,Philosophie- und Wissenschaftsgeschichte lehren, dass Vernunft und wissenschaft-
liche Rationalitdt im europdischen, heute universal gewordenen Sinne ihren Anfang
im griechischen Denken ... nahmen.” (Mittelstraf3, 2014, S. 275)
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Als primire wissenschaftliche Tatigkeiten werden genannt: Gedankliches
Ordnen, Einpassen, Explizieren, Erkldren, Beweisen.

Mit diesen Tatigkeiten verbindet die griechische Philosophie klare Ziele
(Nestle, 1975; Perilli, 2013):
» die Wirklichkeit in verniinftiger Rede, im begrifflichen Ausdruck zu-
treffend wiedergeben,
 dabei Strukturen und innere Beziehungen erfassen,
 aus Sichtbarem und aus der Erfahrung Werkzeuge machen, mit deren
Hilfe man zum Unbekannten vordringen kann.

Begriffe sind Werkzeuge, um Phianomene gedanklich zu organisieren und
fassbar zu machen. In diesem Sprachgebrauch werden Handlungen an ma-
teriellen Gegenstinden metaphorisch auf gedankliche Vorgéinge tbertra-
gen. Wenn wir mit den Handen Gegenstinde begreifen, erfassen wir ihre
Form und Beschaffenheit und verstehen sie dadurch besser.

Begriffe sind uns nicht vorgegeben, sie werden als ,,Konstrukte* des Den-
kens gebildet. Indem wir etwas ,,auf den Begriff bringen, machen wir es
zum ,,Denkgegenstand®. Begriffe entstehen als Entwiirfe, die eine Weise
der Betrachtung vorgeben, und konnen sich in dieser Eigenschaft besser
oder schlechter bewdhren. Die zugrunde liegenden Entwicklungsprozesse
konnen unterschiedlich langwierig, miihevoll und komplex sein, wie es
zum Beispiel beim mathematischen Funktionsbegriff der Fall war. Wesent-
liche Komponenten der Begriffsbildung sind Ideation und Abstraktion, wo-
bei mit der Abstraktion immer eine Verallgemeinerung einhergeht: Begrif-
fe erfassen Eigenschaften, die allen Elemente einer bestimmten Gesamtheit
gemeinsam zukommen.

Das Wort ,,Struktur® ist ein Riickgriff auf den lateinischen Ausdruck
,structura®, der die Zusammenfiigung von Elementen zu einer Ganzheit
meint. VVon hier aus gewinnt es in den Wissenschaften und ihren Methodi-
ken vielféltige Bedeutungsfacetten. In analogischer Verwendung kann es
die ,,Fiigung der Worte* in einem Text, ,,das Gefiige der Handknochen* in
der Medizin oder ,,das Gefiige von Aggregationen® in der Physik bezeich-
nen. In allgemeinerer Bedeutung als ,,Verbindung der Teile in einer sich
bildenden Organisation* kann es sich auf vielfdltige Bereiche beziehen, z.
B. auf den Aufbau und die Funktionsweise eines Organismus, die Gestalt
eines Textes, die dsthetische Organisation eines Kunstwerkes oder den 10-
gischen Aufbau eines gedanklichen Systems (Kross, 1998).

Das Erkennen von Strukturen ist eine Moglichkeit, hinter die sichtbaren
Dinge zu schauen. Spezielle Strukturen erscheinen in Form von ,,Mustern®,
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d. h. als wiederkehrende, einem Bildungsgesetz folgende regelhafte Pha-
nomene. Diese spielen in der Mathematik eine grundlegende Rolle (siehe
Abschnitt 4).

Das schlieBende Denken ist eine Moglichkeit, aus einem Eingesehenen zur
Erkenntnis eines anderen zu gelangen (Bormann et al., S. 72), und es leistet
einen weiteren wesentlichen Anteil an der Mdéglichkeit, zum Unbekannten
vorzudringen (s. 0.). Wegweisend fiir die griechische Philosophie seit Aris-
toteles war die Inkommensurabilitit als Prototyp einer wissenschaftlichen
Entdeckung, die aus dem reinen Streben nach Erkenntnis gewonnen ist. Sie
zeigt, dass Menschen ihr Wissen jenseits des intuitiv Fassbaren allein durch
schlussfolgerndes Denken erweitern konnen (Artmann, 1999).

Die Grundhandlungen und Ziele der wissenschaftlichen Methode lassen
sich auf jeden Lebensbereich anwenden. Die Mathematik selbst hat dabei
von Anfang an als Prototyp gegolten, auch hier wurde in der griechischen
Antike ein Bild geschaffen, das seit mehr als zweitausend Jahren priagend

ist (ebd.).

4. Mathematik als besondere Form wissenschaftlichen Denkens

Mathematik ist die Wissenschaft von den Mustern. Der Mathematiker untersucht
abstrakte ,,Muster” — Zahlenmuster, Formenmuster, Bewegungsmuster, Verhaltens-
muster und so weiter. Solche Muster sind entweder wirkliche oder vorgestellte,
sichtbare oder gedachte, statische oder dynamische, qualitative oder quantitative, auf
Nutzen ausgerichtete oder bloB spielerischem Interesse entspringende. Sie konnen
aus unserer Umgebung an uns herantreten oder aus den Tiefen des Raumes und der
Zeit oder aus unserem eigenen Inneren. (Devlin, 1998, S. 3-4).

Dieser auf die Untersuchung von Mustern gegriindete abstrakte Charakter
der Mathematik beginnt schon mit der Ausbildung des Anzahlbegriffs. Die
Zahl Zwei ist Ausdruck des Musters ,,eins und noch eins*. Der Wesenszug
des Abstrakten stellt eigene Anforderungen an die Zuverldssigkeit und
Kontrollierbarkeit des fachbezogenen Denkens und SchlieBens. Die Ma-
thematik zeichnet sich deshalb hinsichtlich ihrer Methoden der Wissensbil-
dung durch spezielle Standards gedanklicher Exaktheit aus. Diese sind be-
griindet in dem besonderen Verhéltnis zwischen Mathematik und Logik,
das seit Aristoteles eine explizite thematische Gestalt gewann, in den Ele-
menten des Euklid programmatisch umgesetzt wurde und auf konsensfahi-
gen logischen Prinzipien und Schlussregeln beruht, die die sprichwortliche
mathematische Strenge erzeugen und dem Erklidren, Begriinden und Be-
weisen in der Mathematik einen besonderen Anspruch verleihen.

Aristoteles formulierte zwei Grundregeln zur Charakterisierung von Aus-
sagen, die er als unmittelbar einleuchtend annahm und von denen er wuss-
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te, dass sie sich ihrerseits nicht beweisen lassen (Tschirk 2022, S. 5):

Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten: ,,JJede Aussage ist wahr oder falsch, eine
dritte Moglichkeit gibt es nicht®.

Der Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch: ,,Keine Aussage kann zugleich wahr
oder falsch sein.*

Mathematische Aussagen miissen auf diese Regeln zugeschnitten sein, was
fiir Aussagen in der Alltagskommunikation nicht immer moglich ist. Eine
entsprechende Forderung gilt auch fiir mathematische Begriffsdefinitionen.
Diese miissen so prizise und widerspruchsfrei formuliert sein, dass zumin-
dest im Prinzip eindeutig entscheidbar ist, ob ein Gegenstand unter den be-
zeichneten Begriff féllt oder nicht.

Hinzu kommt eine Forderung, der ein mathematischer Schluss im strengen
Sinne geniigen MuUsS:
Schluss ist eine Rede, in welcher bei Setzung einiger Sachverhalte etwas anderes als
das Gesetzte mit Notwendigkeit zutrifft aufgrund dessen, dass diese giiltig sind. [...]

Es bedarf keines von aullen hinzugenommenen Begriffs, dass die Notwendigkeit zu-
stande komme (Aristoteles 1998, Erste Analytik, erstes Buch, Kap. 1).

Ein mathematischer Schluss muss seine Notwendigkeit in sich tragen und

darf nicht auf Stiitzungen von auflen angewiesen sein. Diesem Erfordernis

geniigt die Abtrennregel (modus ponens), die Tschirk (2022, S. 20) als die

wohl wichtigste Schlussregel der gesamten Logik bezeichnet:
(AANA—B)—B

Eine Zusammenstellung von ,,Regeln natiirlichen SchlieBens®, die fiir den

Mathematikunterricht besonders relevant sind, findet man bei Walsch (1975).

Dieses von Aristoteles angelegte und seitdem malBligebende enge Zusam-
menspiel von Mathematik und Logik hat zur Folge, dass nur solche The-
men in die Mathematik Eingang finden konnen, die sich nach den genann-
ten Regeln der Strenge behandeln lassen. Eine ausgereifte mathematische
Theorie ist deshalb eine Weise des Denkens und Redens in einer ,,dedukti-
ven Welt eigener Art* (Winter 1995).

5. Die Verankerung der Mathematik im menschlichen Denken

Die Art und Weise, wie Logik und Mathematik seit Aristoteles verhandelt
werden, ist bereits Teil eines erkenntnistheoretischen Diskurses. Der Ma-
thematikunterricht muss jedoch bei urspriinglichen, vorwissenschaftlichen
Erfahrungs- und Verstehensweisen ansetzen und kann von hier aus nur
schrittweise auf das Fernziel einer ausgereiften Kultur des mathematischen
Denkens hinarbeiten. Dazu muss er die richtigen Triebkridfte mobilisieren.
Zu deren Verstindnis lohnt ein zweiter Blick auf das Eingangszitat, mit
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dem die Autoren Courant und Robbins (1992, S. XIX) ihr zum Klassiker
gewordenes Werk ,,Was ist Mathematik?* einleiten:

Die Mathematik ist tief im menschlichen Denken verankert. Betrachtender Verstand,
unternchmender Wille, dsthetisches Gefiihl finden in ihr den reinsten Ausdruck. Sie
vereint Logik und Anschauung, Analyse und Konstruktion, Individualitidt der Er-
scheinungen und Abstraktion der Formen.

Dieser knappen und zugleich ausdrucksvollen Charakterisierung der Ma-
thematik kann man die folgenden Botschaften und resultierenden Schliisse
entnehmen:

1. Die Mathematik ist gegriindet in Denkhandlungen, die uns Menschen
eigen sind. Der Mathematikunterricht kann daher auf natiirliche An-
satzpunkte und Veranlagungen zuriickgreifen. Miiller und Wittmann
(2012) sehen Wurzeln mathematischen Denkens von friither Kindheit
an im Erkennen und Erforschen von Mustern.

2. Bestimmte Triebkrifte — ,betrachtender Verstand, unternehmender
Wille, asthetisches Gefiihl* — finden in der Mathematik ihren ,,reinsten
Ausdruck®. Es bedarf daher geeigneter Bemiihungen, diese zu wecken
und ihre Entwicklung zu férdern.

3. Es gibt komplementidre Formen der Wissensbildung, die in ein frucht-
bares Spannungsverhiltnis zueinander treten. Diese verdienen beson-
dere Beachtung.

Die von Courant und Robbins genannten Triebkrédfte und Formen der Wis-
sensbildung begleiten die mathematische Denkentwicklung von Anfang an.
Ihnen gilt im Folgenden eine genauere Betrachtung.

5.1 Betrachtender Verstand

Verstand (lat. ratio) bezeichnet diejenigen Erkenntnisfahigkeiten des Men-
schen, die es mit dem regelgeleiteten Verkniipfen von Elementen zu Zu-
sammenhédngen zu tun haben. Rationale Verstandestitigkeit geht diskursiv
vor, d.h. sie schreitet methodisch voran, indem sie das Ganze aus seinen
Teilen aufbaut, Begriffe zu Begriffssystemen verkniipft und nach logischen
Regeln Schliisse zieht. Die Grenzen des Verstandes zeigen sich darin, dass
das diskursive Denken auf oberste Prinzipien, vor allem auf den Satz vom
zu vermeidenden Widerspruch, zuriickgreifen muss (sieche Abschnitte 2-4).

Mathematik ist dort, wo sie das Vorfeld des intuitiven Erahnens verlésst, ei-
ne Tatigkeit des rational vorgehenden Verstandes. Thre Aktivititen bediirfen
der ruhigen und konzentrierten Betrachtung. Nicht umsonst bezeichnete das
aus dem Griechischen stammende Wort ,,Theorie* urspriinglich die geistige
Betrachtung von Ideen, Sachverhalten und abstrakten Zusammenhéngen.
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5.2 Unternehmender Wille

Anspruchsvolle Mathematik versteht sich nicht so einfach von selbst. Sie
bedarf des Willens, konzentriert und beharrlich bei der Sache zu bleiben.

Wille bezeichnet die Fahigkeit des Menschen, sich aufgrund von Motiven
fiir Handlungen zu entscheiden. Unternehmender Wille ist das Streben, et-
was zu vollbringen. Er motiviert dazu, ein Vorhaben anzupacken und ziel-
strebig auszufiihren. In der Mathematik kann ein Vorhaben darin bestehen,
ein Problem zu l6sen, eine Vermutung zu beweisen, eine Theorie zu be-
griinden oder eine praktische Aufgabe mit mathematischen Mitteln zu be-
arbeiten. Erfolgreiche Mathematikerinnen und Mathematiker sind von
solch einem handlungsleitenden Streben erfiillt.

Der englische Mathematiker A. Wiles, dem 1994 der Durchbruch im drei
Jahrhunderte wihrenden Ringen um den Beweis der beriihmten Fer-
mat’schen Vermutung gelang, verdankt diesen historischen Erfolg einer
besonderen Faszination fiir die Mathematik, einer aulergewohnlichen Be-
gabung und einem unerschiitterlichen unternehmenden Willen, der schon
im zehnten Lebensjahr erwachte und sich drei Jahrzehnte lang von keiner
noch so hohen Hiirde entmutigen lief3.

»Das war ein Problem, das ich als Zehnjdhriger schon verstehen konnte, und von die-
sem Moment an wusste ich, dass ich nie davon ablassen wiirde. Ich musste es einfach
16sen.” (A. Wiles, zitiert nach Singh 1998, S. 30).

Auch normal begabte Schiilerinnen und Schiiler konnen im Mathematikun-
terricht unternehmenden Willen entwickeln. So berichten Miiller und
Wittmann (1995, S. 81-83) von dem Grundschiiler Tim, der fasziniert war
von dem Unterrichtsthema ,,Zahlenmauern® und beschloss, ein ,,Buch® zu
diesem Thema zu schreiben:

,»Wir haben in der Schule iiber Zahlenmauern gesprochen. Als ich meine Hausaufga-
ben gemacht hatte, habe ich mich gelangweilt, und es hat geregnet. Vor dem Fernse-
her kam mir eine Idee, das Zahlenmauerbuch zu schreiben.” (Tim Liimkemann,
1. Schuljahr).

38

) 13 7

Abb. 1.: Beispiel einer Zahlenmauer

Tim hat aus eigenem Antrieb ein siebzehn Seiten umfassendes ,,Zahlen-
mauerbuch* verfasst und darin Zahlenmauern unterschiedlicher Hohe und
Schwierigkeit erstelit.
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Mathematikunterricht ist anregend, wenn er den unternehmenden Willen
der Schiilerinnen und Schiiler zum Ldsen von Problemen und zum Erstel-
len von Produkten stimuliert und damit im besten Fall sogar den Unterhal-
tungsmedien Konkurrenz machen kann.

5.3 Asthetisches Gefiihl

Die Mathematik besitzt eine eigene Asthetik. Die Faszination der Voll-
kommenheit und Schonheit mathematischer Muster und Strukturen, der
Kohérenz der Teildisziplinen und der Eleganz von Schliissen und Beweisen
ist Ausdruck dsthetischen Empfindens. Dieses ist unabhidngig von Verstan-
deserkenntnis und Niitzlichkeitserwidgungen eine sinnliche Erfahrung eige-
nen Rechts, die mathematisches Interesse begriinden und stimulieren kann.

,.Die Werke des Mathematikers miissen schon sein wie die des Malers oder Dichters;
die Ideen miissen harmonieren wie die Farben oder Worte. Schonheit ist die erste
Priifung: es gibt keinen Platz in der Welt fiir hdssliche Mathematik.” (Hardy, 1967).

Die Schonheit geometrischer Muster spricht Menschen aller Altersstufen
an. Hier sind es Kriterien wie Ebenmall, RegelméBigkeit, Symmetrie und
Selbstidhnlichkeit, die diese Schonheit ausmachen. RegelmifBigkeit und
Symmetrie gibt es aber nicht nur in sinnlich wahrnehmbaren Mustern der
Geometrie. Symmetrie kann auch in abstrakterer Form in einem Zahlen-
schema, in einer Formel oder in einer Satzaussage anzutreffen sein.

Die Kohidrenz zwischen Teilgebieten der Mathematik artikuliert sich in
pragnanter Kiirze in der Eulerschen Identitit

e™+1=0,

die in einer Umfrage unter Mathematiker*innen zur ,,schonsten Formel*
erhoben wurde (Behrends 2006). Diese Auszeichnung wurde ihr wohl des-
halb zuteil, weil sie symbolisch fiir die Einheit der Mathematik steht. Sie
verbindet die wichtigsten Zahlen in einer einzigen markanten Gleichung:
die Null und die Eins als die Bausteine, aus denen das gesamte Zahlensys-
tem aufgebaut werden kann, dazu die Kreiszahl m, die Euler’sche Zahl
e und die komplexe Einheit i. Sie fiigt in geheimnisvoller Schlichtheit ei-
nen groen Reichtum an mathematischen Ideen zusammen und schléigt
Briicken zwischen verschiedenen Teilgebieten der Mathematik.

Ein Beispiel fiir einen eleganten Schluss in der Schulgeometrie ist der Be-
weis des Hohenschnittpunktsatzes fiir Dreiecke durch Riickgriff auf den
Satz vom Schnittpunkt der Mittelsenkrechten. Die Beweisidee besteht da-
rin, die Hohen eines Dreiecks als Mittelsenkrechten des zugehorigen
Umdreiecks zu deuten. Elegante mathematische Gedankengéinge zeichnen
sich aus durch eine Einfachheit, die durch wirkméchtige, oft unkonventio-
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nelle Ideen erzeugt ist. Elegante Beweise fiigen die Argumente in mog-
lichst pragnanter Weise zusammen zu einem stimmigen Bild.

Ein wichtiges Bildungsziel des Mathematikunterrichts besteht darin, Ma-
thematik erlebbar zu machen als ,,einen Erfahrungsbereich mit &sthetisch
ansprechenden Strukturen, Geheimnissen und Wundern, in dem die spiele-
rische Phantasie ausgelebt und das Empfinden fiir Schonheit gestiarkt wer-
den kann.* (Miiller, Steinbring & Wittmann 1997, S. 23).

5.4 Logik und Anschauung

Die Bedeutung der Logik als ,,Gesetzeswerk* fiir korrektes mathematisches
Denken wurde schon in Abschnitt 4 betrachtet. Jedoch ist die Logik als al-
leiniger Erkenntnisweg unzureichend; sie gibt den mathematischen Begrif-
fen und Schlussweisen die Form, aber keinen Inhalt. So hat z. B. Kant be-
tont, dass unsere gedanklichen Entwiirfe bedingt sind durch das Zusam-
menwirken von zwei ganz heterogenen Erkenntniskriften:

e dem Verstand, der im Denken Begriffe als Moglichkeit setzt,

e der Anschauung, die unter den Bedingungen von Raum und Zeit Ob-

jekte sinnlich gegenstdndlich macht.

Beriihmt geworden ist das folgende Zitat aus der ,,Kritik der reinen Ver-
nunft*: ,,Ohne Sinnlichkeit wiirde uns kein Gegenstand gegeben, und ohne
Verstand keiner gedacht werden. Gedanken ohne Anschauung sind leer,
Anschauungen ohne Begriffe sind blind.“ (siehe hierzu Bormann et al.,
1972, S. 86).

Anschauung als sinnlich vermittelter und in sich entwickelbarer Erkennt-
nisweg hat in der Mathematik eine grole Reichweite. Am Anfang der ma-
thematischen Denkentwicklung steht eine gegenstandsbezogene Anschau-
ung: gegenstindlich reprisentierte Situationen und Konfigurationen sind
Anlidsse, arithmetische, geometrische und stochastische Muster zu finden
und Begriffe auszubilden und damit bereits ,,hinter die Dinge* zu schauen.
In einem fortgeschrittenen Stadium kommen metaphorisch vermittelte An-
schauungen hinzu. So basiert etwa die Zahlengerade auf der Metapher
,Gehen auf Wegen* und die Mengensemantik auf der ,,Containermetapher*
(Lakoff & Nuiies, 2000). Dazu gibt es auch rein semiotisch gestiitzte An-
schauungen, etwa in symbolischen Ausdriicken oder abstrakten Graphen.
Professionelle Mathematiker*innen entwickeln noch abstraktere, von mate-
riellen Darstellungen unabhéngige Anschauungen, um sich Sachverhalte,
etwa in der Gruppentheorie, zu vergegenwértigen.

Zum Verhiltnis von Logik und Anschauung gibt es grundlegende didakti-
sche Fragestellungen:
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e Wie kann man im Mathematikunterricht erreichen, dass anschauliches
Erfassen und verstandesméBiges Durchdringen in ein dynamisches
Wechselspiel treten? Wie kann man im Sinne von Pestalozzi ,,die An-
schauung den Schranken ihrer bloBen Sinnlichkeit entreilen und sie [...]
zum Werk des Verstandes machen?* (zitiert nach Winter, 1999, S. 254).

e Wie kann man das Anschauungsvermogen so entwickeln, dass ,,das
Sehen mit Denken [...] durchsetzt®, also argumentativ strukturiert
wird (Winter, 2016, S. 175), dabei zum ,,Sehen hinter die sichtbaren
Dinge* gelangt und zum ,,Schauen mit den Augen des Geistes* wird?
(Winter, 1999, S. 257).

5.5 Analyse und Konstruktion

Analyse (Auflosung) und Synthese (Zusammenfiigung) in vorphilosophi-
scher Verwendung (z. B. bei Homer) beziehen sich urspriinglich auf hand-
werkliche Vorginge: ein Gewebe wird in Fiden ,,aufgelost®, ein Teppich
aus Fidden durch , Verkniipfung® gefertigt. Daraus entwickelten sich
Schliisselworter der philosophischen Methodenlehre nach mathematischem
(zunéchst geometrischem) Vorbild (Oeing-Hanhoff ,1971):

e Eine als schon konstruiert angenommene Figur wird auf die Bedin-
gungen ihrer Konstruierbarkeit hin analysiert, indem man schrittweise
rickwirts arbeitet. Allgemein: ein Ziel wird auf die Mittel seiner
Verwirklichung hin analysiert.

e Dann wird der Prozess umgekehrt: Vom Endpunkt der Analyse schrei-
tet man durch Synthese der gefundenen Bedingungen zum Gesuchten
voran.

In der Mathematik findet dieser Wechselprozess Anwendung beim Losen
von Problemen, beim Finden von Beweisen und beim mathematischen
Modellieren von Sachsituationen.

Eine Synthese zu finden ist eine konstruktive Tétigkeit, aber der Begriff
,Konstruktion* umfasst mehr als die Synthese im o. g. Sinne. Weitere kon-
struierende Téatigkeiten in der Mathematik sind:
¢ das Bilden eines Begriffes (Begriffe als ,,Konstrukte®);
e das Gedankliches Ordnen eines Feldes (z. B. in Form von begriffli-
chen oder logischen Hierarchien);
e das Generieren von Vermutungen und das Finden von Ideen.

Auch hier geht in der Regel eine Analyse der Situation voraus. Eine erfolg-
reiche Konstruktion ist ein kreativer Akt und braucht einen inneren Kom-
pass, an dem sich die Gedanken ausrichten. Auch hierzu gibt es grundle-
gende didaktische Problemstellungen:
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o Auf methodischer Ebene: Wie sieht ein erfolgreiches Methodentrai-
ning aus, z. B. im Problemlésen, Beweisen, Modellieren?

e Grundsitzlicher: Wie kann man Einsicht oder einen guten Einfall be-
giinstigen? Wie initiiert man z. B. gehaltvolle Befassungen, die den
Boden bereiten? Wie arrangiert man fein tarierte Schrittfolgen, die den
gedanklichen Aufbau unterstiitzen? Wie sieht eine forderliche Bemes-
sung von Verweilzeiten zur Ausreifung aus?

e Begleitend: Wie kann man die Einstellungen (beliefs) der Lernenden
motivierend beeinflussen?

5.6 Individualitiit der Erscheinungen und Abstraktion der Formen

Beriihmt geworden ist das magische Quadrat (Abb. 2) im Kupferstich
,,Melencolia“ von Albrecht Diirer (1514):

pr=————

Es ist zunéchst eine individuelle mathematische Erscheinung. Diese enthilt
ein herausforderndes arithmetisches Muster (alle Zeilen-, Spalten- und Di-
agonalen-Summen ergeben denselben Wert) und ruft Fragen nach Exis-
tenzkriterien und Konstruktionsbedingungen auf den Plan: Gibt es mehr
solche Quadrate, und wenn ja, wie viele? Wie findet man sie? Gibt es viel-
leicht sogar eine Mdglichkeit, einen Uberblick iiber die Gesamtheit dieser
Erscheinungen zu generieren?

Mehr als dreihundert Jahre spater wurde in der Mathematik die Theorie der
Vektorrdume als universelles Darstellungsmittel und Explorationsinstru-
ment entwickelt. Sie erlaubt eine mathematische ,,Beherrschung* der Frage
zu den magischen Quadraten durch Abstraktion der Formen auf folgende
Weise: Die Gesamtheit der magischen 4 x 4-Quadrate aus rationalen Zah-
len bildet einen Untervektorraum im Raum der 4 X 4-Matrizen iiber Q.
Durch die Konstruktion einer Basis zu diesem Unterraum, bestehend aus
Quadraten, die mit 0 und 1 besetzt sind, gewinnt man ein Werkzeug zur
Konstruktion beliebig vieler neuer Quadrate und einen Uberblick iiber die
Grofe dieses Raumes.

Das Spannungsfeld zwischen Individualitdt der Erscheinungen und Abs-
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traktion der Formen kann bereits von der Grundschule an mathematisch
fruchtbar gemacht werden. In der Arithmetik und Geometrie beginnt es mit
der Entdeckung einfacher Muster und setzt sich mit dem Erwerb der algeb-
raischen Formelsprache und dem Einblick in ihre Leistungsfahigkeit fort.
Zahlenmauern stellen hierzu eine herausfordernde Lernumgebung von An-
fang an dar.

Auch hierzu stellen sich spannende didaktische Fragen:

e Wie nutzt man die Individualitit der Erscheinungen, um Abstraktion
der Formen anzuregen? Gibt es hierzu wirkmichtige generische Bei-
spiele und paradigmatische Lernanldsse? Wie sehen geeignete Lern-
umgebungen und Aufgabenformate aus?

e Was weill man iiber Mechanismen der Abstraktion und wie macht
man dieses Wissen fiir die Lehre nutzbar? Wie arrangiert man geeig-
net bemessene Schritte mit wirksamen Anleitungen? Wie setzt man
Impulse, die innere Regelhaftigkeit eines mathematischen Darstel-
lungskontextes zu erkennen? Wie initiiert man Prozesse der ,,fort-
schreitenden Schematisierung* (Glade, 2016)?

6. Entwicklung mathematischer Denkhandlungen im Unterricht

Es gibt grundlegende Denkhandlungen, die die mathematische Denkent-
wicklung in der gesamten Bildungskette durchziehen und dabei eine fort-
schreitende Ausreifung erfahren sollten.

6.1 Ordnen und Strukturieren

Das gedankliche Ordnen und Strukturieren ist eine grundlegende Tétigkeit
in der Mathematik. Es ist eine geistige Technik, die dazu dient, ,,Ubersicht
und Einsicht in einen verwirrenden uniiberschaubaren Problembereich* zu
erlangen (Winter, 1972, S. 80), und die und zur Ausbildung formaler Fa-
higkeiten beitragt

e Das Ordnen von konkreten Gegenstinden der Gréfe nach ist eine
wichtige Tatigkeit zur Ausbildung abstrakter GroBenbegriffe wie
Lange, Flicheninhalt, Gewicht.

e Das Strukturieren von Zahldarstellungsmitteln wie dem Hunderterfeld
ist ein Hilfsmittel zum Erkennen von Zahlbeziehungen und zum fle-
xiblen Rechnen.

e Das Strukturieren einer geometrischen Konfiguration ist ein Hilfsmit-
tel zum Auffinden von Gesetzmifligkeiten und zum Verstehen oder
Auffinden von Beweisen.

e Ein Sinn fiir Termstrukturen ist unabdingbar fiir einen erfolgreichen
Umgang mit formalen Werkzeugen der Mathematik.
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e Das lokale und globale Ordnen eines mathematischen Themenfeldes
nach logischen Abhidngigkeiten fordert die Einsicht in den Zusam-
menhang und die Kohérenz der Teile.

Oft fiihrt das Herstellen einer sinnvollen Ordnung bereits zur Losung eines
Problems. Die Formel 1+2+3+--+n=n(n+1)/2 fir die Summe
der natiirlichen Zahlen von 1 bis n ergibt sich aus einem geschickten Ord-
nungsschema fiir die Summanden. Ein Ordnungsgedanke kann auch Keim
einer mathematischen Entdeckung sein. Die Einsicht, dass die Menge der
rationalen Zahlen abzéhlbar ist, verdankt sich der Idee, die Schreibfiguren
der Briiche in einem geeigneten Schema zu arrangieren. In der Regel ist das
Auffinden passender Ordnungsgesichtspunkte selbst eine kreative Leistung.

Gedankliches Ordnen und Strukturieren ist tiiberall im Mathematikunter-
richt zum Erfassen innerer Beziehungen und damit als Grundlage aktiven
und verstehenden Lernens erforderlich.

6.2 Begriffe bilden

Mathematisches Denken ist von Anfang an ein ,,Denken in Begriffen*
(Wittenberg, 1957). ,,Ein mathematischer Begriff kann ein Objekt — bzw.
eine Klasse von Objekten — bezeichnen, wie etwa ,Mittelsenkrechte’,
,Viereck® oder ,Gleichung‘, Eigenschaften von Objekten festlegen, wie et-
wa ,monoton‘, ,stetig’ oder ,symmetrisch, Relationen charakterisieren,
wie etwa ,kongruent zu‘, ,dhnlich zu‘ oder ,Teiler von‘, oder er kann Ver-
fahren bzw. Handlungen bezeichnen, wie etwa ,schriftlich Multiplizieren®,

¢ ¢¢

,GauB-Algorithmus‘, ,Aquivalenzumformung‘ oder ,Differenzieren‘.
(Ruwisch & Weigand, 2023).

Tragende Begriffe der Mathematik wie Zahl, geometrische Figur, Funktion,
Wahrscheinlichkeit durchziehen die gesamte Architektur der Mathematik.
Sie sind komplex und erfordern einen langen Lern- und Entwicklungspro-
zess.

An der Konstitution eines Begriffes konnen je nach Art mehrere Prozesse
beteiligt sein:

¢ Die Diskrimination, d.h. das Unterscheiden und Herausheben einzelner
Merkmale, wie zum Beispiel der gleich langen Kanten beim Wiirfel.

e Die Abstraktion als Herausheben relevanter und Vernachldssigen irre-
levanter Merkmale. So sieht etwa die Anzahl einer Menge von der Be-
schaffenheit der Elemente ab.

¢ Die Idealisierung als normierende Gestaltgebung: So wird einer Gera-
den, einem Kreis, einem Wiirfel eine je eigene Idealgestalt zugedacht,
die jede materielle Verkorperung nur ndherungsweise realisieren kann.
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o Die Vergegenstindlichung eines Prozesses: So geschieht es bei den
Begriffen Folge oder Funktion.

¢ Die symbolische Konstitution eines fiktiven Objektes als Ergebnis ei-
ner Operation, so etwa bei einer negativen Zahl als dem gedachten Er-
gebnis einer Subtraktion oder einer irrationalen Zahl als ,,Fang* einer
Intervallschachtelung.

Ein wichtiges Motiv zur Konstitution von Begriffen ist die Prézisierung
von ungenauen Problemstellungen und intuitivem Wissen. Die allgemeine
Frage ,,Wann sind Figuren ahnlich?*“ erhilt durch den geometrischen
Ahnlichkeitsbegriff eine genaue Antwort. Die intuitive Vorstellung von
Konvergenz wird durch den Grenzwertbegriff der Analysis prézisiert, und
die Frage nach der Messbarkeit von Verdnderung erhilt durch den Begriff
der Ableitung eine exakte Antwort. Begriffe konnen auch Ausdrucksmittel
zur Losung eines Problems sein. Determinanten wurden definiert, um Lo-
sungen von Gleichungssystemen angeben zu kénnen.

Ein mathematischer Begriff er6ffnet oft einen ganzen Kosmos an Bedeu-
tung. Dieser erschlie3t sich in dem Malf3e, wie sich, in der Diktion von Tall
und Vinner (1981) gesprochen, hinter einer formalen ,,concept definition*
ein reichhaltiges ,,concept image® auftut. Ein addquates Verstandnis grund-
legender mathematischer Begriffe erfordert deshalb eine langfristige Ent-
wicklung.

6.3 Argumentieren, Begriinden und Beweisen

Die Idealform der mathematischen Wissenssicherung ist ein Beweis, der
eine behauptete Aussage in einer Kette von Folgerungen nach anerkannten
Schlussregeln aus den gegebenen Voraussetzungen ableitet. Dies erfordert
jedoch ausgereifte Fahigkeiten im Explizieren mathematischer Zusammen-
hiange und eine Beherrschung der geltenden Standards der Logik.

Dahinter stehen urspriinglichere Formen der Suche nach Gewissheit, deren
einfache Ausdrucksform die Fragen ,,Warum?“ ist. Gewissheit kann intui-
tiv, also durch unvermittelte Erfassung entstanden oder diskursiv vermittelt
sein. Im zweiten Fall ist es — mehr oder weniger streng — liberpriift und be-
griindet.

Infragestellen, Uberpriifen und Begriinden vollziehen sich auf dem Wege
der Argumentation. Darunter verstehen wir eine Rede fiir oder gegen die
Wahrheit einer Aussage mit dem Ziel, die Zustimmung oder den Wider-
spruch wirklicher oder fiktiver Gespriachspartner zu dieser Aussage zu er-
langen. Dabei wird schrittweise und moglichst liickenlos auf bereits ge-
meinsam anerkannte Aussagen zuriickgegangen. Die einzelnen Schritte
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heiBen die fiir bzw. gegen die zur Diskussion gestellte Aussage vorgebrach-
ten Argumente. Eine Argumentation heillt schliissig, wenn niemand, der
ihren Ausgangssitzen (Aussagen oder Normen) zugestimmt hat, irgendei-
nem ihrer Schritte die Zustimmung verweigern kann, ohne sich in Wider-
spriiche zu verwickeln (Thiel, 1995).

Ein Bewusstsein fiir Schliissigkeit in der Mathematik und ihre expliziten
Ausdrucksformen muss aber erst langsam wachsen. Krummheuer (1997,
2008) hat gezeigt, dass Grundschulkinder im Mathematikunterricht zwar
argumentieren und zu iiberzeugen versuchen, jedoch keine Begriindungen
im mathematisch strengen Sinne fiihren, indem sie Voraussetzungen und
Konklusion exakt benennen und nach logischen Schlussregeln vorgehen.
Vielmehr erzdhlen sie eine Geschichte iiber ihre Aufgabenlosungen, wobei
die Richtigkeit des VVorgehens mit thematisiert wird, meist aber nur implizit
in Andeutungen oder Gesten aufscheint.

Es ist daher ein tiefliegendes und spannendes didaktisches Problem, wie
aus diesen vordiskursiven Denkweisen schrittweise Ausdrucksformen ,,rei-
ner Diskursivitdt™ in folgendem Sinne entwickelt werden kénnen: ,,Sie tre-
ten in Aussagesitzen auf, in denen ein geschlossener Gedanke ausgedriickt
ist. Das Gemeinte ist darin sachlich aufgehoben und kann voll aus dem Ge-
sagten entnommen werden. Es ist prizise und eindeutig in der einen diskur-
siven Formulierung beschlossen, intendierter Gegenstand und sprachlicher
Ausdruck decken sich. (Misch, 1994, Vorbericht der Herausgeber, S. 34).

6.4 Mathematisches Modellieren

Der Begriff ,,Modell* ist abgleitet von dem lateinischen ,,modulus® mit der
urspriinglichen Bedeutung von ,,Mal}* oder ,,Mafistab“ und wird in der All-
tags- und Wissenschaftssprache vielfiltig verwendet. Die dabei erlangte
Bedeutung lésst sich allgemein als ,,fasslichere oder leichter realisierbare
Darstellung uniibersichtlicher oder abstrakter Gegenstinde oder Sachver-
halte* beschreiben (Wolter, 1995, S. 911). Dabei konnen die idealisierende
Reduktion auf relevante Ziige und die Betonung von relationalen und funk-
tionalen Beziehungen eine wichtige Rolle spielen (ebd.).

Modellvorstellungen fiir mathematische Inhalte unterstiitzen das Lernen
und Verstehen. Ein aus Holz gefertigter Wiirfel ist ein gegenstdandliches
Modell fiir den geometrischen Begriff ,,Wiirfel” und ldsst sich mit dem Ge-
sichts- und Tastsinn ,,erfassen*. Die Zahlengerade ist ein geometrisches
Modell fiir den angeordneten Korper der reellen Zahlen, in dessen Ge-
brauch die Analogie zwischen raumlicher Anordnung und arithmetischer
GroBenordnung mafBgebend ist.
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Eine wichtige Rolle an der Schnittstelle zwischen Mathematik und Realitét
spielen mathematische Modelle, mit deren Hilfe Realitédt gestaltet oder be-
schrieben werden kann. Wenn Stralenverldufe nach geometrischen Vorbil-
dern modelliert oder Steuertarife nach arithmetischen Regeln festgesetzt
werden, dann wird ein Teilbereich der Realitidt nach Mallgabe eines norma-
tiv verwendeten mathematischen Modells erschaffen. Wird umgekehrt ein
Teilbereich der Realitidt durch einen hierfiir ausgewdéhlten oder zielbezogen
konstruierten Bereich der Mathematik beschrieben, so entstehen deskripti-
ve Modelle. Sie dienen dazu, reale Sachverhalte oder Prozesse in mathema-
tischer Form zu simulieren und damit zu explorieren, um Zusammenhénge
aufzukldren und Probleme zu l6sen, die sich in der Realsituation stellen.
Die zunehmend priagende Bedeutung der Mathematik fiir unsere Lebenswelt
hingt mit diesen Moglichkeiten des mathematischen Modellierens zusam-
men (vgl. hierzu Bauer, 2021). Deshalb wird es in gegenwartigen Bildungs-
konzepten als wichtig erachtet, dass dieses Potential der Mathematik mit sei-
nen Chancen und ggf. auch Ambivalenzen im Unterricht erfahrbar wird.

Die Auseinandersetzung mit Problemen der Lebenswelt, die sich mit Hilfe
der Mathematik beschreiben und rechnerisch behandeln lassen, beginnt
schon in der Grundschule mit der Entwicklung von Vorstellungen, wie na-
tirliche Zahlen und ihre Rechenoperationen als Ordnungsschemata um-
weltlicher Situationen eingesetzt werden konnen (Winter 2004). Die Bruch-
rechnung und die Werkzeuge der Algebra und Funktionenlehre wie auch
stochastische Uberlegungen erweitern in der Sekundarstufe die Spielriume.

Die mathematische Modellbildung an der Schnittstelle zwischen Mathema-
tik und Realitét erfordert eine ErschlieBung sowohl der betrachteten Realsi-
tuation wie auch der einzusetzenden mathematischen Werkzeuge und die
Ermittlung der Passungen zwischen beiden. Solche Denkhandlungen erfor-
dern kreative Ziige in zwei Richtungen (ebd., S. 11):
e das Auswihlen oder Bilden eines abstrakten Modells beim Betrachten
einer realen Situation,
e das Auffinden von realen Beziigen, die durch ein mathematisches Be-
griffsgefiige gedeutet werden konnen.

Die didaktische Konzeption der ,,Grundvorstellungen mathematischer In-
halte* zielt darauf, von der Grundschule an ein Bewusstsein fiir solche Pas-
sungen auszubilden (vom Hofe & Blum, 2016).

7. Denken und Darstellen

Die Darstellungsmittel der Mathematik dienen der materiellen Fixierung
von Gedanken. Durch diese Materialisierung werden die Sachverhalte den
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Sinnen zugénglich, insbesondere dem Gesichtssinn, so dass man von einer
,vergegenstindlichenden Auslagerung des Denkens* (Fischer, 2003.) reden
kann. Diese ermdglicht eine Fokussierung der Aufmerksamkeit und unter-
stiitzt die Kommunikation. Sie erleichtert das Abstrahieren und damit das
Distanzieren von dem, was den Darsteller nicht interessiert, sie fordert die
Konzentration und sie verleiht den Gedanken Stabilitdt und Realitdt. Das
Sichtbarmachen von Beziehungen, Begriffen und Mustern durch Dia-
gramme und Symbole vermittelt diesen eine Konkretheit, die sie auch fiir
den Gedankenaustausch zugéinglich machen (ebd.).

Es gibt ein groBes Spektrum moglicher Darstellungsformen in der Mathe-
matik. Deren Vielfalt kann nach verschiedenen Gesichtspunkten geordnet
werden.

Einteilung nach der Art der verwendeten Mittel: Der Kognitionspsychologe
J. S. Bruner unterschied im Anschluss an die Theorie der Genfer Schule drei
Arten, Wissen darzustellen bzw. zu erschlieBen: enaktiv (durch Handlun-
gen), ikonisch (durch bildliche Zeichen), symbolisch (durch konven-
tionalisierte Zeichen und Sprache). Zum enaktiven Reprisentationsmodus
gehort es zum Beispiel, geometrische Korpermodelle zu basteln oder ein
Einheitsquadrat von der GroBe 100 m” auf dem Schulhof abzustecken und zu
Fu3 zu umrunden. Zur ikonischen Darstellungsform gehoren Bilder, die eine
Rechengeschichte erzihlen, aber auch stilisierte Darstellungen wie Pikto-
gramme, Funktionsgraphen oder Baumdiagramme. Symbolische Darstellun-
gen verwenden kiinstliche Zeichen mit festen Gebrauchskonventionen. Dazu
gehoren Zahldarstellungen im Ziffernsystem, Tabellen und Formeln.

Eine andere Unterscheidungsmoglichkeit richtet sich nach dem Grad der
Regelhaftigkeit. Dazu kann man drei Stufen ansetzen: informelle, regelhaf-
te und formale Darstellungen.

Informelle Darstellungen sind jede Art von Skizzen oder Notizen, die die
Gedanken unterstiitzen. Regelgeleitete Darstellungen verwenden Darstel-
lungssysteme, fiir die allgemein akzeptierte Regeln der Herstellung und des
Gebrauchs festgelegt sind, z. B. Zahldarstellungssysteme, nach bestimmten
Regeln aufgestellte Tabellen wie die Wertetabelle einer Funktion, Funkti-
onsgraphen im cartesischen Koordinatensystem, algebraische Formeln,
Matrizen und weitere disziplintypische Symbolsysteme.

Formale Darstellungen sind spezielle regelgeleitete Darstellungen. Forma-
lisieren ist das Ubertragen von Wissen in eine bestimmte Notationsform
mit wohldefinierten und -deklarierten Ausdriicken und der Moglichkeit der
regelhaften Umgestaltung (Krdmer, 1988). Beispiele sind das dezimale
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Stellenwertsystem, die Symbolsprache der Algebra und die Quantoren-
sprache der Logik.

Gemeinsam ist diesen Beispielen die Moglichkeit des kontextfreien und
damit interpretationsfreien schematischen Vorgehens. Damit erhalten for-
male Darstellungen eine erhohte operative Reichweite und Produktivitit.
Durch die Mdoglichkeit der regelhaften Umgestaltung konnen innerhalb ei-
nes formalen Darstellungssystems Produkte erzeugt werden: ,,Formale
Sprachen aber sind Werkzeuge, mit denen wir nicht nur etwas darstellen,
sondern auch herstellen* (Krdmer 1988, S. 11). ,,Herstellen* kann man z.
B. Aufgabenlosungen, die durch symbolische Rechenverfahren gewonnen
werden, oder Darstellungsdnderungen, aus denen neue Informationen ge-

zogen werden. SchlieBlich kann man neue Objekte, z. B. v/—2, symbolisch
konstituieren.

Das Zusammenspiel von Form und Inhalt in der Mathematik ist ein zwei-
fach dynamisches. Es besteht in der Herstellung von Beziehungen zwi-
schen Symbolsystemen und Deutungskontexten (Steinbring, 2000), die ho-
rizontal wie vertikal verlaufen kénnen.

Die formale Darstellung hilft, Wissen einer bestimmten Erkenntnisstufe
explizit zu machen, und bezieht hieraus ihren Sinn. Sie zeichnet Konturen,
die den Umgang mit dem Wissen und die diesbeziigliche Kommunikation
erleichtern. Sie transportiert jedoch nicht die gesamte Bedeutungsfiille ihres
Referenzkontextes in selbsterklirender Weise; diese zuriickzugewinnen, ist
ein eigener Verstehensakt. Das Wechselspiel zwischen darstellendem For-
malisieren und verstehendem Deuten ist die horizontale Dimension des Zu-
sammenspiels von Form und Inhalt. In einem Prozess fortschreitender For-
malisierung kann ein Symbolsystem selbst wieder zum Deutungskontext ho-
herer Stufe werden. Das ist die vertikale Dimension des Zusammenspiels.

Der amerikanische Naturwissenschaftler und Philosoph Charles Sanders
Peirce (1839 — 1914) sah im Zentrum der mathematischen Téatigkeit

¢ die Konstruktion von Darstellungen,

e das Experimentieren mit solchen

e und das Formulieren der Beobachtungen in allgemeinen Begriffen.

Er bezeichnete alle regelgeleiteten Darstellungen in der Mathematik als Di-
agramme. Deshalb war fiir ihn mathematische Erkenntnistitigkeit im We-
sentlichen ,,diagrammatisches Schlie3en.*

Das Experimentieren mit Diagrammen erhdlt nach Peirce den Charakter
logischen SchlieB3ens, weil seine Ergebnisse durch die Regeln des Darstel-
lungssystems bestimmt sind. Der Umgang mit den Zeichen und Darstel-
lungssystemen hat aber auch Freiheitsgrade und kann damit kreative Spiel-
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raume eroffnen. Diese betreffen die Auswahl und Konstruktion von Dar-
stellungssystemen, Strategien des Experimentierens sowie Moglichkeiten,
das System weiterzuentwickeln, neue und unterschiedliche Interpretationen
zu finden und es auch metaphorisch zu verwenden, also in neue Kontexte
zu Ubertragen. Deshalb schlieBen sich Strenge und Kreativitit in der Ma-
thematik nicht aus (die Ausfithrungen zu Peirce orientieren sich an Hoff-
mann, 2005).

Das Zusammenspiel zwischen Denken und Darstellen, Form und Inhalt fiir
die mathematische Erkenntnisentwicklung fruchtbar zu machen ist eine di-
daktische Herausforderung in der gesamten Bildungskette.

8. Uberginge

Die Entwicklung mathematischen Denkens aus dem Alltagsdenken erfor-
dert auch Uberginge zwischen Stufen der Theoriebildung, die fiir die Ler-
nenden erhebliche Hiirden darstellen konnen. Struve (1990) hat das exemp-
larisch am Beispiel der Geometrie gezeigt. Anhand detaillierter Schulbuch-
analysen hat er herausgearbeitet, dass Schiilerinnen und Schiiler im Geo-
metrieunterricht bis zum 10. Schuljahr weitgehend eine ,,empirische Theo-
rie mit Zeichen- und Faltblattfiguren als paradigmatischen intendierten
Anwendungen lernen. Darin bleiben operativ gewonnene Begriffe wie
,senkrecht* oder ,,parallel” zunidchst unscharf und sind nur nach Maf3gabe
einer moglichen Zeichengenauigkeit bestimmt, und die auf einer anderen
Stufe der Theoriebildung stehenden Begriff ,,Gerade* und ,,Abbildung*
werden nicht wirklich benétigt und deshalb auch nicht verldsslich gelernt.
Die Sicherung des Wissens geschieht vorrangig durch Beobachtung und
Experiment. Der Ubergang zu einem fortgeschrittenen, mehr an Idealen
mathematischer Strenge orientierten Geometrieunterricht ist dann fiir die
Lernenden mit epistemologischen Hiirden verbunden, die den Lehrenden
oft gar nicht bewusst sind.

Miiller-Hill (2015) fiihrt ergédnzend aus, dass sich in diesem Prozess auch
der Status geometrisch-zeichnerischer Darstellungen dndert, indem sie sich
vom ikonischen Abbild zum regelhaft verwendeten Diagramm wandeln.
Dadurch erhalten die diagnostizierten Lernhiirden auch eine semiotische
Komponente.

Ahnliche Hiirden und Erfordernisse von ,,conceptual changes* bestehen
auch in anderen Bereichen. So miissen die Vorstellungen von den Rechen-
operationen wie auch Konnotationen zu ihren Begleiteffekten bei jeder
neuen Stufe im Aufbau des Zahlensystems passend erweitert oder sogar
modifiziert werden.
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