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Resumen

Libro dirigido a estudiantes de ultimos semestres de la carrera de
matematicas, estudiantes de maestria o doctorado, que quieran ini-
ciar su investigacion en el campo de los niimeros p-adicos o el anali-
sis no-Arquimediano. Nuestro objetivo es mostrar ciertos temas de
interés en este topico, que permitiran al estudiante comprender y
asimilar las técnicas usadas para resolver diferentes problemas re-
lacionados con las ecuaciones pseudo-diferenciales, principalmente
cuando se trabaja con formas cuadraticas. Este se divide en seis
capitulos, en el primero, se introducen conceptos basicos del anali-
sis p-adico necesarios para el desarrollo de los capitulos posteriores.
El segundo capitulo, estd dedicado a la clasificacion de las formas
cuadraticas sobre el cuerpo de los nimeros p-adicos. En los dos
capitulos siguientes, utilizando diferentes técnicas, se encuentran
las soluciones fundamentales a las ecuaciones pseudo-diferenciales
asociadas a diferentes operadores pseudo-diferenciales no locales.
La primera parte del capitulo cinco esta dedicada a estudiar el
problema de Cauchy utilizando teoria de semigrupos y en la parte
final, como caso particular, consideramos los operadores asociados
a una forma cuadratica eliptica y resolvemos, de manera clasica, el
problema de Cauchy asociado. En el dltimo capitulo estudiamos el
proceso de Markov que se genera a partir del problema de Cauchy
homogéneo asociado a un operador en particular, ya que la solucién
fundamental de este, satisface las condiciones para ser una funcién
de transicion.

Palabras clave: Numeros p-adicos; Formas cuadraticas; Operadores
no locales; Proceso de Markov; Funciones zeta locales; Operadores
pseudo-diferenciales.



Abstract

This book is aimed at advanced undergraduate, master’s or Ph. D.
mathematics students, who want to start their research in the field
of p-adic numbers and non-Archimedean analysis. Our objective
is to show specific topics of interest in this area, which will allow
the student to understand and assimilate the techniques used to
solve different problems related to pseudo-differential equations,
mainly when working with quadratic forms. The book is divided
into six chapters. The first one introduces basic concepts of p-
adic analysis necessary for the development of subsequent chapters.
The second chapter is dedicated to classifying the quadratic forms
on the field of the p-adic numbers. In the following two chapters,
by using different techniques, we found the fundamental solutions
to the pseudo-differential equations associated with different non-
local pseudo-differential operators. In the first part of chapter five
we study the Cauchy problem using semigroup theory. Then, as
a particular case, we consider the operators associated with an
elliptic quadratic form and solve the associated Cauchy problem in
a classical way. In the last chapter, we study the Markov process
generated from the homogeneous Cauchy problem associated with
a particular operator, since its fundamental solution satisfies the
conditions to be a transition function.

Keywords: p-adic numbers; Quadratic forms; Non-local operators;
Markov process; Local zeta functions; Pseudodifferential operators.
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Introduccidén

Este libro ha sido fruto del Seminario de Analisis p-adico y
del Seminario de Teoria de numeros que los autores hemos im-
partido con regularidad en el Departamento de Matematicas de la
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, aunque no todos
pertenecen a esta institucion. Todos los autores hemos realizado la
tesis doctoral bajo la supervision del Dr. Wilson Zuniga-Galindo,
quien ha sido fuente de inspiracion para la elaboracién de este ma-
nuscrito.

Es comun que el seminario inicie con la teoria basica de los
nimeros p-adicos y luego tome otro camino, dependiendo del enfo-
que que se quiera dar y el interés de los estudiantes. Asi que inten-
tamos recopilar resultados que relacionan las ecuaciones pseudo-
diferenciales con la teoria de semigrupos, pero ademas, en aras de
mostrar todos los calculos que implica probar estos resultados, he-
mos incluido una buena cantidad de casos particulares, teniendo
en mente las formas cuadréaticas sobre Q,. Hemos decidido hacer
énfasis en estos ejemplos, dejando un poco de lado los clasicos, de-
bido precisamente a que se encuentran disponibles en varias de las
referencias que a menudo usamos.

En la actualidad existen varios libros que abordan diversos te-
mas alrededor del campo de los nimeros p-adicos, temas como las
ecuaciones pseudo-diferenciales, la teoria de wavelets y la teoria de
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distribuciones, entre otros. Este serfa uno de los primeros textos
en espanol en el que se relacionan los nimeros p-adicos, las for-
mas cuadraticas, las ecuaciones pseudo-diferenciales y la teoria de
semigrupos. Hay que aclarar que algunos de los resultados que se
muestran a lo largo del libro son clasicos del analisis p-adico o de
la teoria de niimeros, mientras que otros han sido probados por los
autores en otras referencias. Sin embargo, hay topicos que no se
abordan en los libros clésicos, y menos en los articulos de investi-
gacion, asi como demostraciones que siempre se omiten, es por eso
que hemos decidido incluirlas aqui con el objeto de que el libro sea
lo mas completo posible para un estudiante que se esta iniciando
en la investigacion.

También hemos dejado en algunos capitulos una serie de ejer-
cicios, que esperamos puedan ser resueltos al terminar la lectura
correspondiente. Los primeros ejercicios suelen ser clasicos y cual-
quiera que esté dedicado a entender el tema puede resolverlos, otros
son un poco mas elaborados y requeriran mas célculos. Estamos
seguros que los lectores encontraran retos en algunos de ellos y la
satisfaccion de encontrar la respuesta correcta serd la recompensa.

El libro esta organizado en seis capitulos, de los cuales los dos
primeros pueden considerarse como preliminares. Aunque el obje-
tivo del libro no es hacer un tratado sobre hechos que involucran
nameros p-adicos, es importante incluir la teoria de estos campos,
pues para algunos lectores sera la primera vez que se enfrentan a
los campos no-Arquimedianos, ademas, el manejo de la integracién
p-adica sera esencial en el estudio de las funciones zeta locales y los
operadores pseudo-diferenciales. El objetivo del segundo capitulo
es mostrar la clasificacién de las formas cuadraticas elipticas sobre
Qp, que es desconocida para muchos y serd de gran utilidad para
nuestros propésitos. Es importante mencionar que en la mayoria
de documentos en los que se trabaja con formas cuadraticas sobre
Q, se senala que existe una clasificacién y se muestra la lista de
ellas, pero no se demuestra que en efecto, esas son las tinicas formas
cuadraticas elipticas que existen, por eso decidimos incluirlo.

El capitulo tres presenta una introduccién a las funciones ze-
ta locales, incluimos un breve comentario sobre la tesis de Tate,
y mostramos los cdlculos explicitos de los factores gamma para el
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caso de una forma cuadratica -los cuales aparecen en todas las re-
ferencias que trabajan con las ecuaciones funcionales en cuestién,
pero sin demostracion-. Por 1ltimo, usando la aproximacion de
Bernstein-Zuniga utilizamos la continuacion analitica de una fun-
cion zeta local para encontrar la solucién fundamental a la ecuacién
pseudo-diferencial asociada.

El capitulo cuatro esta dedicado a los espacios de Lizorkin, cuya
propiedad méas importante es que son invariantes bajo la accién
de los operadores que trabajamos. Bajo esta situacién, se puede
mostrar que los nucleos de Riesz forman un grupo abeliano, lo
que facilita encontrar la solucién de la correspondiente ecuacién
pseudo-diferencial.

Cuando se trabaja con ecuaciones pseudo-diferenciales es nor-
mal poner condiciones iniciales y resolver lo que se conoce como
problema de Cauchy. En el capitulo cinco se aborda este tépico de
dos formas esencialmente diferentes: de la manera clasica y utili-
zando teoria de semigrupos. Estudiamos diferentes simbolos, lo que
nos lleva en ocasiones a trabajar sobre distintos espacios. El lector
puede notar en cada uno de los ejemplos, cuales son las diferencias
y cudl es la necesidad de considerar uno u otro espacio, asi como
la técnica usada en cada caso.

Por tltimo, en el capitulo seis estudiamos los procesos de Mar-
kov que se generan al trabajar con los operadores en cuestion. Adi-
cionalmente, estudiamos el problema del primer retorno para un
operador particular, aplicando un método clasico.

Esperamos que los lectores puedan disfrutar la lectura y realizar
con ahinco cada uno de los cédlculos senalados, asi como los que se
proponen, y puedan iniciar o continuar su investigacién en el tema.

Oscar Francisco Casas Sanchez Leonardo Fabio Chacon Cortés
oscar.casas01@uptc.edu.co leonardo.chacon@javeriana.edu.co
Jeanneth Galeano Penaloza John Jaime Rodriguez Vega

jgaleanop@unal.edu.co jjrodriguezv@unal.edu.co



