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INTRODUCCION

Debemos aclarar que las presentes notas son producto de los cursos de mé-
todos numéricos dictados durante varios afos y no pretende ser un libro
formal de métodos numéricos, mas bien, sirve como complemento a libros cono-
cidos. Por ello, se tratara de dar un enfoque un poco diferente en un lenguaje mas
cotidiano.

La matematica actual cuenta con diferentes teorias y métodos para hallar
soluciones a diversos problemas y, ademads, con un lenguaje propio que permite
expresar diferentes conceptos de manera concisa y precisa, sin embargo, este
lenguaje muchas veces resulta insuficiente para ciertos propositos o los métodos
actuales no solucionan completamente los problemas que se puedan presentar,
mostremos primero dos hechos que ilustran estas afirmaciones.

En primer lugar, uno de los problemas mas frecuentes en matematicas es encon-
trar soluciones reales a ecuaciones, sin embargo existen ecuaciones que, a pesar
de ser muy sencillas de escribir en el lenguaje matematico como x-cos(x)=0, no
se pueden resolver analiticamente (con las técnicas convencionales), aunque gra-
ficamente se ve que en efecto tienen solucion (ya que es la interseccion de las
graficas de x y cos(x)).
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Grafica 0.1 cosx=x

x Cos(x)

Fuente: elaboracion propia

En un segundo ejemplo, para calcular valores de integrales definidas usamos el
teorema fundamental del calculo (TFC), el cual nos permite relacionar las antide-
rivadas de la funcion con el valor de la integral, sin embargo, hay situaciones en las
cuales estas antiderivadas no se pueden expresar como combinacion de funciones
elementales (las cominmente conocidas); uno de estos casos se presenta al buscar
la probabilidad de una variable aleatoria que tenga una distribuci(')rhl normal, ya
que para esto nos vemos enfrentados a calcular la integral definida J. ¢ "dxy, por
tanto, se necesita una antiderivada de la funcién e, la cual no pueae ser expre-
sada por medio de funciones polinémicas, radicales, exponenciales, logaritmicas
ni una combinacién de ellas mediante el dlgebra de funciones. Aunque el pro-
blema claramente tiene solucion, dado que es el drea bajo la curva de una funcion
continua sobre un intervalo acotado (Apostol, 1996), lo cual graficamente es

Grafica 0.2 Distribucion normal

a X b

Fuente: elaboracién propia.



INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es describir brevemente algunos métodos numéricos
(y en algunos casos ver qué motivo a desarrollarlos), es decir, buscar soluciones
aproximadas de problemas que no pueden ser resueltos con los métodos analiticos
conocidos (ya que si fuera esto posible no tendriamos la necesidad de crear una
aproximacion de la solucién), por lo tanto no buscamos las soluciones exactas de
dichos problemas (es imposible), pero tratamos de dar aproximaciones bastante
“buenas” de estas. Y aqui, ya nos enfrentamos al primer problema o caracteristica
de los métodos numéricos: nunca solucionaremos un problema de manera
exacta, solo estamos dando aproximaciones, tratando de controlar o medir el
margen de error que aparece en la ejecucion de los procesos utilizados.

Por las razones antes mencionadas, empezamos nuestro primer capitulo con un
estudio breve de la teoria del error y damos una definicion alterna de tolerancia,
la cual puede ser usada al aprovechar la potencia de las maquinas actuales que
nos permiten trabajar con bastantes cifras significativas, lo cual da un criterio
para verificar si los métodos numéricos recursivos (es decir, que usan un
algoritmo recursivo) son lo suficientemente “buenos” para ser tenidos en cuenta
e implementarlos. El segundo capitulo estd dedicado a un repaso de las series y al
teorema de Taylor desde el punto de vista numérico, el cual es parte fundamental
del desarrollo de la mayoria de los métodos numeéricos.

En el tercer capitulo, discutimos uno de los problemas mas comunes en matema-
ticas, como lo es la resoluciéon de ecuaciones reales, tal y como fue mostrado en el
primer ejemplo de esta introduccién.

En el cuarto capitulo, dado que las funciones mas naturales para nosotros son los
polinomios, dedicamos la tltima parte de este capitulo a encontrar las raices de
ecuaciones polindmicas y damos un algoritmo completo para aproximar las rai-
ces reales de estas ecuaciones, el cual no se encuentra completo en la bibliografia
actual (como parte opcional se aproximaran las raices complejas).

Para el quinto capitulo, estudiamos el ajuste de curvas (funciones), empezamos
por el método de minimos cuadrados y lo estudiamos tedricamente como un
problema de minimizacion de la norma del vector error, para después comparar
explicitamente el método tedrico a funciones no polinomiales con las regresiones
lineales aplicadas a linealizaciones de los modelos y mostrar sus diferencias. En
segundo lugar, se muestra la forma de construir un polinomio de interpolacion de
manera sencilla y natural, haciendo uso unicamente del teorema del factor.

En el capitulo sexto, nos dedicamos al céalculo en una variable al comenzar
por la integraciéon (orden histdrico) y centrandonos en los métodos y errores
de los métodos de Newton-Cotes, los cuales son simplemente aplicacion de la
interpolacion polinomial.

XXI
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En el capitulo séptimo usaremos el teorema de Taylor para llegar a aproximacio-
nes de la derivada (al mostrar explicitamente el desarrollo de estas férmulas) y las
escribiremos de manera simplificada, al hacer uso de las diferencias finitas dividi-
das; especificando su error O(h).



CAPITULO 1

TEORIA DEL
ERROR

Como ya se menciond en la introduccién, el propdsito de estas notas es buscar
soluciones aproximadas a problemas que no pueden ser resueltos con los métodos
analiticos conocidos y, dado que se va a trabajar con aproximaciones, es necesario
saber si efectivamente estas son cercanas a la solucién real del problema v, si lo
son, qué tan “buenas” son.

Para esto, se hara un breve estudio de la teoria del error y se centrard en la pre-
cision, ya que la mayoria de los métodos que se estudiaran en estas notas son
recursivos.

Es de destacar, que el término “error” se usard para representar tanto la inexac-
titud como la imprecisién en los calculos numéricos. Hecha esta aclaracién, se
analizaran los factores que contribuyen al error.

1.1 Tipos de error

1.1.1 Experimental

Al momento de medir las variaciones de algun evento, se debe ser cuidadoso de
no producir perturbaciones en el sistema que esta bajo observacion. Por ejemplo,
para medir la temperatura de un cuerpo, este se debe colocar en contacto con un
termometro, pero al ponerlos juntos algo de energia (calor) se intercambia (trans-
fiere) entre el objeto y el termémetro, generando un cambio en la temperatura del
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cuerpo que deseamos medir. Asi, el instrumento de medicidn afecta el resultado
de la medida.

Ademds, es necesario tener en cuenta que todas las medidas estan afectadas en
algiin grado por un error experimental, debido a las imperfecciones inevitables
tanto del instrumento de medida como de las limitaciones impuestas por los
sentidos al registrar la informacién.

1.1.2 Error de mdaquina

Tedricamente, se tiene la existencia de nimeros reales con una cantidad infinita
de cifras decimales (por ejemplo, 7 ), sin embargo, en los calculos con computa-
dores es imposible manejar una cantidad de informacidén infinita. Por ejemplo, el
resultado de multiplicar dos niimeros con cuatro cifras decimales es en general
un numero con ocho cifras decimales, pero si se tienen que efectuar varias mul-
tiplicaciones sucesivas, en algunos momentos sera imposible manejar una larga
cantidad de cifras decimales.

El computador solo utiliza nimeros con una cantidad finita de cifras, de modo
que los calculos se realizan unicamente con representaciones aproximadas de los
nimeros exactos. En un computador, solo se usa un subconjunto relativamente
pequeiio del sistema de niimeros reales para representarlos a todos, este conjunto
es el conocido como los puntos flotantes, por ejemplo: 3153,07 = 3,15307*10°

Para estudiar las causas del error con algo de profundidad, el lector se puede dirigir
al anexo 1 (numeros de maquina). Otro inconveniente es el sistema numérico
de los computadores actuales: el sistema numérico en base dos o binario. Desde
luego, esto no impide que la comunicacién con el computador se haga en el
sistema decimal (base 10), con el cual estamos familiarizados, sin embargo, se
tiene cierto grado de pérdida en la informacioén, ya que el computador debe con
estos dos sistemas convertir la informacion.

1.1.3 Exactitud

Se refiere a la aproximacién de un numero o de una medida al valor verdadero que
se supone representa.

1.1.3.1 Error absoluto

Se da cuando se aproxima el valor real a un valor aproximado.

Midase la distancia entre ellos (se notara que el error absoluto es una distancia
siempre mayor o igual a cero).

Definicion 1.1 (error absoluto). Se define el error absoluto de una aproximacion
como la distancia entre este x y el valor real X. Asi:
(1.1) e=|%-x|

Donde X es el valor aproximado y x es el valor verdadero (Nieves, 1998).
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Ejemplo 1.1. Suponer que por medio de un experimento de laboratorio se quiere
medir la aceleracion de la fuerza de la gravedad y el resultado es:

£=1012
S

, . m .
Este seria el valor aproximado, tomando el valor “real” como x =9.81 —- se tiene
que el error absoluto es: s

£,= 1012 —9.812 | =0.292
N N N

Ejemplo 1.2. Suponer que se tiene que medir la longitud de un puente y la de
un remache, se obtiene 9.999 cm Yy 9 cm respectivamente. Si los valores son
10.000 cm y 10 cm, ;ctal es el error absoluto en cada caso? El error absoluto en la
medicion del puente seria:

£,= |X-x| = [10.000cm-9.999cm| = 1cm

a

Y para el remache:

ga=|5c—x|=|10cm—9cm|=1cm

Uno de los problemas al considerar el error absoluto es que este depende de
las unidades. Asi, en el ejemplo anterior el error de 1 cm es igual para los dos
experimentos, sin embargo, a pesar de que el error absoluto es el mismo, en el
segundo experimento la experiencia nos dice que es “mas grande” con respecto a
lo que se mide, por esta razon, es bueno comparar el error con respecto a lo que
se estd midiendo, ademas, es bueno que el error sea independiente de la escala
usada. Estas consideraciones motivan la siguiente definicion.

1.1.3.2 Error relativo

Definicién 1.2 (error relativo). Se define el error relativo como la razon entre el
error absoluto y la magnitud del valor verdadero y se denota por:
£ X—x
(1.2) & =+%=
| %]

X

Siempre y cuando el valor real de x sea no nulo (en cuyo caso es suficiente trabajar
con el error absoluto) (Burden y Faires, 2003, y Nieves, 1998).

Ejemplo 1.3. Calcular los errores relativos de los experimentos del ejemplo 1.2 de
la seccion anterior (el puente y el remache).
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El error relativo en la medicion del puente es:

X—Xx 10.000¢m—9.999 cm
&= = =0,0001
! X 10.000cm
Y para el remache es:
X—x 10cm — 9cm
gr = = = 0,1
X 10cm

Obsérvese que esta medida del error es un escalar (es un nimero independiente
de las unidades), el cual muestra que el error en el experimento del remache es
mas grande que el del puente en su contexto. Estos valores, en realidad, son partes
de los valores reales, es decir, el error cometido al medir el remache es la 0,1 parte
total de lo que mide el remache, lo cual puede ser mejor explicado en términos de
porcentajes, lo cual motiva una variacion de la definicién anterior.

1.1.3.2.1 Error relativo porcentual

Definicion 1.3 (error relativo porcentual). Definase el error relativo porcentual
como el porcentaje entre el error absoluto y la magnitud del valor verdadero, se
denota por:

X—Xx

X

8(1

(1.3) €5 =% ¥100% = *100%

|

Siempre y cuando el valor real sea no nulo (Burden y Faires, 2003).

Ejemplo 1.4. Calcular los errores relativos porcentuales del ejemplo 1.2 (el puente
y el remache).

El error relativo porcentual en la medicién del puente es:

X—X 10.000cm—9.999cm

£.0,= *100% = *100% =0,01%
10.000cm
Y para el remache es:
X—x 10cm—9cm
€., =|——["100% = |————(*100%=10%
10cm

A pesar de las definiciones anteriores, estas no pueden ser usadas en las notas, ya
que ellas recurren al uso del valor real. Existen dos problemas con el valor real,
el primero es que no se tiene (si se conoce no hay necesidad de aplicar métodos
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numeéricos) y el segundo es que se conoce, pero numéricamente no se entiende
(por ejemplo V2).

Esto crea una necesidad de trabajar de un modo diferente el error, para esto se
estudiara la precision.

1.1.4 Precision

Se refiere a qué tan cercano esta un valor individual medido o calculado con
respecto a otros valores medidos.

En la mayoria de métodos numéricos que se desarrollardn, se tratara de acercar a
alguin valor (ya sea solucién de una ecuacion, valor de una integral, etc.), esto se
hard de forma recurrente, es decir, se da una primera aproximacién y basandose
en esta se dard una segunda y asi sucesivamente, esto lleva al estudio de las
sucesiones.

1.1.4.1 Sucesiones y series

Definicion 1.4 (sucesion). Por una sucesion finita de n términos, se entendera
una funcién F, cuyo dominio sea el conjunto de nimeros {1, 2, ..., n}, e infinita
cuando el dominio sea el conjunto {1, 2, 3, ...} de todos los enteros positivos (o
conjunto contable y totalmente ordenado) (Mufloz Quevedo, 2002).

Elrecorrido de “F, esto es el conjunto {F(1),F(2),F(3),...}, se designa también por
{F), F,, F;,...} y el valor F, se llama al término n-ésimo de la sucesion, usualmente
la sucesion se denota por (x,) o (a,).

Ejemplos de sucesiones:

o Numeros primos 2, 3, 5,7, 11, ...

f0=0

o Sucesion de Fibonacci: fi=1
fn:f;l—l_{— n-2

La idea es que estas sucesiones se acerquen al valor buscado, asi se estudiara a las
sucesiones convergentes.

Definicion 1.5 (sucesion convergente) (Apostol, 1996). Sea (x,) una sucesiéon en
los reales, se dice que converge a un valor L si y solo si dado € > 0 existe un N €N
tal que:

|xn—L|<8

Siempre que n > N.
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Para ilustrar esta definicion, véase el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.5. Considerar la sucesién de numeros reales dada por:
_ 3n
" 7n+3

Se sabe por los calculos directos del limite que:
3 3
limx, = lim A
n—»o0 n—o7n+3 7

Ahora, la definicién anterior dice que si se va “adelante” en la sucesion, estos
C 3
valores van a ser muy cercanos al valor del limite L=

Tabla 1.1 Sucesion ejemplo 1.5

n X, x,—L |
1 0,3 0,1285714286
2 0,352941176 0,0756302521
3 0,375 0,0535714286
4 0,387096774 0,0414746544
1.000 0,428387834 0,0001835948
1.000.000 0,428571245 0,0000001837

Fuente: elaboracion propia.

En muchas de las aproximaciones numeéricas, hay acercamiento a la solucién por
medio de sucesiones, las cuales se esperan sean convergentes. La definicién de
sucesion convergente da un criterio para verificar la convergencia, sin embargo,
esta recurre al uso del valor limite de la sucesion, el cual no se conoce (ni se
conocera). Retomese el ejemplo anterior y utilicense las ideas de Cauchy. En la
tTabla 1.2 Distancia entre dos elementos de la sucesion se compara la distancia de
un elemento de la sucesion y el siguiente, asi:

Tabla 1.2 Distancia entre dos elementos de la sucesion

n X, ‘ X, =X,
1 0,3

0,05294117647059
2 0,352941176
2 0,352941176

0,02205882352941
3 0,375
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3 0,375
0,01209677419355

4 0,387096774

1.000 0,428387834
0,0000001833328818

10.001 0,428553064

1.000.000 0,428571245
0,0000000000004286

1.000.001 0,428571245

Fuente: elaboracion propia.

En la tabla anterior se ve que entre mas se avanza en la sucesion, la distancia entre
cada par de términos es mas pequefia. Esto motiva la siguiente definicion, la cual
es muy util.

Definicion 1.6 (sucesiones de Cauchy) (Apostol, 1996). Sea x, una sucesion se
llama sucesion de Cauchy, € > 0 si y solo si dado N € N, existe tal que:

|x, - x,, |<€
Siempre que n, m > N.
Es decir, entre mas adelante vaya la sucesion, la distancia entre los nimeros va a
ser mas pequena.
De la anterior definicién, se sigue la siguiente propiedad de las sucesiones de

Cauchy para términos consecutivos:

Propiedad 1.1. Si x, es una sucesion de Cauchy, entonces dado & > 0 existe N € N
tal que:

|xn_ xn—ll <eg
Siempre que n > N.

Para ilustrar esta definicion, véase el ejemplo 1.5, una sucesion convergente es una
sucesion de Cauchy, sin embargo, es bien sabido que el reciproco se cumple bajo
ciertas condiciones, es decir, se cumple el siguiente teorema:

Teorema 1.1. En R*, toda sucesién de Cauchy converge.
La demostracion se puede ver (Rudin, 1976).

La definicidon de sucesion de Cauchy, en particular las definiciones 1.1 y 1.6,
permite determinar cudndo una sucesion en los niimeros reales es convergente
sin hacer uso del valor del limite, el cual no se puede usar, ya que se desconoce.
Esta definicion permite crear una medicién para el error en una sucesion que
calcule las distancias entre dos elementos diferentes de una sucesién, sin em-
bargo, como se vio en el error absoluto, esto no representa una buena cuantifi-
cacion del error.



