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Was Sie in diesem essential finden
konnen

e Einen Uberblick iiber Anfangs- und Randwertprobleme der Wellengleichung.

e Die Methode von Fourier. Separation und Superposition mit einer Zusammen-
stellung der Grundlagen der Fourierreihen.

e Charakteristiken und die Methode von d’ Alembert.

e Die inhomogene Gleichung und das Prinzip von Duhamel.

e Das charakteristische Parallelogramm und Differenzengleichungen. Ausfiihrli-
che Losung des Randwertproblems.



Vorwort

Die Wellengleichung ist ein Thema mit grofer Prdsenz in technisch-
physikalischen Anwendungen. Umso erstaunlicher ist es, dass man kaum eine
Darstellung findet, in der auf alle Aspekte der mathematischen Behandlung einge-
gangen wird. Findet man einmal die Methode von Fourier ausfiihrlich behandelt,
so wird ein anderes Mal der Fokus auf die Methode von d’Alembert gelegt oder
der Zugang tiber die Charakteristiken bevorzugt. Was die inhomogene Gleichung
betrifft, so wird das Prinzip von Duhamel oft aus physikalischen Uberlegungen
motiviert und nicht stringent aus den Charakteristiken hergeleitet.

In diesem Beitrag sollen alle mathematischen Aspekte erfasst und alle
Losungsmethoden im Uberblick besprochen werden, [1-9]. Wir betrachten die
mit der Wellengleichung verbundenen Anfangs- und Randwertprobleme mit den
typischen Modellen der schwingenden Seite und dem Kundtschen Rohr. Alle
klassischen Werkzeuge fiir die Losung wie Separation, Fourierreihen, Methode
von d’Alembert und Prinzip von Duhamel werden diskutiert. Die algorithmi-
sche Methode der charakteristischen Parallelogramme wird ausgebaut mithilfe
von Differenzengleichungen. Dadurch wird eine geschlossene Formulierung der
Losung moglich. AuBlerdem konnen wir damit fundierter auf die in den Anwen-
dungen beliebte Ansatzmethode eingehen. Diese Methode versucht, durch einen
geschickten Ansatz die besondere Gestalt der Randwerte auszunutzen.

Ich danke Herrn Professor Dr. Anton Matzenmiller, Institut fiir Mechanik der
Universitidt Kassel, fiir die Einladung, in seiner Arbeitsgruppe liber dic Wellen-
gleichung vorzutragen. Dabei aufgekommene Fragen haben diese Abhandlung
angeregt.

Walter Strampp
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Anfangs- und Randwertprobleme

Wir fassen die Probleme, die im Folgenden behandelt werden sollen, in einer kurzen
Ubersicht zum einfachen Nachschlagen zusammen. Wir beginnen mit der eindi-
mensionalen Wellengleichung fiir eine Funktion # vom Ort x € R und von der Zeit
t>0.

Definition: IWG
Die inhomogene Wellengleichung besitzt folgende Gestalt:

9%u 23214
W=C m—f‘F(x,t).

Wenn die Inhomogenitit F' verschwindet, heift die Gleichung homogen. Die homo-
gene Gleichung wird oft der Kiirze halber als Wellengleichung bezeichnet.

Definition: HWG
Die homogene Wellengleichung besitzt folgende Gestalt:

9%u 2 9%u

a2 = ¢ a2

Die Linearitit der Gleichungen IWG und HWG hat bedeutende Konsequenzen. Die
Differenz zweier Losungen der inhomogenen Gleichung IWG liefert eine Losung
der homogenen Gleichung HWG. Andererseits ergibt eine Losung der homogenen
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2 1 Anfangs- und Randwertprobleme

Gleichung, die zu einer Losung der inhomogenen Gleichung addiert wird, eine neue
Losung der inhomogenen Gleichung. In der Theorie der partiellen Differentialglei-
chungen wird gezeigt, dass das Anfangswertproblem auf der unbeschrinkten reellen
Achse sachgerecht gestellt ist. Das bedeutet, dass das Anfangswertproblem lokal
eine eindeutige Losung besitzt.

Definition: IWG-AWP
Das Anfangswertproblem fiir die inhomogene Gleichung lautet:

3%u 232 ;
52 = ¢ 82+ (x, 1),

u(x,0) = f@) (x0)—g&)

Das Cauchy-Kovalevskaya-Theorem besagt, dass lokal eine eindeutige Losung exis-
tiert, wenn alle Daten analytisch sind. Die Losung selbst ist dann auch analytisch.
Dieser Satz ist jedoch sehr allgemein und geht nicht auf die besonderen Eigen-
schaften der Wellengleichung ein. In der Tat kann man das Problem auch unter viel
schwicheren Bedingungen global 16sen und die Eindeutigkeit der Losung garan-
tieren. Aufgrund der Linearitit wird das Anfangswertproblem fiir die inhomogene
Gleichung aufgespalten in zwei Probleme. Das erste ist das Anfangswertproblem
mit homogenen Anfangsbedingungen fiir die inhomogene Gleichung.

Definition: IWG-HAWP
Das Anfangswertproblem fiir die inhomogene Gleichung mit homogenen
Anfangsbedingungen lautet:

3%u 232

8t2 = 2—{—F(x 1),

ou
,00=0, —(x,0) =0.
u(x, 0) at(x )



