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Vorwort zur dritten Auflage

Die vorliegende dritte Auflage des Buches orientiert sich an den aktuellen Syllabi
der Vorlesungen tiber partielle Differentialgleichungen in den Studiengéngen der
Natur- und Ingenieurwissenschaften. Zu den klassischen Themen gehoren

1. Theorie der Fourier-Reihen und des Fourier-Integrals.

2. Partielle Differentialgleichungen als Modell von Zustéinden und Vorgéingen
in kontinuierlichen Medien, Rand- und Anfangswertprobleme. Verschiedene
Losungsansétze, insbesondere Separation der Variablen.

3. Laplace-Transformation: Grundbegriffe, Rechenregeln sowie Anwendungen.
Beriicksichtigung numerischer Aspekte.

Daneben wurden moderne Teile aus der Theorie und den Anwendungen der
partiellen Differentialgleichungen in den Stoff aufgenommen, die den Bediirfnissen
einer zeitgeméssen, fundierten Ausbildung entsprechen. Dazu gehéren namentlich
eine Einfiihrung in die Theorie der Distributionen, Variationsrechnung, Greensche
Funktionen und a priori Aussagen iiber Losungen. Daneben hat auch der Begriff
der Charakteristik einer partiellen Differentialgleichung seinen Platz in der
Vorlesung erhalten. Die Theorie wird durch ein Kapitel iiber die Numerik der
partiellen Differentialgleichungen komplettiert. Unter anderem wird auch die
schnelle Fourier-Transformation besprochen.

Fiir die dritte Auflage wurden sdmtliche Figuren neu erstellt und Tippfehler
entfernt. Das Layout wurde modernisiert, der Text {iberarbeitet und zahlreiche
Ergidnzungen wurden angebracht. Farbe erleichtert jetzt die Orientierung und
das Nachverfolgen der Argumente und Rechnungen.

Hinweise: Das Ende eines Beweises wird mit [ markiert. Sitze, Lemmata,
Definitionen und Beispiele sind innerhalb jedes Kapitels durchgehend nummeriert,
Figuren, Rechenregeln und Gleichungen sind separat nummeriert. Am Schluss
jedes Kapitels befinden sich Aufgaben zum behandelten Stoff. Die Losungen sind
am Schluss des Buches gesammelt. Vektoren werden nicht besonders bezeichnet,
weder durch Fettdruck noch durch einen Pfeil oder Unterstreichung.
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Kapitel 1

Finfithrung in die partiellen
Differentialgleichungen

Warum betrachtet man partielle Differentialgleichungen (PDEs!) und wo kommen
sie vor? Wir stellen zunéichst in den Abschnitten 1.1 und 1.2 einen ersten Vergleich
zwischen gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen an.

1.1 Gewohnliche Differentialgleichungen

Betrachten wir ein physikalisches System mit einer endlichen Zahl n von Freiheits-
graden. Der Momentanzustand des Systems zur Zeit ¢ wird durch n Koordinaten

(:cl(t),mQ(t), . ,:cn(t))

beschrieben. Die Bewegungsgleichungen sind dann ein System von gewthnlichen
Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen.

Beispiel 1: Federpendel

Eine Masse m héngt an einer Feder mit Federkonstante f wie in Abbil-
dung 1. Das zweite Newtonsche Gesetz (Kraft = Masse mal Beschleuni-
gung) beschreibt dann die Dynamik des Systems. Die Auslenkung z(t)
der Masse aus der Ruhelage gehorcht folgender Bewegungsgleichung;:

Differentialgleichung: —fx = mz
Anfangsbedingungen:  x(0) = zg, ©(0) = vg

Die Federkraft fax ist nach dem Hookeschen Gesetz proportional zur
Auslenkung, und da die Kraft riicktreibend ist, wird sie mit dem Minus-
zeichen versehen. Die Anfangsposition der Masse zur Zeit ¢t = 0 ist o,
die Anfangsgeschwindigkeit ist vg.

1Sprich “pidi-iis”, vom englischen “Partial Differential Equations”.
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Ruhelage

Abbildung 1: Federpendel

1.2 Partielle Differentialgleichungen

Schauen wir nun auf ein kontinuierliches physikalisches System, zum Beispiel
eine schwingende Saite. Der Momentanzustand eines kontinuierlichen Systems
wird durch Funktionen beschrieben, in diesem Fall durch die Auslenkung w(z,t)
der Saite am Ort z zur Zeit ¢ (siche Abbildung 2).

Beispiel 2: Schwingende Saite

Die Bewegungsgleichungen der schwingenden Saite sind partielle Diffe-
rentialgleichungen mit Anfangs- und Randbedingungen.

Pu 0%
Anfangsbedingungen: u(z,0) = up(x), %(w,O) = vo(x)
Randbedingungen: u(0,t) =0, wu(L,t)=0.

Diese PDE heisst Wellengleichung. Wir werden sie im Kapitel 10 unter-
suchen. Die PDE ist 2. Ordnung in ¢, daher braucht man zwei Anfangs-
bedingungen. Die PDE ist 2. Ordnung in z, daher braucht man zwei
Randbedingungen.

%/u(x,t) % x

z

Abbildung 2: Schwingende Saite zur Zeit ¢
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Beispiel 3: Warmeleitung in einer Platte P

Die rechteckige Platte P mit Rand 0P ist in Abbildung 3 dargestellt. Zur
Zeit t = 0 ist die Temperatur u der Platte im Punkt (x,y) beschrieben
durch eine Funktion wug(z,y). Der Rand der Platte wird wéihrend des
Experiments geheizt oder gekiihlt und zwar so, dass in einem Randpunkt
(z,y) zur Zeit t die Temperatur f(x,y,t) herrscht. Die Frage ist dann,
wie sich die Temperatur in der Platte im Laufe der Zeit entwickelt.
Mathematisch wird die Warmeleitung in P beschrieben durch:
2 2
PDE: b _ cﬂ(% i
ot ox2 = Oy?
Anfangsbedingung: u(z,y,0) = ug(z,y) fir (z,y) € P
Randbedingung: u(z,y,t) = f(z,y,t) fir (z,y) € OP

) =: a’Au

Hierbei bezeichnet u(z, y, t) die Temperatur im Punkt (z, y) zur Zeit ¢t. Die
Zahl a ist eine Materialkonstante. Wir werden die Warmeleitungsgleichung
im Kapitel 3 behandeln. Die PDE ist von 1. Ordnung in ¢, daher braucht
man eine Anfangsbedingung, von 2. Ordnung in z, daher braucht man
zwei Randbedingungen fiir jedes (yo,?) und von 2. Ordnung in y, daher
braucht man zwei Randbedingungen fiir jedes (z, t).

Yo

o

Abbildung 3: Wirmeleitung in einer Platte. Die Temperatur u(z,y,t) zur Zeit
t ist hier durch einen Farbcode dargestellt: blau bedeutet kalt, rot bedeutet
heiss.

Beispiel 4: Potentialgleichung im Gebiet G

Das elektrostatische Potential in einem Gebiet G, an dessen Rand G C
R? die elektrische Spannung ¢ angelegt ist, wird beschrieben durch:

PDE: Au=0 in G
Randbedingung: u(z,y) = ¢(z,y) fiir (x,y) € 0G
Die beschriebene Situation entspricht einem elektrischen Kondensator.

Den Laplace-Operator A werden wir spéter kennenlernen. Die Potential-
gleichung wird im Kapitel 6 untersucht.
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Wie viele und welche Rand- oder Anfangsbedingungen an eine PDE gestellt wer-
den miissen, um eine eindeutige Losung zu erhalten, ist nicht immer offensichtlich.
Heuristische (wie in den obigen Beispielen) oder physikalische Uberlegungen
helfen jedoch meistens, diese Frage zu entscheiden.

1.3 Klassifizierungen von PDEs

PDEs konnen nach verschiedenen Kriterien klassifiziert werden.

1.3.1 Klassifizierung nach der Ordnung

Die Ordnung einer PDE ist (wie bei gewdhnlichen Differentialgleichungen)
als die hochste auftretende Ableitung definiert. So ist etwa die Warmeleitungs-
gleichung im Beispiel 3 von 2. Ordnung.

1.3.2 Klassifizierung nach Typen

Man unterscheidet:
Homogene lineare PDEs: zum Beispiel

0 0?

3_7: = a’Au, a—;; =cAu, aug+buy, =0, ...

Jeder Summand enthélt v oder partielle Ableitungen von u in der 1. Potenz.
Inhomogene lineare PDEs: zum Beispiel

Au = f (f eine gegebene Funktion), ...

Ein Summand ist frei von u und partiellen Ableitungen von u; wenn man diesen
Summanden entfernt respektive null setzt, bleibt eine homogene lineare PDE
iibrig. Der betreffende Summand kann beispielsweise eine Warmequelle, ein
externes Feld oder Ahnliches beschreiben.

Nichtlineare PDEs: Das sind alle iibrigen PDEs. Sie stellen ein mathematisch
anspruchsvolles Gebiet dar. Es gibt keine ,,geschlossene” Theorie dieser PDEs,
aber iiber viele der wichtigen Gleichungen existiert eine umfangreiche Literatur.

Ganz analog unterscheidet man homogene lineare, inhomogene lineare und
nichtlineare Anfangs- und Randbedingungen:

Beispiel 5: Randbedingungen

Eine PDE (etwa die Potentialgleichung Au = 0) soll in einem Gebiet
Q) C R3 mit Rand 99 gelést werden (siche Abbildung 4). Auf dem Rand
kann man zum Beispiel verlangen:
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(i) u(z,y,2) =0 (homogen, linear) oder

(ii) w(z,y,2) = f(x,y,2) (inhomogen, linear) oder

(iid) 8—Z = 0 (homogen linear) oder
ou

on

Bei Vorgabe der Werte auf dem Rand (wie etwa in (i) und (ii) oben) spricht
man von Dirichlet-Randdaten, bei Vorgabe der Normalenableitung
wie in (iii) von Neumann-Randdaten. Auch gemischte Randdaten
wie etwa in (iv) treten auf. Bei anderen Beispielen kommen auch Rand-
bedingungen der Form

(iv) a—=— + Bu = f (inhomogen linear) usw.

(v) u(z,t) = u(x + L,t) (homogen, linear) oder
(vi) mglﬁm u(z,t) = 0 (homogen, linear)

usw. vor.

Abbildung 4: Neumann Randbedingung

1.4 Quasilineare PDEs erster Ordnung in zwei
Variablen

Diese Gleichungen sind von der Form
a(x7y7u)um —|—b(x,y,u)uy = c(x,y,u). (1)
Dabei ist u(z,y) die gesuchte Funktion und wir verwenden die Kurzschreibweise

ou _ Ou

Uy = %, Uy = a—y



6 Kapitel 1. Einfiihrung in partielle Differentialgleichungen

fiir die partiellen Ableitungen. Die Funktionen a, b und ¢ sind gegeben. Eine Lo-
sung u(z,y) von (1) kann als Flache z = u(z,y) (die sogenannte Integralfliche)
in R? aufgefasst werden (siehe Abbildung 5).

o

Abbildung 5: Dargestellt ist die graue Integralfliche z = wu(z,y) und ein
Stiicklein der Tangentialebene in einem Punkt der Fldche, zusammen mit dem
Normalenvektor n und dem Tangentialvektor (a, b, c)T.

Die Gleichung der Integralfliche lautet

(p(x’yvz) = U’(xvy) —z=0.

Die Normale n auf die Integralfliche konnen wir demnach schreiben als

Pz Uz
n= ¢y | = Uy
Pz -1

Wegen Gleichung (1) gilt in jedem Punkt der Integralfliche fiir das Skalarprodukt

a
n-|b| =au;+buy, —c=0,
c

das heisst, der Vektor (a,b,c)" ist in jedem Punkt der Integralfliche ein Tan-
gentialvektor der Fliche. Oder anders gesagt, die Vektoren (a,b,c)’ bilden ein
tangentiales Vektorfeld auf der Integralfliche. Interessant sind nun die Kurven
auf der Integralfliche, welche tangential an dieses Vektorfeld verlaufen:
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Definition 6: Charakteristische Kurve

Eine Kurve v : R — R3, t + 7(t) heisst charakteristische Kurve
(oder Charakteristik) der Gleichung (1), wenn sie Integralkurve des
Vektorfeldes

a(z,y, z)
b(z,y,2)
c(z,y,2)

ist, das heisst, wenn gilt

Aufgrund unserer Betrachtungen vermuten wir das folgende Lemma:

Lemma 7: Charakteristik auf einer Integralfliche

Falls eine Charakteristik einen Punkt mit der Integralfliche gemeinsam
hat, so liegt sie ganz in der Integralfliche.

Beuweis. Sei v(t) = (x(t),y(t),2(t)) die charakteristische Kurve. Man betrachte
die Funktion ¢(y(t)) = u(z(t), y(t)) — 2(t). Dann gilt fiir ihre Ableitung nach ¢
Uy
P=UgT +Uyy — 2= | uy | -y=0.
-1
Wenn also ¢(7(tg)) = 0 ist, so gilt ¢(y(t)) = 0 fiir alle ¢. O

Nun wird klar, wie man die Nebenbedingung zur Gleichung (1) zu stellen hat:
Auf jeder Charakteristik darf (und muss) man genau einen Punkt vorgeben. Wir
erhalten daher den folgenden Satz:

Satz 8: Parameterdarstellung der Integralfliche

Sei I': R — R3, s+ I'(s), eine vorgegebene Kurve auf der Integralfléiche,
welche die Charakteristiken transversal schneidet (das heisst, der Winkel
zwischen den Kurven ist in den Schnittpunkten nie null). Ferner sei fiir
jedes s die Kurve v;(t) eine Charakteristik mit v5(0) = I'(s). Dann ist

(s,2) = 7s(t)

eine Parameterdarstellung der Integralfliche in der Umgebung von I'
(siche Abbildung 6).
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o

Abbildung 6: Die blaue Charakteristik v, auf der Integralfliche schneidet die
vorgegebene rote Kurve I' im Punkt I'(s).

Beispiel 9: Charakteristikenmethode zur Lésung einer PDE 1. Ordnung

Man lose die PDE

TUy — YUy = TYU 3)
u(l,y) =y? firl <y<2.

Die Charakteristiken (t) = ((t), y(t), 2(t)) sind einfach zu bestimmen:

B = = r=ce

y=-y = y=ce’

i =1xyz=cicoz = z=cger?!

Die Nebenbedingung schreiben wir so:
[:[1,2] = R? s (1,s,5%)

ist die durch die Nebenbedingung gegebene Kurve auf der Integralfldche.
Es muss also gelten

7s(0) = (c1, ¢2,¢3) < (1,s,5%) =T(s).
Somit erhalten wir
75(t) = (e, se7t, s%e) = (x(s,t), y(s,t), 2(s, ).
Wir eliminieren aus dieser Parameterdarstellung noch s und ¢ und erhalten

z = u(z,y) = 22y’z™.
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Man beachte, dass diese Losung nicht fir alle (z,y) einen Sinn hat,
sondern nur fiir diejenigen (x,y), welche durch die Charakteristiken
erreicht werden. In unserem Beispiel ist also die Losung nur in dem
Gebiet zwischen den Kurven

1 2
Mm:Ry = R? 2 (x,f),undvgz Ry - R? 22— (m,f),
z x

festgelegt (siche Abbildung 7).

3 4
2 4+
a! I
1 4
Y2
0 1 2 3 4

Abbildung 7: Nur das blaue Losungsgebiet wird von den Charakteristiken
erreicht. Nur dort ist somit die Losung durch die Nebenbedingung festgelegt.

Das Verfahren der Charakteristiken reduziert also die quasilineare PDE auf
ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen (eben die Gleichung der
Charakterstiken (2)). Es ldsst sich erweitern auf allgemeine PDEs 1. Ordnung,
das heisst auf Gleichungen vom Typ

ou Ou 8u):0’

F(xl Lo,y e Ty Uy —— —— e, ——
b b ) n»y 78$1, 81'2, 7axn

jedoch nicht auf PDEs hoherer Ordnung.

1.5 Verfeinerte Klassifikation von linearen
PDEs zweiter Ordnung

Die allgemeine Form einer linearen homogenen PDE 2. Ordnung ist

n

D i axj+zb +eu=0 (4)

i,j=1 i=1
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mit symmetrischen? Koeffizienten a;; = a;;(z1, ..., z,) = a;; sowie Koeffizienten
b; = bi(z1,...,2,) und ¢ = ¢(x1, ..., z,). Die Gleichung (4) heisst dann

(a) elliptisch, wenn die Eigenwerte \; der Matrix (a;;) entweder alle positiv
oder alle negativ sind, das heisst alle A; > 0 oder alle \; < 0,

(b) hyperbolisch, wenn die Matrix (a;;) sowohl positive als auch negative
Eigenwerte A; hat (jedoch kein \; = 0), das heisst \; > 0 fiir i = 1,...,k
und \; <0 fliri=k+1,...,n flir ein £k mit 1 < k < n, oder

(c) parabolisch: Parabolische Gleichungen erkennt man daran, dass eine der
Variablen (normalerweise die Zeit t) dadurch ausgezeichnet ist, dass nach
dieser Variable nur einmal abgeleitet wird, nach den andern Variablen jedoch
zweimal. Eine solche Gleichung der Form

n

ou
ot Z ”6321896 +Zb

1,7=1
heisst dann parabolisch, falls alle Eigenwerte der Matrix (a;;) positiv sind.
Da die a;; im allgemeinen von 1, ...,z, abhingen, ist auch der Typ vom Punkt

(x1,...,zy,) abhingig: So ist z.B. die Tricomische Gleichung yu,, + uyy = 0
elliptisch in der Halbebene y > 0 und hyperbolisch fiir y < 0.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass der Typ durch eine Variablen-
transformation (etwa der Ubergang von kartesischen in Polarkoordinaten) nicht
verdndert wird (deshalb hat die Einteilung {iberhaupt einen Sinn).

Als Faustregel kann man sich Folgendes merken:

e Elliptische PDEs brauchen Randbedingungen.

e Parabolische PDEs brauchen Anfangsbedingungen fiir die Werte sowie Rand-
bedingungen.

e Hyperbolische PDEs brauchen Anfangsbedingungen fiir die Werte und fiir die
Ableitungen sowie Randbedingungen.

Die typischen Beispiele sind:

(a) elliptische PDE:

Au =0 (Laplace-Gleichung)
Au = f (Poisson-Gleichung)

(b) hyperbolische PDE:

ugy = 2 Au (Wellengleichung)

2Falls die Koeffizienten a; ; noch nicht symmetrisch sind, kann man sie symmetrisch machen,

indem man sie durch a;; = %(ai]- + aj;) ersetzt.
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(c¢) parabolische PDE:
u; = a? Au (Wirmeleitungsgleichung)
Man beachte, dass im parabolischen und im hyperbolischen Fall das (z, t)-Gebiet,

in dem die Lésung gesucht wird, in ¢-Richtung unbeschrankt ist. Das heisst, man
sucht die Losung fiir alle Zeiten ¢ > 0.

Nach dieser ermiidenden Klassifikation wollen wir uns nun schleunigst nach
Losungsmethoden fiir lineare PDEs umschauen!

1.6 Das Superpositionsprinzip

Als Erstes lernen wir das Superpositionsprinzip kennen.

Satz 10: Superpositionsprinzip

Gentigen ug, u1, . . . derselben homogenen linearen PDE sowie denselben
homogenen linearen Nebenbedingungen, so besitzt auch die Reihe

u = Zaiui (a; €R)
i=0

(sofern sie konvergiert) diese Eigenschaft.

Fiir inhomogene Probleme gilt dieser Satz natiirlich nicht!

Beispiel 11: zum Superpositionsprinzip Satz

Fiir n € IN geniigen die Funktionen
un(z,t) = sin(nx)e™™ (0<z <7 t>0)
der homogenen linearen PDE
Ugg + Ut =0
und den homogenen Randbedingungen
{u(O,t) =0, u(m,t) =0 (t>0)
tlg(r)lo u(x,t) = 0.

Folglich hat auch die Funktion
0= 5
—~ n3
diese Eigenschaft. Schauen wir nach, welche Anfangsbedingung durch u
erfillt wird:

1
1 .
E 73 S 12(&0 — 3nx? + 272x).

n=1




