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INTRODUCCION

Este libro constituye una introduccién rigurosa a las matematicas, par-
tiendo del estudio de los conjuntos como pilar fundamental. Se cubren
diversos temas como la teoria intuitiva de conjuntos, la induccién ma-
tematica, el conteo, la divisibilidad y las congruencias, las relaciones
y funciones, los 6rdenes, las relaciones de equivalencia y la relacién
de equipotencia entre conjuntos. Ademas, se introduce el concepto de
isomorfismo, nocién que formaliza la idea de similitud estructural.

Este libro esta dirigido a aquellos estudiantes universitarios que co-
mienzan su carrera de matematica pura, y desean aprender a demostrar
de manera rigurosa proposiciones matematicas y entender los conceptos
basicos que fundamentan el desarrollo de la matematica moderna. Sin
embargo, el texto también puede ser utilizado en otros contextos como,
por ejemplo, en cursos de matematicas discretas para estudiantes de eco-
nomia, fisica o ingenierias, o en los Gltimos cursos de aquellos colegios
que prioricen la ensehanza significativa y rigurosa de las matematicas.

Ademas de esto, el autor ofrece el libro a aquellos “matematicos
frustrados” que siempre quisieron profundizar mas en la reina de las
ciencias y que por diversas razones no han podido hacerlo. Este libro
pretende ser para ellos la puerta de entrada definitiva al universo de los
patrones y las estructuras.

xi
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PRERREQUISITOS

Esperamos que el lector esté familiarizado con temas matematicos basi-
cos de la escuela secundaria como, por ejemplo, aritmética, fracciones,
valor absoluto, dlgebra y factorizacién. No se necesitan nociones de geo-
metria, trigonometria, algebra lineal ni calculo infinitesimal para leer
este libro. Tampoco se requiere que el lector sepa hacer demostraciones
matematicas; precisamente uno de los objetivos del texto es ensenar ello
al estudiante. Sin embargo, para facilitar esta tarea, se espera que el
lector tenga un dominio de ciertas nociones basicas de légica como, por
ejemplo, tablas de verdad, conectivos proposicionales, cuantificadores
—existencial y universal—, propiedades légicas, teorema, hipdtesis, con-
clusién, equivalencias y simbolizacién légica. Por ello hemos incluido
un apéndice al final del texto, el cual incluye varios ejercicios con los
cuales el lector podra familiarizarse en dichos temas.

L6égica

Se espera que el lector tenga un dominio de algunas nociones basicas
de logica proposicional para comprender este texto. Para asegurarse de
que este sea el caso, recomendamos fuertemente que el lector estudie el
Apéndice A que se incluye al final, antes de comenzar la lectura de los
capitulos.

Vale aclarar que este libro no consiste en un estudio sobre logica
formal o légica matematica; la logica sera utilizada a lo largo de él
como una herramienta basica para entender y deducir proposiciones
matematicas.!

LECTURA DEL TEXTO

Es recomendable una lectura ordenada y completa de todos los capitulos
del texto. Sin embargo, segin las necesidades o intereses del estudiante,
o del instructor que disefie un curso de matematicas que utilice este
texto como guia, es posible prescindir del estudio de algunas de las
partes de este texto. En particular, el autor considera que las siguientes
secciones no son estrictamente esenciales para un entendimiento basico
del tema: 1.5, 1.7, 2.5, 2.6, 3.4, 3.6, 3.7, 4.2, 4.5, 4.6,4.7,5.6 y 6.2.

A continuacion se describiran brevemente los temas tratados en los
diferentes capitulos de este texto:

LA quien esté interesado en un estudio de la 16gica matematica, le recomendamos
consultar [1]. (La bibliografia la encontrara el lector al final de este libro.)



xiii
CarituLo 1: CONJUNTOS

Estudiaremos las nociones de pertenencia (€) y continencia (<) de con-
juntos, estableciendo el método de doble inclusién para demostrar la
igualdad entre conjuntos. Ademas, estudiaremos el conjunto vacio (&) y
el conjunto potencia para cualquier conjunto A (P(A)), y analizaremos
la Paradoja de Russell. Después introduciremos las operaciones basicas
entre conjuntos (unién, interseccién, diferencia y complemento) y esta-
bleceremos propiedades importantes como la distributividad y las Leyes
de De Morgan. También introduciremos el algebra de conjuntos, método
poderoso para demostrar igualdades entre conjuntos sin utilizar doble
inclusién. Después estudiaremos otras operaciones entre conjuntos: la
unioén e interseccion generalizada, las cuales estan intimamente ligadas
a los cuantificadores 16gicos, y el producto cartesiano, el cual servira
como base para el estudio de las relaciones y funciones en el capitulo 4.

CariTuLO 2: INDUCCION: LOS NUMEROS NATURALES

Estudiaremos la estructura ordenada de los nimeros naturales (IN), esta-
bleciendo el llamado Principio del Buen Orden. Demostraremos que este
principio es equivalente al Principio de Induccién Matematica, el cual
nos servira como método de demostracién para muchas afirmaciones
matematicas asociadas a los nimeros naturales. Después introduciremos
la nocién de isomorfismo entre estructuras ordenadas, la cual sera reto-
mada en el capitulo 6 desde una perspectiva mas general. Finalmente,
utilizando los métodos previamente establecidos de induccién y recur-
sidn, estudiaremos varios ejemplos de conteo —area de las matematicas
encargada de determinar cuantos objetos matematicos poseen cierta
propiedad— y calcularemos el tamafio de ciertos conjuntos finitos que
son recurrentes en las matematicas como, por ejemplo, el conjunto de
todos los subconjuntos de un conjunto que tienen un tamano dado.

CApriTuLO 3: DIVISIBILIDAD: LOS NUMEROS ENTEROS

Estudiaremos la relacién de divisibilidad sobre los naimeros enteros (Z)
—conjunto que sera construido de forma rigurosa en el capitulo 4—,
la cual nos permitira definir las nociones de residuo, maximo comun
divisor, primos relativos y nimeros primos. Estableceremos el Teorema
Fundamental de la Aritmética, el cual permite descomponer de forma
Unica a cada namero natural positivo en factores primos. Después es-
tudiaremos las congruencias médulo # y definiremos una estructura
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llamada los “enteros médulo n” (Z,), la cual ejemplifica los conceptos
de relacién de equivalencia y grupo, que seran estudiados en detalle
en los capitulos 4 y 6, respectivamente. Ademas, demostraremos dos
teoremas clasicos de divisibilidad: el Pequefio Teorema de Fermat y el
Teorema Chino del Residuo, el cual garantiza la solucion de sistemas de
congruencias lineales que cumplen con ciertas propiedades.

CapriTuLO 4: RELACIONES Y FUNCIONES

Introduciremos el concepto de relacién como conjunto de pares orde-
nados y definiremos las nociones de dominio, imagen, inversa y com-
posiciéon. Estudiaremos la clausura reflexiva, simétrica y transitiva de
una relacién, en términos de las operaciones de unién e interseccion
generalizada estudiadas en el capitulo 1. Después nos enfocaremos en
la nocién de funcién como un caso especial de relacion, definiendo ade-
mas los conceptos de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad; esta
ultima sera el pilar fundamental en la definicién de que dos conjuntos
tengan el mismo tamaio, la cual serd estudiada en detalle en el capitulo
5. Después estudiaremos las relaciones de equivalencia, los conceptos
de particion de un conjunto y de conjunto de representantes. Las rela-
ciones de equivalencia permitiran la construccién de la estructura de
los nameros enteros a partir de los nimeros naturales, y la estructura
de los nimeros racionales (Q) a partir de los nimeros enteros, todo lo
cual permite responder a ciertas preguntas cotidianas de conteo.

CariTuLO 5: CARDINALES

Definiremos la relacioén de equipotencia entre conjuntos, la cual forma-
liza la idea de que dos conjuntos tengan el mismo tamano o cardinal.
Demostraremos que ésta es una relacién de equivalencia, lo cual nos
permitira clasificar los conjuntos. Primero definiremos los conjuntos
finitos, demostrando que esta definiciéon coincide con aquélla dada en
el capitulo 2, y estableceremos sus propiedades mediante inducciéon
matematica. Después estudiaremos los conjuntos enumerables, esto es,
aquellos que son equipotentes con IN. Demostraremos que Z y Q son
conjuntos enumerables. Finalmente estudiaremos los conjuntos infinitos
no enumerables, cuyo infinito es mayor que aquél de IN. Demostra-
remos que el conjunto P(IN) y el conjunto de los nimeros reales (R)
son ambos infinitos no enumerables y equipotentes entre si. También
demostraremos que no existe un infinito mayor que todos los demas.
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CAPiTULO 6: ESTRUCTURAS MATEMATICAS

Finalmente, daremos un panorama global, aunque simplificado, de las
estructuras matematicas, muchas de las cuales van mas alla del alcance
de este libro y a partir de las cuales se desarrollan las distintas ramas de
las matematicas (algebra, andlisis, combinatoria, probabilidad, teoria de
numeros, geometria, etc). A partir de las nociones de conjunto, funcién
y relacién que establecimos en los capitulos anteriores, definiremos las
estructuras relacionales, las algebras de Boole, los espacios métricos,
los espacios topoldgicos y los grupos; estos altimos los estudiaremos en
cierto detalle, enunciando sus propiedades principales y dando varios
ejemplos. Finalmente estudiaremos los isomorfismos entre estructuras
matematicas, los cuales son biyecciones que “respetan la estructura”;
por medio de ellos podemos capturar las propiedades esenciales de una
estructura, “quitandonos las gafas” por asi decirlo, esto es, olvidando
los nombres de sus elementos.

SOBRE LOS EJERCICIOS

Durante la lectura de cada capitulo el lector se encontrara ocasional-
mente con el siguiente mensaje:

=" Antes de seguir leyendo

Es este caso le sugerimos que se detenga en la lectura e intente
resolver los pequenos ejercicios que aparecen propuestos alli, con el fin
de aclarar los conceptos que se han presentado. Adicionalmente, al final
de cada seccidn se encuentra una serie de ejercicios. Recomendamos
al lector intentar resolverlos durante un rato largo y, si no los puede
resolver, seguir intentandolo. Es frecuente que el primer enfoque para
resolver un ejercicio no sea el correcto, asi que se deben hacer varios
intentos y para ello ciertamente se requiere de persistencia.

Al final de cada capitulo el lector encontrara un proyecto, el cual
consiste en una serie de ejercicios relacionados entre si, cuyo estudio
apunta a lograr una comprensién mas profunda de algunos de los temas
y conceptos ahi tratados. Se espera que con cada proyecto el lector pueda
motivarse fuertemente a profundizar en su tema favorito, desarrollando
asi desde temprano el gusto por areas particulares en las matematicas
tales como la combinatoria, la teorias axiomaticas, la teoria de grupos,
la teoria de conjuntos y las matematicas discretas.
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CAPITULO 1

CONJUNTOS

Todo es un conjunto. ..

La nocién de conjunto, cuya teoria fue desarrollada a finales del siglo x1x
por Georg Cantor, es posiblemente la nocién mas importante utilizada
en las matematicas modernas. Muchos objetos y conceptos matematicos
(relaciones, funciones, operaciones, grupos, anillos, grafos, espacios vec-
toriales, geometrias, topologias, los nimeros naturales, etc.) se definen
de forma precisa en términos conjuntistas. Por ejemplo, un grupo es un
conjunto junto con una operacion sobre él que tiene ciertas propieda-
des. Una topologia es un conjunto de conjuntos, llamados “abiertos”,
que cumplen con varias condiciones. Puesto que la nocién que permite
construir objetos matematicos complejos es la de conjunto, la pregunta
fundamental parece ser la siguiente: ;qué es un conjunto exactamente?

No nos molestamos por responder lo anterior, ya que esto da pie a
un juego de nunca acabar. Pues, si un objeto es una coleccién, entonces
¢qué es una coleccidon? Si una coleccién es una clase, entonces ;qué es
una clase? En vez de buscar definir un conjunto, vamos a establecer
ciertos principios fundamentales que hablen sobre ellos y que permitan
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2 CONJUNTOS

manipularlos de manera efectiva. En vez de decir explicitamente qué
son los conjuntos, los describiremos de forma general estableciendo sus
propiedades fundamentales y desarrollando asi su teoria.

§ 1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES

En términos informales un conjunto es una coleccion de objetos. La no-
cion basica para estudiar los conjuntos es la de pertenencia. Por ejemplo,
sea H el conjunto de todos los seres humanos y d la persona Diego Reyes.
Es claro que d es un miembro o elemento del conjunto H. Decimos
entonces que d pertenece a H o que d es un elemento de H y escribimos:

deH.

Por el contrario, como el niimero ¢ = 3 no es un ser humano, decimos
que c no pertenece a H y escribimos:

c¢H.

Todo esto es muy sencillo. Sin embargo, para entender la naturaleza
y propiedades de los conjuntos, es conveniente hacer las siguientes
observaciones:

(a) Conocer un conjunto equivale a conocer sus elementos. De esta
forma, si A y B son conjuntos que tienen exactamente los mismos
elementos, entonces son el mismo conjunto y escribimos A = B.
Esto se lee: “A es igual a B”.

(b) La notacién de corchetes es una forma comun de describir conjun-
tos. Por ejemplo, si A es el conjunto cuyos elementos son 3y 5,y
ninguno otro, podemos escribir:

A={3,5}.

(c) El orden en que listamos los elementos de un conjunto no es
importante. Por ejemplo, {3,5} = {5,3}. En otras palabras, un
conjunto se asemeja a una bolsa de dulces distintos que podemos
revolver o “desordenar” sin que cambie. Al hacerlo, no perdemos
la informacién sobre qué dulces pertenecen a la bolsa, es decir,
qué elementos pertenecen al conjunto.

(d) Siun objeto pertenece a un conjunto, pertenece exactamente una
vez a él. Por ejemplo, el conjunto {6,6} tiene exactamente un
elemento: el nimero 6. Asi, {6,6} = {6} pues ambos conjuntos tie-
nen exactamente los mismos elementos, a saber, 6. Andlogamente
tenemos que {2,3,3,2,3} ={2,3}.

(e) Un conjunto puede ser finito o infinito, segin tenga un nimero
finito o infinito de elementos. Por ejemplo, el conjunto {1,3,5,7}
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es finito pues tiene cuatro elementos. En cambio, el conjunto de los
numeros impares positivos {1,3,5,7,... } es infinito, pues nunca
acabariamos de escribir a todos sus elementos.

(f) Un conjunto puede carecer de elementos y cuando tiene esta pro-
piedad se denomina un conjunto vacio. Mas adelante demostrare-
mos que en realidad existe un tnico conjunto vacio.

(g) Sicesuna propiedad y x es un objeto, entonces se abreviara la
afirmacién “x tiene la propiedad ¢” asi: ¢(x). Por ejemplo, si c(x)
es la propiedad “x es un caballo”, denotamos el conjunto de los x
que tienen la propiedad c, “el conjunto de los caballos”, como

[x:e(x)),
y lo leemos asi: el conjunto de los x tales que c(x) (el conjunto de los
x tales que x es un caballo).

(h) La notacién de corchetes es conveniente para describir algunos
conjuntos, pero hay que ser cuidadosos en su uso. Por ejemplo,
podria pensarse que el conjunto {x,y} es necesariamente un con-
junto con dos elementos. Sin embargo, si x =y, se tiene entonces
que {x,v} = {x} ={y}, y en tal caso seria un conjunto con un tnico
elemento.

Ejemplo 1.1. Los siguientes son ejemplos de conjuntos:

(a) Sea A el conjunto cuyos unicos elementos son 2 y 7. Esto es,
2 €A, 7 € Ay para cualquier objeto x, si x es distinto de 2 y
de 7, entonces x ¢ A. El conjunto A se puede escribir como
A ={2,7}. Gracias a las observaciones anteriores tenemos que

A={2,7v={7,2}={2,7,2,2} ={7,7,2,2}, etc.

(b) Sid es un objeto cualquiera, el conjunto que resulta de intro-
ducir a d en un conjunto y no introducir ningtn otro objeto es
{d}, el conjunto cuyo Gnico elemento es d. El conjunto {d} es
llamado el singleton {d}.! Por ejemplo, si A = {1,2,3}, enton- | Singleton
ces {A} ={{1,2,3}} es un singleton. Claramente A es distinto
de {A} ya que A tiene tres elementos, mientras que {A} tiene
tan s6lo un elemento.

I Aunque en la literatura matematica lo habitual es encontrar el anglicismo “singleton”
—costumbre que aqui seguiremos—, en espanol también se lo suele llamar “conjunto
unitario” o “uniconjunto”.
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i IN: (c) Simbolizamos mediante IN al conjunto de los nimeros natu-
umeros .
naturales rales, el cual se define como

N:={0,1,2,...}.

IN es un conjunto infinito y ademaés tiene la siguiente notable
propiedad: para todo n, si n €N, entonces n+1 € IN.

(d) Sea S el conjunto de todos los nimeros naturales entre 4 y 900,
incluyendo extremos. En lugar de listar todos los elementos
de S, es conveniente escribir este conjunto como {x e IN: 4 <
x <900}. Esto se lee: el conjunto de los x en IN tales que x es
mayor o igual a 4, y menor o igual a 900.

(e) Sea D={3,8,13,18,23}. Entonces D={3+5j:j=0,1,2,3,4},
que se puede leer asi: D es el conjunto de los niimeros de la
forma 3 +5j, en donde j varia entre 0 y 4 . Por ejemplo, 13 es
de la forma 3 +5j (si se toma j = 2). Una manera alternativa
de describir a D es la siguiente: sea C ={0,1,2,3,4}. Entonces
D={3+5j:jeC}.

exf\e’zts‘:gm Los ejemplos (a), (b) y (c) ilustran maneras extensionales de nom-
brar conjuntos, en las cuales listamos sus elementos explicitamente; el
mi\e”‘;ts‘zfg ejemplo (d) describe otra forma de nombrarlos, intensionalmente, exhi-
biendo la propiedad comtin que comparten sus elementos; el ejemplo
(e) muestra un conjunto representado de ambas maneras.
Toda forma extensional finita puede traducirse a una forma intensio-
nal: si
S={ag,a1,...,an},
entonces podemos decir que S = {x:p(x)}, donde p(x) es la propiedad
“x=apox=aj;o0...0x=a,”. Sin embargo, muchas descripciones inten-
sionales no tienen contraparte extensional (;puede el lector pensar en
ejemplos de ello?).

=" Antes de seguir leyendo
1. ;Cudantos elementos tiene el conjunto {1,{6,9}}?
2. Liste todos los elementos del siguiente conjunto:
{y: existe ke N tal que 0 <k <5y y=3+2k}.
3. Sean A={1,2,3,4} y B={3,4,5,6}. Sea C el siguiente conjunto:
C={xeIN: sixeA entonces x € B}.

Liste todos los elementos de C.
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SUBCONJUNTOS

Sea Higss el conjunto de los seres humanos que nacieron en el ano
1843. Es claro que todo elemento de Hjgss es también un elemento
de H = {x: x es un ser humano}, esto es: para todo x, si x pertenece a
Hjg43, entonces x pertenece a H. Lo anterior lo expresamos diciendo que
Hjg43 es un subconjunto de H. Si simbolizamos “para todo” mediante
el simbolo V, e “implica” mediante el simbolo —, podemos formular la
definicioén general de subconjunto de la siguiente manera:

Definicion 1.2. Sean A y B conjuntos. Diremos que A es un subconjunto
de B (en simbolos, A € B) si

Vx:x€eA—x€B,

lo que se lee: “para todo x, si x € A entonces x € B”.

Por definicién, las expresiones “A € B”, “A es un subconjunto de B”,
“A esta contenido en B” y “A esta incluido en B” significan lo mismo. Sin
embargo, éstas no significan lo mismo que la expresiéon “A pertenece
a B”. En otras palabras, las nociones de pertenencia y contenencia son
distintas y no son intercambiables. Por ejemplo, un ser humano no esta
contenido en el conjunto H de los seres humanos, sino que pertenece a
este conjunto. Por otra parte, el conjunto de los nigerianos no pertenece
al conjunto de los africanos, sino que estd contenido en él, ya que para
todo x, si x es nigeriano, entonces x es africano.

En matematicas es frecuente demostrar afirmaciones de la forma
A ¢ B. Esto significa demostrar que para todo x, si x € A, entonces x € B.
La primera afirmacion, x € A, se llama la hipdtesis (afirmacién que supo-
nemos verdadera) y la segunda afirmacidn, x € B, se llama la conclusion
(afirmacion que debemos concluir a partir de la hipotesis). Esquematica-
mente, una demostracioén de la afirmaciéon A ¢ B tiene la forma siguiente:

Sea x € A: entonces. .. entonces x € B.

Los puntos suspensivos en el esquema anterior representan distintas
afirmaciones que se pueden concluir l6gicamente a partir de la hipdtesis
de que x € A. El objetivo es “llegar” a la afirmacién x € B. Este método
de demostracién se denomina método de demostracion por elementos.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.3. Sean A = {12n:n €N}, B = {3k : k ¢ N}. Demuestre
que AcB.

V:

Para todo
-
Implicacion

<
Subconjunto

Hipdtesis

Conclusion

Demostracion
por elementos
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Solucion. Queremos demostrar que para todo x, si x € A entonces x €
B. Por ello comenzamos escribiendo: sea x tal que x € A, entonces por
definicion de A, existe n € N tal que x = 12n. Queremos demostrar
que x € B, es decir, que existe k € N tal que x = 3k. Ahora, x=12n=
3(4n). Sea k = 4n. Entonces x = 3k y claramente k € IN, pues el
producto de dos nlimeros naturales es un namero natural. Luego,
por definicién del conjunto B, 3k € B. Como x = 3k, concluimos,
como queriamos, que x € B. ]

Ejemplo 1.4. Sean A = {n® :ne N,n> 1}, B={k:k e N,k > 5}.
Demuestre que A ¢ B.

Solucion. Queremos demostrar que para todo x, si x € A entonces
x € B. Por ello comenzamos escribiendo: sea x € A. Entonces existe
nelN tal que n>1y x=n% Como n>1y nes un nimero natural,
tenemos que 7 > 2. Entonces x = n® > 2% = 8. Claramente x e N y
x>5,luego x € B. ]

En general, en matematicas para demostrar una afirmaciéon de la
forma “para todo x, si p(x) entonces g(x)”, se comenzara la demostra-
cién escribiendo “sea x tal que p(x)”. En particular, para demostrar que
A € B, es decir, que para todo x, si x € A entonces x € B, la demostraciéon
debera comenzar con “sea x tal que x € A” o simplemente “sea x € A”.

=" Antes de seguir leyendo
Sean A={6n+9:neIN}, B={3k:k ¢ N}. Demuestre que A € B.

Observacion 1.5. A 2 B significa naturalmente B ¢ A, lo que se puede
leer A es un superconjunto de B.

Supongamos que A € By sea x cualquier objeto. Si x no pertenece
a B, entonces x tampoco pertenecerd a A, ya que si x perteneciera a A,
también perteneceria a B, lo cual contradice nuestra hipétesis de que
x ¢ B. En resumen:

Si Ac By x¢B, entonces x ¢ A.

La relacion no ser subconjunto la denotamos con el simbolo ¢. Por ejem-
plo,si A={1,3,5} y B={1,7}, entonces A no es un subconjunto de B ya
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que —por ejemplo— 3 € Ay 3 ¢ B. La afirmacién A ¢ B es equivalente a
la siguiente afirmacién: “Existe x tal que xe Ay x ¢ B”.

IGUALDAD DE CONJUNTOS

Sean A y B conjuntos,” y supongamos que A € By B ¢ A. Esto quiere decir
que Ay B tienen los mismos elementos: todo x que pertenezca a A debe
pertenecer a By viceversa. Pues bien, en este caso lo mas natural es que
podamos concluir que A y B son en realidad el mismo conjunto. En otras
palabras, la inica razén para afirmar que dos conjuntos son distintos
es que difieran en sus elementos. Dicha propiedad la expresamos en el
siguiente principio:3

Principio 1.6 (Extensionalidad). Silos conjuntos A y B tienen exacta-
mente los mismos elementos, entonces A = B.

Si Ay B son conjuntos y A = B, entonces claramente A y B tienen
los mismos elementos. Ahora bien, gracias al Principio de Extensiona-
lidad (pE), si A y B tienen los mismos elementos, entonces A = B. En
resumen, las afirmaciones “A = B” y “A'y B tienen los mismos elementos”
son equivalentes, esto es, siempre que alguna de ellas sea verdadera, la

otra también lo es.* De forma més concisa, escribimos:
A =B« Ay Btienen los mismos elementos,

donde el simbolo < se lee “si y sélo si”, y representa la equivalencia
entre dos afirmaciones.

Observacion 1.7 (Formas equivalentes para expresar la igualdad de
conjuntos). Si A y B son conjuntos, las siguientes afirmaciones son equi-
valentes entre si; esto es, siempre que alguna de ellas sea verdadera,
entonces las demas también lo seran:

(a) A

(b) Ay B tienen los mismos elementos;

(c) AcByBcA;

(d) (Vx:xeA—>xeB)y (Vx:xeB—>x€cA);

2En principio, podria ocurrir que A = B, pues dos nombres o simbolos distintos no
garantizan que los objetos nombrados por ellos sean objetos distintos.

3Un principio es una afirmacién que suponemos verdadera, pero no demostramos.

4Sobre la nocién de equivalencia, véase el Apéndice A, Definicién A.3 p. 299, abajo.

PE:
Principio de
Extensionalidad

Afirmaciones
equivalentes

>
Equivalencia
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(e) Vx:xe A< x€B;

(f) para todo elemento x, obien xc Ay xeB,obienx¢ Ay x¢B.

Observacion 1.8. Una analogia util con el pE es la siguiente: sia y b son
numeros tales que a<by b <a, entonces a=b.

Por el rE, para demostrar que los conjuntos A y B son iguales, basta
demostrar dos afirmaciones por separado: AC By Bc A. A este método
de demostracién de igualdad de conjuntos lo denominaremos demostra-
cion por doble inclusion.

Para los dos ejemplos siguientes es necesario introducir el conjunto
de los niimeros enteros, definido como Z :={...,-2,-1,0,1,2,...}. Note
que NcZ.

Ejemplo 1.9. Sea A={y+1:y€Z}, B={z+3:z¢Z}. Demuestre
mediante doble inclusién que A = B.

Solucién. Demostraremos por separado que Ac By Bc A:

(€) Queremos demostrar que para todo x, si x € A, entonces x € B.
Comenzamos escribiendo: “sea x tal que x € A”. Ahora, como
x € A, entonces existe y € Z tal que x = y + 1. Queremos ver
que x € B, esto es, que existe ze Z tal que x =z + 3. Dado que
x =y +1, entonces

x:y+1 :(y—2)+3.
Tomemos z =y — 2. Dado que y € Z, entonces z € Z. Ademas

x =2z + 3. Hemos demostrado que existe ze Z tal que x=z+3,
luego x € B, como queriamos.

(2) Queremos demostrar que para todo x, si x € B entonces x € A.
Comenzamos escribiendo: “sea x tal que x € B”. Ahora, como
x € B entonces existe z € Z tal que x = z+ 3. Queremos ver
que x € A, esto es, que existe y € Z tal que x =y + 1. Dado que
x =z + 3, entonces

x=2z+3=(z-2)+1.
Tomemos y = z—- 2. Dado que z € Z, entonces y € Z. Ademas

x=p+1. Hemos demostrado que existe ye Z tal que x =y +1;
luego x € A, como queriamos. n
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Ejemplo1.10. SeaA={4y+1:yeZ}, B={9-4z:z¢Z}. Demuestre
mediante doble inclusion que A = B.

Solucion. Demostraremos por separado que AC By Bc A:

() Sea x € A. Entonces existe y € Z tal que x = 4y + 1. Queremos
ver que x € B, esto es, que existe z € Z tal que x =9 —4z. Dado
que x =4y + 1, entonces

x=4yp+1=9-9+4p+1=9-8+4y=9-4(2-y).
Tomemos z =2 -y. Dado que y € Z, entonces z € Z. Ademas
x = 9-4z. Hemos demostrado que existe z € Z tal que x = 9-4z;
luego x € B, como queriamos.
(2) Sea x € B. Entonces existe z € Z tal que x = 9 —4z. Queremos
ver que x € A, esto es, que existe y € Z tal que x = 4y + 1. Dado
que x = 9 — 4z, entonces:

x=9-4z=8-4z+1=4(2-2z)+1.
Tomemos y = 2 - z. Dado que z € Z, entonces y € Z. Ademas

x =4y+1. Hemos demostrado que existe y € Z tal que x = 4y +1;
luego x € A, como queriamos. ]

A veces la relacion de ser subconjunto es estricta, en el sentido de que
no se da una igualdad:

Definicion 1.11. Sean A y B conjuntos. Diremos que A es subconjunto
propio® de B (y lo notamos como AcBo ASB)si ACBy A#B.

Por ejemplo, {1,2} c {1,2,3,4} y {} € {2,3}. Como el lector puede
verificar, la afirmacioén A c B es equivalente a: A € By existe x tal que
xeByx¢A.

=" Antes de seguir leyendo

1. ¢Verdadero o falso? Dados dos conjuntos A y B, siempre vale
por lo menos alguna de las siguientes afirmaciones: A € B o
Bc A. ;Cémo se compagina esto con la analogia de los nimeros
propuesta anteriormente?

2. Calcule el nimero de subconjuntos propios de {1,2}.

5Debe advertirse que en algunos libros de matematicas el simbolo c es utilizado para
referirse a la relacion < de contenencia.

céc:
Subconjunto
propio
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EL coNjUNTO VACiO

Sea V un conjunto. Decimos que V' es un conjunto vacio, y lo simbo-
lizamos como g, si no tiene ningun elemento. Dicho de otro modo, el
conjunto V es vaciosi Vx:x¢ V.

Naturalmente, un conjunto es no vacio si existe algin elemento x
que le pertenece. Si representamos la palabra “existe” con el simbolo 3,
tenemos que un conjunto V es no vacio si y sélo si

dx:xeV,

lo que se lee: “existe x tal que x pertenece a V”.

Es facil pensar en conjuntos no vacios: pensar en {2,3} es pensar en
el 2yel 3,y pensar en IN es pensar en infinitos nimeros: 0,1,2,... En
contraste, pensar en un conjunto vacio equivale a pensar en nada. A
continuacion establecemos, como principio, que existe por lo menos un
conjunto con la propiedad de ser vacio:

Principio 1.12 (Principio del conjunto vacio). Existe un conjunto V que
es vacio, esto es, que cumple la siguiente propiedad:

Vx:x¢V.

+Existen multiples conjuntos vacios diferentes entre si? La respuesta
es que no. A continuaciéon damos una demostracién de este hecho.

Teorema 1.13. Si V y V' son conjuntos vacios, entonces V = V.

Prueba. Sean V'y V' conjuntos vacios. Entonces por definicién, tenemos
que

Vx:x¢Vny:x¢V’.

Demostraremos que V € V' y que V' ¢ V. Supongamos que V ¢ V'. Esto
significa, por la definicion de ¢, que existe x tal que x€ V y x ¢ V. Sin
embargo, la existencia de un x tal que x € V contradice la hipétesis de
que V es conjunto vacio, de modo que en realidad no puede ocurrir que
V ¢ V/; por lo tanto,V ¢ V'. De manera analoga podemos demostrar que
V'cV.Como VcV'yV'cV,concluimos por el pE que V =V'. "

Este teorema nos autoriza a utilizar un simbolo para referirnos al
conjunto vacio, ya que éste es unico. Este simbolo serd @, o también {}.
Si abreviamos “existe un tnico” por 3!, lo que hemos mostrado es lo
siguiente: 'Y : Vx: x ¢ Y. Por definicion, el conjunto vacio es un conjunto
finito (pues tiene 0 elementos).
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=" Antes de seguir leyendo

1. Demuestre que YA : @ c A. En otras palabras, que todo conjunto
contiene al conjunto vacio.

2. ;Es todo objeto del universo un conjunto? ;Por qué? (Ayuda: la de-
finicién de un conjunto no puede ser “algo que tiene elementos”;
silo fuera, @ no seria un conjunto, lo cual estaria en contradiccién
con el Principio 1.12.)

Supongamos que queremos encontrar una propiedad que sélo la
tenga el nimero 2. Por ejemplo, la propiedad p(x) := “x es par” es una
propiedad relativa a 2, pero otros nimeros también la tienen. En cambio,
la propiedad g(x) := “x es un nimero primo par” es una propiedad que
sélo el 2 cumple, como se vera en el capitulo 3. Decimos, entonces que
la propiedad q caracteriza al nimero 2.

La propiedad de ser un conjunto vacio, definida anteriormente, al ser
satisfecha por un tnico objeto, lo caracteriza y le da su nombre: “el
conjunto vacio”. Veamos una caracterizacion alternativa del conjunto
vacio, esto es, otra propiedad que lo distingue del resto de los conjuntos.
Esta propiedad es la de ser subconjunto de todos los conjuntos.

Teorema 1.14. Para todo conjunto A tenemos que A=g < (VYB:ACB).
Prueba. Sea A un conjunto. Una proposicion de la forma p <> g es equi-
valente a (p > q) y (9 = p). Por ende, para demostrar la afirmacién
A=g« (VB:AcB),
debemos demostrar por separado las dos siguientes:
(a) A=z — (VB:AcB); (b) (VB:AcB)—-A=¢2.

La parte (a) se simboliza como (—) y la parte (b) como (< ):

(=) Supongamos que A = @. Sea B un conjunto. Debemos demostrar

que A ¢ B. Por la definicién de subconjunto, debemos demostrar
que, para todo x,

xeA—>xeB.

Sea x dado; como la afirmacién “x € A” es falsa (ya que A = @),
podemos aplicar la Ley del Antecedente Falso (véase el Apéndi-
ce A) para concluir que la afirmacién “x € A - x € B” es verdadera.
Concluimos que A € B, como queriamos.



