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1 Folgen und Reihen

1. Mogliche Fortsetzungen:

a) 100000, 1'000'000, ...; ax = 10", ke N

b) 19, 21, ...; alle ungeraden natiirlichen Zahlen ab 5; ap =2k +3, k € N

c) 48,63, 80, ...; alle Quadratzahlen minus eins; ay = k?> -1, k € N

d) 3, 5, ...; Dezimalbruchentwicklung von 7

e) 0,0,0,5,0,0,0,0,0,6,...; auf k € N folgen k& Nullen

f) 21, 34, ...; Fibonacci-Zahlen

g) é,%,...;a k(k+1)7k€N

h) Zusatzzahl 1; Ziehung Schweizer Zahlenlotto

i) 22,29, ...; k€ N als Differenzenfolge

j) 15,26, ...; Cake Numbers: ay = % (k3 — 3k + Sk) , k € N oder
16, 32, ...; Zweierpotenzen: aj = 2!, k€ N

k) 70, 92, ...; Pentagonalzahlen: aj = 1 (3]{:2 — k) , keN

1) 30, 31, ...; Anzahl Tage der Monate

m)0, 7; Geburtsdatum von LEONHARD EULER: 15.04.1707
n) 60, 120, ...; ap = (k—1)(k—2)(k—3), ke N

o) 19, 23, ...; Primzahlen

p) 7,10, ...; 2k, (2k — 1)-Struktur; agr = 2k — 1, agg—1 =2k, k€N
q) 40, 57, ...; Kartenhauszahlen: ay, = 1(3k? + k), k € N

r) 20, 50, ...; Minz- und Notenwerte in der Schweiz

s) 4 ..; Anzahl Buchstaben von 1, 2, 3, 4,

t) 1, 1; Telefonnummer ORELL FUSSLI VERLAG

u) 15’622, 78'122, ...; ap =5 -3, k€N

v) 1 ..; 1, falls k € N eine Primzahl ist, sonst 0

1.1 Einfiihrung

2.a) a1=2-1-1=1,a,=2-2-1=3,... = 1,357,911
=12 -3-1414=12 ap =22 —3-24+14=12, ... = 12, 12, 14, 18, 24, 32
ag =cos(l-m)=—-1, a2 =cos(2-m)=1,... = —-1,1,-1,1, -1, 1

b) as =2a1 —4 =22, a3 =2a; —4 =40, ... = 13, 22, 40, 76, 148
ag=21—-3a1 =9, a3 =21—-3a, =—-6, ... = 4,9, —6, 39, —96

az=as+a1=14+2=3, a4 =a3+ax=3+1=4, ... = 2,1,3, 4,7
as=a1+1=8,a3=a2+2=10, ... = 7,8,10, 13, 17
3.a) a, =2k b) ar =2k — 1 c) ap = 2F d) ar = k?
e) ap =Tk f) ap=Tk+1 g) ap = 10k — 23 h) aj = 3k
o)k _
s = e



1 Folgen und Reihen

10.

11.

12.

. E

9]

e &

2o

ar = 4k ,kEN:> a50—29090,a51 % b) ak:732ktrk1,k€N = a50:%,a51:%
a1 =3, a1 =ar+4, k€N b) a1 =6, ag+1 = 2ag, k€N
a1=6,ak+1:2ak—|—1,kz€N d)a1:4,ak+1:3ak—1,k€N
1,3,2,-1,-3,-2,1,3,2, -1 = a, = anték

= @100 = Q44616 = a4 = —1, aj01 = —3, ajo2 = —2 und ajp7 = a101 = —3

21727 1221725%:> An = Gn+6k

= @100 = Q44616 = G4 = 3, 101 = 1, a102 = 2 und a197 = ago1 = 1

gilt fiir alle Teilaufgaben k € N.

11, 15, 19, 23, 27 und aj, = 4k — 1 b) —1, -5, —9, —13, —17 und aj, = 11 — 4k
2,3,4,5,6und ap =k —1 d) —=3,-2,-1,0,lund a, =k —6

16, 32, 64, 128, 256 und ap =2 -2¥ =21 kL e N
9,3, 1a379undak:243;3k:35—k kEeN

36, 54, 81, 23, 29 und g, =16 (2)" 7 = =2 (P)" ke N

-2, -2, -2, -2, —2und ap = -2, ke N
a1 =36, ap41 =ar+2, k€N b) a1 = -1, a1 =ar —2, k€N
a1 = —3, ag+1 = —3ag, k€N d) a1 =1, agr1 = ap + 2k + 1 oder

apy1 = (Var +1)%, k€N

explizit: ap = —(—1)F = (=1)*! oder a; = — cos(km) oder a, =sin((2k —1)%), k € N

rekursiv: a; = 1, apy1 = —ay oder ap11 = ap + (—1)*-2, k € N

explizit: a = (—1)* oder ay, = cos(kw), k € N

rekursiv: a; = —1, apy1 = —ay oder axr; = ap + (—1)*1.2 k€N
k

explizit: ap = § — (—1)%- § = # oder ap = [sin(k - §)|,

rekursiv: a; =1, as =0, a2 = ag, k €N

explizit: a;, =sin((k —1)- Z) oder ay = —cos(k- %), k € N

rekursiv: a; = 0, ag = 1, agp2 = —ay oder a; =0, apr1 = ap + V2 - sin((Zk: + 1)%), keN

11111

1 _1
' 50 60 340 o0 o0 Und ar = 5, K €N

o 1. Variante:

Ok—2 k-3 Gk—4 ay
a __ Aag—1 __ k—1 _ k—2 _ k—3 — 2 —_— ai
k= "% T Tk T Rk-D  kRG-D(k-2) - Ek—1)(k—2) - (k—(k—3)) _ k(k—1)--32
& =
e 2. Variante: a5:ﬁ:é:>a6:%:%:é:;ak:‘“«T—l:“;l)!:%
15 31 63 _2k—1 1—k

17§,Z,§,T6,§undak—2k7_1—2_2 ,kGN

— 31 _32-1_9_ 1 _o9_ 1 — 1 _(9_ 1 1l _9_ 1
as = 15 = 15 = 2 =2 24:>a6—a5—|—25—(2 24)+25—2 25

1
= akZQ*F

1, —4,9, —16, 25, —36 und aj, = (—1)* 1. k2 k€N
as = 5% und ag = =62 = a5 = —(—1)° - 5% und ag = —(—1)°¢ - 62
= ap=—(—1)F k2= (=-1)k1. g2

1

k!
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Einfiihrung

13.

14.

15.

16.

17.

d) 21,5 4% 53 5 o - wmdap=v2-22"% sin((2k - 1)5), k€N
ag =271 ar=-2"5 a3 =-2"%0a9=2"" = a,=v2-227F .sin((2k — 1)%)

a) (ag) = (bg) = (¢r): 1,11, 111, 1111, 11'111, ...

b) (ar) = (bx) = (ex): 1, 3, 50 1> 55 ---

a) 1,4,9,16,25,36, ... = sp=k? = s100 = 1002 = 10’000
4L fiir k ungerade

b) 1,-1,2,-2,3 -3,... = sp=2 2~ = s100 = 52 = —50
=, fir k gerade
c) 1,3,7,15,31,63, ... = s, =2F—1

= s100 = 2190 — 1 = 1"267'650'600'228'229'401'496'703'205'375

a) 12+ 14416 + 18 = 60

b) 12+ 14 + 16 + 18 + 20 + 22 + 24 + 26 + 28 + 30 + 32 = 242
11

c) (Zak>+a12+a13+a14:242+34+36—|—38:350

k=1

14
d) 20 +22+244+26+28+30+32+34+36+38= 3 a — Zak—350 60 = 290
k=1 k=1

e) 2'Zak =(a1+az+...4an)+ (an+an—1+...+a1)

- = 12 + 14 +...+(2n+8)+ (2n+10)
+@2n+10)+2n+8) +...+ 14 + 12
=2n+22)+2n+22)+ ...+ (2n+22) + (2n +22)
= n(2n 4 22) = 2n? + 22n

i 2
= Y ap =242 = p2 4 11p

7 - 50
a) > 5k b) z 5k

k=1 k
¢) §5k—§(go+5k) d) z

k=5 k=1 k=1

20 116 116
bty D D= ko)

a) (ar) =v2-1,V3-v2,2-V3, V56 -2, V6 -5, VT -V6,2v2- V7,3 -2V2, ...

s3=(V2-1)+(V3-v2)+(2-V3)=-1+2=1
Alle Summanden bis auf zwei lassen sich wegstreichen.
= sg=—-143=2 = s, =yn+1-1(neN)

Analog fiir die weiteren Teilaufgaben.

_ 1 _ 24 _ 1 _ 99 _ 1 _ (n+1)?—1 _ n(n+2)
b) sy =1- @ = %=l =iz T 1000 S = L= iz T oz © gz PEN
c) s15=1— 7*177f§sn:17 L _ vndll N

15+1 47 n+1 Vn+1



4 1 Folgen und Reihen
18. a) rekursiv: a3 = 1, ag+1 = ap + 2 (k € N); explizit: ap = 2k — 1 (k € N)
b) 4,9, 16, 25, 36, 49, 64 = s, =n2, neN
)
o000
00 0000 usw.
[ N 000 0000
o [ N J 00 o000
8121 8224 83:9 84:16 55:25
d) a1 + a1z + a1z + ... + a1000 = S1000 — S10 = 10002 — 10% = 999'900
19.2) G2 =01~ 153 =5 3=6 03=02— 537 =~ 15 = 19,4 = 03~ 395 = 13 ~ 35 = 20>
2" _ 1 11 _ 2 1 11
a5 =04 = 756 — 20 60 300 %6 =4 ~ 567 — 30 105 42
b)si=g,s=3+5=5s=3+m=hs=itx=-5%=5+3m =%
= S, HLH, neN
c) sg=(a1+as+...+ax—1)+ar = ar =S —Sp—1 = ak:%f’“—gl:m, keN
20. 5, = In(3) +1n(3) +In(4) +.. I (52 ) + (=) = (234 g i) —n(ne )
1.2 Verschiedene Typen von Folgen und Reihen
21. Zur Uberpriifung jeweils die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder bilden: ap i — ag.
a) Ist eine AF. Rekursiv: a; = 1, ax+1 = ar + 3; explizit: a, =1+ (k—1)-3 =3k —2.
b) Ist eine AF. Rekursiv: a; = 1, ax41 = ar + 1; explizit: ay =1+ (k—1)-1=k.
c¢) Ist keine AF, da 18 — 13 =5 # 7 =25 — 18.
d) Ist eine AF. Rekursiv: a1 = 12, agy1 = a + 8; explizit: a =12+ (k — 1) - 8 = 8k + 4.
e) Ist keine AF, da 11 — 14 = -3+ —2=9—11.
f) Ist eine AF. Rekursiv: a; = 50, a1 = ar — 10; explizit: ar, = 50+ (k—1)-(—10) = 60— 10k.
22. a) a2—6+8—14 = a3=144+8=22 = a4, =224+8=30 = a5 =30+8 =38
b)d=7-3=4 = a;=15+4=19
c) as=5+(5—-1)-7=33
d) as =344+ (5—-1)-5=54
23.a) d=221288-2 — 189 = ¢; =2, ap =2+ 189 = 191 und a3 = 191 + 189 = 380
b) rekursiv: a; =2, a1 = ar + 189, k € N; explizit: ay =2+ (k—1)-189, k € N
24.a) d=%"8 =53 =1 = ¢ =4+ (k—1)-3, keEN = ay=4+(20-1)-1 =2 =135
b) d=28=%0 = 1812 _ 3 — 4 =g (1 0-1)d=12—(10-1)- 3=3
= a,=34+k-1)2, keN = ay=2+(4-1)-2=2=384
25. ap = 800, ags = 1575 = d = 1202800 =31 = q; =831, a1 = ax + 31, k€ {1,2,...,24}
26.d = — 2, die Gleichung 0 = 1 + (k — 1) - (—2) ergibt k = 6.5, also 6 Glieder.

27. (m? +3) —m = (4m* —2m) — (m*+3) & 2m*—m—-6=0 = m; = —2 und my = 2
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

(m—d)+m+(m+d) =3m=30 = m=10

(m—d)? +m?+ (m+d)?=3m2+2d% =318 = 2d> =318 —3m2 =18 = d = +3
Die AF lautet 7, 10, 13 oder 13, 10, 7.

d=7und a, =20+(n—1)-7=1490 = n=211

1490 4+ 1483 + ... + 20 = s911 |+

1510 + 1510 + ... + 1510 = 25511 |

so11 = 25210 = 159'305

Die Summe einmal in der gegebenen Form und einmal in umgekehrter Reihenfolge direkt dar-
unter aufschreiben und die {ibereinanderstehenden Summanden addieren. Sei d = ax41 — a.

a1 + ao + as +...+ an—9o +  ap—1 + Ay, = S,

A +  ap—1 + Qp—2 +...+ as + ao + ai = S,

ay + a1+d + a1+2d +...+ ap,—2d + a,—d + an, =S,

Qn + a,—-d + a,—2d +...+ a1+2d + a1+d + a1 =38, |+
(a1 +an) + (a1 +an) + (a1 +an) +...4 (a1 +an) + (a1 +an) + (a1 +an) =28,

= 28, = nlar +an) & s, = §(a1 + ayn).
Anschliessend muss nur noch die explizite Formel fiir a,, eingesetzt werden:

sn=2(a1 +[a1 + (n—1)d]) = 2201 + (n — 1)d) = n - a; + 222,

VI3

a) ey =1lundd=1 = ajoo =100 = s190 = 12 (14 100) = 5050

Jar=1lundd=2 = a,=1+(n—1)-2=99 = n=>50 = s50 = (1 +99) = 2500

¢) ag=53undd=3 = a, =53+(n—1)-3=335 = n=95 = Sg5 = %(53—!—335) = 18'430
d) ag=2undd=2 = s5 =502+ 2229 .2 = 2550

e) s45=45-0.5+ 251 .0.2=2205

f) d=5488 — 12 = g, =48.8—(-1.2) =50 = s50 =50-50+ 2%2 . (—1.2) = 1030

o

a) d=T=8 =7 = a; =8,a2 =15, a3 =22, ay = 29, a5 = 36, ag = 43, a7 = 50
b) aso =8+ (50 — 1) - 7 = 351

) a2 +asx +...+as = s50 — s20 = (22(8 +351)) — (20 -8 + 219 . 7) = 7485

a) ag =100undd=2 = a, =100+ (n—1)-2=10"000 = n = 4951
= s1951 = 121(100 + 10'000) = 25'002'550

b) a3 =99 undd=2 = a, =999+ (n—1)-2=9999 = n = 4501
= s4501 = 2201(999 + 9999) = 24'750'999

¢)ar=77Tudd=7 = a, =77+ (n—1)-7=7777 = n=1101
= sp01 = HOL(77 4 7777) = 4'323'627

a) s111 = 11174 L1109 — 19987, 5, = n- 7+ 22D .92 = 12 4 6n = n(n + 6)

b) s111 = 11112+ 1LU0 9 — 13542 5, =12+ "0 92 = 2 4 110 = n(n + 11)



6 1 Folgen und Reihen
35.a) a1 =996, d = —4 und agp = 920 = s90 = %(996 +920) = 19'160
b) alzé,d:%undam:% = 813:1*23(%—1-%):26
¢) a1 =25d=3 und ay; =85 = sy = 5 (25 +85) = 2255
d) a1 =—21,d=3 und ags =19 = s35 = 2(-21+19) = —25
7 8
36.a) sy= Y. 3k=84 b) ss = > (50 — 5k) = 220
k=1 k=1
6 14
c) s6= (3k+1) =495 d) s14= > (17— 5k) = —287
k=1 k=1
45 11
e) S45 = Z (%k) = 345 f) S11 = Z (8k — 39) =99
k=1 k=1
37. 1. Bedingung: a; + (a1 + 2d) + (a1 +4d) =33 = 3a1+6d =33 = a3 =11-2d
2. Bedingung: a; - (a1 +d) - (a3 +2d) = 231 = (11 —2d)- (11 —d)-11 = 231
= d=4oder d=12.5
a1 =3,d=4oder ay =—14,d =125
38.5190=10-a; + 1%—'9 -0.06 = 4 liefert a; = 0.13, d. h., das erste Stiick ist 13 cm lang.
39. 5, = 6000 + "1 500 = 120'000 = 25012 + 5750n — 120°000 = 0
= npp = —BE2U o )~ 13.24 (ny < 0)
s13 = 13- 6000 + 1312 . 500 = 117°000 = letzte Rate = 3000
Die letzte Rate betragt 3000 Franken und das Darlehen ist nach 14 Jahren zuriickbezahlt.
40. Zuriickgelegte Wegstrecke wy, in der k-ten Sekunde: w; = 0.3, d =0.6 = wy = 0.6k — 0.3
30
= zuriickgelegter Weg nach 30 Sekunden: s3o = > wy = 3—20 (w1 +wszp) = 270m
k=1
Zuruckgelegter Weg nach n Sekunden:
Sn="% (w1 +wp) =%-(0.3+(0.6n—0.3)) =0.3n* =120 = ny = £20
= bendtigte Zeit: 20 Sekunden
41. Variante A: s19 = 120°000 - 10 + 132 - 8000 = 1'560'000 Franken

Variante B: sao = 60’000 - 20 + 2%12 . 2000 = 1'580'000 Franken
Variante B ist vorteilhafter als Variante A.

Alternativer Losungsweq:

Im ersten Jahr verdient sie mit Variante B 60’000 + 62’000 Franken, mit Variante A 120’000
Franken; im zweiten Jahr mit Variante B 64’000 + 66’000 Franken, mit Variante A 128’000
Franken. Damit ist offensichtlich, dass sie mit Variante B jahrlich 2000 Franken mehr verdient
als mit Variante A, und zwar jeweils im zweiten Semester.



1.2 Verschiedene Typen von Folgen und Reihen 7
42. a) Ist eine GF. Rekursiv: a3 =1, ap =4 - ag—1; explizit: ay = 4k=1,
6.75 _ 3 44 _ _9

b) 4.5 _§#§_6.75'

c¢) Ist eine GF. Rekursiv: a3 = 2, ap = 3 - ap_1; explizit: ap = 2- gk—1,

d) Ist keine GF, da 25 = -3 # —3.5 = =32,

e) Ist eine GF. Rekursiv: a; = 12, ap, = 0.5 - a_1; explizit: a, = 12-0.5%~1,

f) Ist eine GF. Rekursiv: a; = 10, ay, = —2 - ay_1; explizit: a, = 10 - (—=2)k~1.
43.a) =B =3 a3 =64-(3) =27 b) g = {/216 =3, ag =835 = 5832

- 4

o) ¢=1{/TFg =% as=100-F =50  d) ¢=+%/%H =2V2 as=3-(V2) =18
44.a) Ja; g =11, as = 1.17 = 1.9487. .. b) Ja; g =92 =2, ag=0.1-27 =128

c)Nelndennfw:*S;ﬁﬂ—_lfg d) Nein, denn ()079—%#%:%

e) Ja; ¢ = %% = 0.9, f) Jaq_—28273,

ag = 0.9-0. 97 =0.43046. .. ag = 12 . (73) — 76561 = —-9205.03125

45. Fiir die drei Zahlen gilt: © — 17, x, x 4 34.

= Lo =281 o 32— (3 -17)(z+34) = =34 = 17, 34 und 68
46. Produkt: (%) -m-(mq) =m3=-216 = m=—6

Summe: “* +m +mgq =m (§+1+q) =9 = ;+ltg=7=-3 = g=-2o0derg=—3

Die GF lautet 3, —6, 12 oder 12, —6, 3.
47.¢=2 = ¢, =8- (91 <102 = (k—1)In(2) < 12In(10) — In(8)

121n(10)7ln(8)+1n(%) ) ) ]
k< 1 (9) ~ 217.94 = 217 Glieder sind kleiner.
n\s
48.q = gg% = ap =2022- (220" 5 1291 = (k- 1) In(22) > In(129)
1291
= k< ( ) +1~907.99 = 907 Glieder sind kleiner.
1“(2022)

49.¢g=11 = a,=11"1=30.11F

= 1000 < 13- 1.1% <10°000 = 1100 < 1.1% < 11'000 = G < f < BUEG0

= 7348 < k< 97.64 = Es liegen 24 Glieder (ar4, ..., agy) dazwischen.
50.a) ¢ = V2~ 1.0718 = 7.18% b) 1L05* =2 = k= i ~ 14.2 Jahre
51.a) ¢% = igj’g:}gz =D = ¢= /2 = mittlere jéhrliche Zunahme in Prozenten ~ 2.56 %

b) Berechnung des Stromverbrauchs im Jahr 2014: 48.16-10°-¢3* ~ 113.8-10° kWh. Der effektive
Stromverbrauch ist nur etwa halb so gross, d.h., dieser hat weniger stark zugenommen als
in den Jahren zuvor.
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52.q= V10 = ay = /10 ~ 2.15 und a3 = (/10)° ~ 4.64
= u = 2und v = 5. Die Zahlenwerte sind als Miinz- und Notenwerte anzutreffen (z. B. Schweizer
Franken oder Euro).
53. 511 =24+2-05+2-052+2-05%+...+2.05" |-
05511 = 2-05+2-05°+2-05%+...42-050+2.05" |+
0.5s11 — s11 =2-0.5"" —2
(0.5 —1)s1; = 2(0.5" — 1)
11
s;=2- 0051 = 27 — 3998 ..
54. Sp,=a1+ay+as+as+...+a, |+
q-Sn = az+az+ag+...+ay, +ans1 |—
Sp —(q-Sp = aq — Qp41
Sn_q'sn:al_al'qn
sn-(1—g)=ar-(1-4") [ (1—q)
Sp = a1 11__(1,: = ax qq"_—ll
Fiir |¢| < 1 ist der mittlere Term vorteilhafter.
48 _ 3 (3)°-1
95.a) =3, =35 = S¢=32- fa— = 665
— 8_
b) g= 3 =-3 = ss=2-Zh5 =3280
4 12
) g=3=20a,=3-2"""1=9 =5 n=12 = sp=3 F5 =270
_ 1'062'882 _ -1 _ _a911]%’ -1\n—1 _ 2 —
) -1 - _
= 516 = —3'188'646 - ((31)) — = “HEEI0 = —2'391'484.4
2)-
5 10 )
56.a) =2 =2 = ) 5.2071 =231
B i=1
b) q=380 _ 1 4 —7680- ()" =09375 = n=14

14 ) ,
= sy = > 7680 - (1)1 = 288745  15'359.06
i=1
¢) g=22 =3 a,=-4-(-3)""" =708588 = n=12

12 .
= s19= —4-(=3)""" = 531440
=1

-1
d) q:§_§’an—%'(§)" =1 = n=10
10 )
_ 3 (2\¢1 _ 58025 .
= S10 = Z P (5) = 3120 ~ 442

) q=3 a,=(V3)" =2187 = n=15
= s15= > (vV3) ' =1093v/3 + 3280 ~ 5173.13

i=1
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B57.a) g=—4, a0 =1 = s = 0=1 — 838861
b) g=3,a1=2 = s3=2- %=1 = 6560

17
E —1 s )
81392 S S17 81392 . (2) 129 02049 091 ~ 5'375'378.8

2
8
d) g= 4,0, =1 = sg=(-1)- Z2=L = 131107
()" o ()
_ 16 10 1 152 ~
58.g=13 = sn=15- = >10° = ()" >T5 - +1 = n>w~237.2
Es miissen mindestens 238 Glieder addiert werden.
10
_ s (V2) -1
59.q =2 = 510 = ~—gp—— ~ 14.491
60.a) Ay =2-5=1=375und A3 =2 .2 =12 =28125
-1
b)q:%,Alz :>Ak:5'(1)
— —1In(5)—4 In(10)+In( 2
¢ A <107t = 5. () <107t 5 s O (i)” () « 35,61
n{z
Ab dem 39. Glied ist der Flacheninhalt kleiner als 0.0001.
d) 1, 3,9, 27, ... = geometrische Folge mit ¢ = 3 und allgemeinem Glied aj, = 31 keN
e)o+—l>1—>4—>13+—27>40+81...
Die rekursive Darstellung ist by = by_1 + 3¥72, k > 1 mit Startglied b, = 0.
= b=0+3"+3' +3°+. . +3" 2 k>1 = b=t = F L
GR
61. Reiskorner pro Feld: 1, 2, 4, ..., 2% = GF mit ¢=2und a; =21, k€N

Alle Reiskorner zusammengezéihlt ergibt seq = 255 = 264 — 1 = 18'446'744'073'709'551'615.
Dies entspricht in etwa 1.84 - 10! Reiskérnern. Im Folgenden wird immer mit den gerundeten
Resultaten weitergerechnet.

a) ~ 1.84-10 :1000-20 = 36.8 - 1016 g = 36.8 - 10'° t = 368’000 Millionen Tonnen

= % =490.6 = Die Reisernte von 490 Jahren wiirde nicht einmal ganz ausreichen.

b) Vieis &~ 1.84 - 10 : 1000 - 25 = 46 - 106 cm® = 46 - 10! m®, Erdradius R = 6'370'000 m
= Virde + Vieis = 3TR? +46- 101 = d7(R+ )% = 2= {/R3 + 461023 _ R ~(.0009 m

Die Menge Reis, iiber die ganze Erdoberfliche verteilt, ergébe eine Schicht von 0.9 mm.

1.3 Unendliche geometrische Folgen und Reihen

62 a)s:lf%:9 b)s=17(1%1):% c)s:%—mo d) s= 2*/; 3+3V3
bt 8 Tovom 1 _ 38  _
¢) s=1Mr =3 f)8:1_<1%7)zﬁ g) s =T = 1w h)s-l_(§)3—54
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64.a; =992 =12 = s=2-=120~17.14
_ 3/ 2T 3 _ 1206 _ _ 4096 _ 1p
65.a)q— 12496—1:al—W—4096:>8—1TZ§—16384
_ &2 2 _ _ 60 _
b) g=-} 23(, =5 = a= (%3)2 =60 = s= 2 = 36
66.2) s =6a1 = 6a1 =% = ¢=3
b) s =4.5a5 = (a1 q) = %alq: 1“_1q = 9¢°-9¢+2=0 = ¢ :%undqug
_oyiog _ 2(va-2) o (va-2)(vael) -2 5. /5 _ 5 _ /5
67.q—4‘\/§_4—4‘(\/§_1) = (V) () 3 = a3 =2V2-2, a1 =v2-2,a5 =v2—-1
) s 4.4/2-4) (1=
und wegen |g| < 1 weiter: s = 4115%4 = ((1+*f))((1—“2;)) = 6@ =12-v2 - 16 ~ 0.97
68.2) 0.4=0444444... =04+ 0.04+0.004 + ... = {5 - =— =
10
_ _ 17 1 _ 17
b) 0.17 = 0.171717... = 0.17 + 0.0017 4- 0.000017 + ... = 555 - L = ®
¢) 0.9=0.9+0.09+0.009+...= - 1_11 =1
10
_ 135 1 _ 167
d) 4.5135 = 4.5 4 0.0135 + 0.0000135 + .. 5 + O e————
69.a) ¢=52#0 = [fz[<1 = 0<|z| <%
b) g=2—-2#0 = |[z—-2/<1 = 1<z<3, x#2
70. Hohen: 8, 4, 2, ... = h; =8 (%)ki1 = Gesamthohe: h = 13; =16cm
2
Volumen: 512,64,8,... =V, = 512~(%)k_1 = Gesamtvolumen: V = % = 1996 ~ 585.14 cm?
8
TLs=1+g5+8s+4+...= 1_1% =3m
T2.s =0m+4r+... = 15_7; = 2hmcm =~ 78.5cm
5
73.a; =39 und g = % = % = Gesamtlinge: s = ;25 = 117
5 52
N 3
Die z- und y-Koordinaten fiir den Zielpunkt y o o
bilden jeweils eine unendliche geometrische o | L
Reihe mit ¢ = _74: ! |§| 116
_ 52 208 39 _ L .
Se =39 —F + o7 - 1+g =27 o 208 . 26
27
104 416 26 _
=26 — +5r F- =11 = 18 |
= Z(27]18) L 39 x
74. Schlangenweg: r *L(l)kil = up = 27"k 7ﬂ.(l)k*1 I s~
. g g Tk = 3 2 k — — 9 2 — w1 2 ~-~—1_%—

Halbkreisweg: 2” =nr = DBeide Wege haben die Lange 7 - r.
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75.

76.

e

78.

s = % <456 = ¢<0.29...~29.6% = Sie miissen mindestens um 70.4 % abnehmen.

P/

R/

S/

B )

a1 az as Gy ‘ ‘

0 P Q R S X

Abschnittweise Berechnung der Steigung: Mpigr =

Mg = a“‘a;;? =2 - 1 = ¢ — 1 und ebenso gilt: mz<

= az2—ay = a2 __ 1 = q —_ 17

ai ai
aq— aa_a4_1_q_1
as as

H 5\5

Folglich liegen alle diese Punkte auf ein und derselben Geraden g mit der negativen Steigung
mg = g—1, die durch den Punkt P’ verlduft. Die Gleichung von g lautet somit: y = (¢—1)z+as.

Da die Abstédnde PP, Q'Q, R'R, S'S, ...immer kleiner werden und ihre Endpunkte schliesslich
im Schnittpunkt X zusammenfallen, liefert die Abszisse o von X den Wert s der Reihe. Aus
y=(q¢— 1)z +a; =0 folgt ¢ = ;f“i = f“q

ay

o0
somit die Formel s = 3 ar = 1%;.

k=1
Algebraisch:
45° = a3 =2-(3 1)2 = a?=1a? = ay = Y2qy; analog so weiter = az = \2[

- =1(2+2)

2,
= Gletqz%undm:E:ak:€-<22) = L:1
-5

Dy ee e

Geometrisch:

I S a1 = ¢ und alle weiteren Streckenabschnitte mit un-
Q \ geradem Index as, as, . .. lassen sich auf die obere Sei-
0 < te des Quadrates drehen, die sie schliesslich liickenlos
a< ausfillen: as+as+a7+...=4¢.

Die Streckenabschnitte mit geradem Index werden
auf die Diagonale gedreht, die sie letztendlich nahtlos
iiberdecken: as+ag+ag+...=£0-2.

ai

14

Alles zusammengezédhlt ergibt die gesuchte Lange:

L=04040-V2=20+10-2.

Sei ap die Liange der Seite des dussersten Quadrats, dann bilden die Seitenldngen der Quadrate

k—1
eine GF mit ¢ = g und allgemeinen Glied a = ag - (?) .

Somit kénnen die Inhalte der schwarzen Flachen durch eine Folge mit dem allgemeinen Glied
Ap=a2 -7 (%ak)2 =a(1 — %) = 3747 (1 — %) beschrieben werden. Es handelt sich somit um
eine GF mit ¢ = £ und A; = a}(1 - ).

= 5=l D —963(1- %) = Anteil = 2000°%) 91— 7) ~ 42.92%

1
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1.4 Weitere Themen

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

a) 1.DF: 1, 4,9, 16, 25, ... = 36, 49 b) 1.DF:7,5,3, 1, -1, -3, ... = =5, =7
c¢) 1.DF:2,3,5,/7,11,13, ... = 17,19 d) 1.DF: 1, -2,3,1,-2,3,1,... = —2,3
a) 1.DF: 1, -2,3, —4,5, —6,7, —8,9, ... = Fortsetzung Stammfolge: 102, 111

b) 1.DF: 4,4, 3,4, 4,3, 3,... = Fortsetzung Stammfolge: 13+, 51

c) 1.DF: 1, 11, 2, 22, 3, 33,4, 44, 5, ... = Fortsetzung Stammfolge: 133, 138
d) 1.DF: 1,2,1, -2,1,2,1, -2, 1,2, 1, =2, ... = Fortsetzung Stammfolge: 14, 12

niemandem

Haben die beiden Folgen (b,) und (a,) dieselbe 1.DF, so gilt: b1 — by = di = ap+1 — ak
= firalle k € N: byy1 — agy1 = b, — ax, = ¢ = konstant = by = ay + ¢. Die beiden Folgen
unterscheiden sich also durch eine konstante Zahl ¢, beispielsweise die Konstante 1 im Fall der
beiden Folgen 1, 3,5,7,...und 2,4, 6, 8, ...

a) 1.DF: —1,3, 1,3, 1,3, —1, ... 2. DF: 4, —4, 4, —4, 4, —4, 4, ...
3.DF: -8, 8, -8, 8, -8, 8, -8, ... 4. DF: 16, —16, 16, —16, 16, —16, 16, ...
b) 6. DF: 64, —64, 64, —64, 64, —64, 64, ... 7. DF: —128, 128, —128, 128, —128, ...

c) n-te DF: dp = (—=1)F+1 .27 falls n gerade ist, und dj = (—1)* - 2", falls n ungerade ist,
wobei sich beide Fille auch mit einer einzigen Formel beschreiben lassen: dj, = (—1)"+1++.2n
firneN

a) 3,5,9,15,23,33,...; .DF: 2,4,6,8,10,...; 2.DF: 2,2,2,2,... = AF2
b) Die 1.DF ist eine AF. = dy =aps1 —ar = (k+1)2 = (k+1)+3) — (k? =k +3) = 2k

dy=ap1—ar=((k+1)2—=2(k+1)+2)— (k*—2k+2)=2k—1, keN

Ansatz fiir alle Teilaufgaben: ap, = ak? + bk +c mit a; = a+b + ¢, ay = 4a + 2b + ¢ und
az = 9a+3b+c. In allen Fallen gilt fiir die Auflésung des Gleichungssystems: a; —2as 4+ a3 = 2a.

a) ar =k?>—k+1 b)ak:—k2+11 c) ak:%kz—%k—kél
ap1 = 10'101 a101 = —10'190 ajpr = 4953

d) ar, = —2k*+ 2k + 10 e) ay =k? —5k+6 f) ap = —k?>+3k+1
a101 = —14'938 ajpr = 9702 ajpr = —9897

Ansatz fiir alle Teilaufgaben: a;, = ak>®+bk?>+ck+d mit a1 = a+b+c+d, as = Sa+4b+2c+d,
az = 27a 4+ 9b + 3c + d und a4 = 64a + 16b + 4¢c + d. In allen Féllen gilt fiir die Auflosung des
Gleichungssystems: a1 — 2a2 + a3 = 12a + 2b und ay — as — as + a4 = 30a + 4b.

a) ap = k3 — k; azy = 10'626 b) ap = k3 + 1; aze = 10'649
¢) ap = 3k% — 4k? + Tk — 20; agy = 1938 d) ar, = —(k —2)% = (2 — k)3; aga = —8000
a) Start mit der 2.DF:  —-1,1, -1, 1, -1,1, -1, 1, ...
— 1.DF: 3,2,3,2,32 3,2, ...
= Stammfolge: 4,7,9,12, 14,17, 19, 22, ...
b) Start mit der 2. DF: 12, 18, 24, 30, ...
= 1.DF: 7,19, 37, 61, 91, ...

= Stammfolge: 1, 8, 27, 64, 125, 216, ...
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89. Die 2. DF (ey) startet wie folgt: 15, 18, 21, 24, 27, ... Fiir die 1.DF gilt: d; = 5 und dp41 =
dip +er = (di):5, 20, 38, 59, 83, 110, ... Somit gilt fiir die Stammfolge: a; = —10 und
aps1 = ay +dy = Stammfolge (ay): —10, —5, 15, 53, 112, 195, ...

90. Nein. Es fehlt das Startglied a;. Denn wegen s, 41 — S5, = @41 nimmt der Index von a4 fiir
kein n € N den fiir das Startglied erforderliche Wert 1 an. Die 1. DF von (s, ) lautet wie folgt:
az, a3, Ag, ...

91.a) dp = apy1 —ax = ag(qg—1) = d’;—:l = % = a’;—:l =g = Die 1.DF ist ebenfalls

eine GF.
b) Nein. Gegenbeispiel: 3, 4, 6, 10, 18, 34, ...

92. Ja. Die 1. DF der 3.DF ist die 4. DF der urspriinglichen Folge und somit konstant. Folglich ist
die 3. DF eine AF1.

Alternative Begriindung: Die 1. DF ist eine AF3, die 2. DF daher eine AF2 und die 3. DF schliess-
lich eine AF1.

93.3.DF = AF2 = 4.DF = AF1 = 5.DF = konstante Folge = Die Stammfolge ist
eine AF5.

94. Die 2. DF ist konstant, also lauten ab der 3. DF alle weiteren DFs gleich, ndmlich 0, 0, 0, 0, ...

95.a) 1.DF: (ag+1 +m) — (ag +m) = ary1 — ap = Die Ordnung verdndert sich also nicht.

b) 1.DF: (ag+1 —m) — (ag —m) = ax+1 — ap = Die Ordnung verdndert sich also nicht.

¢) 1.DF: m-agt1 —m-ax =m- (ag+1 —ax) = Die Ordnung verdndert sich also nicht.
Bemerkung: Auch bei allen weiteren DF werden die Glieder mit m multipliziert. Dies gilt
ebenso fir die n-te DF, die folglich immer noch konstant ist.

96. Die Funktion f ist linear, es gilt somit: f(xg) = m -z + q. Weder die Multiplikation mit m
noch die Addition von ¢ dndern die Ordnung der AFn.

97. Skizze firn =5

Stammfolge: (ar): 2, 4, 8, 14, 22, ...
1. DF: (dg): 2, 4, 6, 8, 10, ...

Der (k + 1)-te Kreis schneidet alle k schon vorhande-
nen Kreise in je zwei Punkten. Also liegen auf dem
(k + 1)-ten Kreis 2k Schnittpunkte, die ebenso viele
Kreisbogenstiicke auf diesem (k + 1)-ten Kreis bilden.
Da jedes dieser Kreisbogenstiicke ein bestehendes Ge-
biet zweiteilt, kommen 2k neue Gebiete hinzu. Deshalb
gilt: dy, = apy1 —ar =2k, ke N.

2. DF: (eg):2,2,2,2,2, ...

Also ist (ay) eine AF2. Nun das 3 x 3-Gleichungssystem 16sen mit dem Ansatz ay = ak?+ bk +c.
= explizit: ai = k% — k + 2; rekursiv: a; = 2, ag+1 = ar + 2k, keN
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98.a) 1 =55 =128 p =020 p 358 =51 ™ 5y =70

b) Die DF 7,10,13,16,... ist eine AF mit d=3. = dpy=7+3-(k—1)=3k+4
= =5 Fu1=F.+dy=F,+3k+4, keN

c) Bei (F) handelt es sich um eine AF2. Mit dem Ansatz Fj, = ak?® + bk +c¢, F} =5, F, = 12
und F3 = 22 erhilt man ein Gleichungssystem. = Fj, = 1.5k% + 2.5k + 1

d) Fioo = 1.5-100% +2.5-100 + 1 = 15'251

99. a) GFmitq:% = a1:3-%:47 a2:4~%:%
b) ap =3 (%)k, k € Ng; Bemerkung: Hier wurde mit dem Index k = 0 begonnen.
¢) Da der Wachstumsfaktor ¢ = % > 1 ist, folgt a,, — oo fiir n — oo. Die Folge ist divergent.

100. a) Explizite Formel: u; = 3s - (%)k, k € Ny. Fiir immer grosseres k, also k — oo, wird ug auch

immer grosser, weil ¢ = % > 1 ist. Die Folge (ug) ist also divergent.
b) Ag = @.92; es gilt die rekursive Beziehung Ay = Ay - %. Somit ist (Ag) eine GF mit g = %.
k k
= Au=dg- (5) = Fst - ()" kM,
¢) Die bei der k-ten Iteration neu dazukommende Fliche
= (Anzahl Dreiecke mit Flacheninhalt Ay) - Ag
k k-1 1 k-1
= (3451 (A0 (5)") =3 A0 41 ()T (H) =4 ()T keN
k k-1 1-(4)" k
D Fo= o+ Y A (0 =4 500 Ca (103 (1= (9Y) ke,
i=1
e) Fir wachsendes k strebt der Wert (%)k gegen 0 und Fj gegen F' = Aq (1 + %) = %AO.

_ 8 . V3.2 _ 232
= F=¢ Ps*==s

101.a) Ko = 1000 -1.05'° = 1628.89 ... ~ Fr. 1628.90
b) K_19 =1000-1.05710 = 613.91... ~ Fr.613.90

102.a) 1.2%:4=0.3% = ¢q=1.003; 6 Jahre = Kby = 3500 -1.003%* = 3760.89 ~ Fr. 3760.90
b) 1.2%:12=0.1% = ¢=1.001 = Ky =3500-1.00172 = 3761.16 ~ Fr.3761.15

103.5% = ¢=1.05 = K =2000-1.05- L0°=1 — K —14'284.01... ~ Fr.14'284.-

104.2) 4% = ¢=1.04 = K = (200-1.04* 4200 - 1.04> + ... 4200 - 1.04'") + 500 - 1.04*°

=200-1.042 - LY=L 4 500 . 1.04%0 = 6643.17. .. ~ Fr. 6643.20

Die Summenformel aus der Berechnung von oben hier noch grafisch dargestellt:

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

I Y ) A A A
o rrrrrrrrrrtr1tr 1t T T 1T T T 1T

500 200 ...
‘ L 200 - 1.04°

500 - 1.04%°

=7

b) 45% = ¢=1.045 = K =10'000 = R-1.045%- L5 ~1 — R — 315.078... ~ Fr.315.10
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105.1% = ¢=101 = K =50000=R-1.01- 0=l — R —6862.78... ~ Fr.6862.80
106.7% = q=1.07 = §=100'000-1.077 — 20000 - 1.07 - 207°=1 — 7497.725 ... ~ Fr. 7497.75
107.5% = ¢=1.05 = 100'000-1.05" = 10'000 - "= = pn ~14.2; d.h., 14-mal abheben ist
méglich. Es bleibt ein Rest von K = 100'000 - 1.05'4 — 10’000 - 1‘1(_)8;4__11 ~ Fr.2006.85 tibrig.

108.2000- (140.16- %) =200 (14+0.16- 5) + (R- (1+0.16- %) + ...+ R- (14 0.16- %))
= 2160=216+R(6+0.16- 5 (0+1+...+4+5)) = 2160 =216+ R (6+ %1& . 2F)
= 2160 =216+ 6.2R = R =313.54... ~ Fr.313.55

109.45% = ¢=1.045 = K-1.045" =24'000- L05°=1 — K — 269'347.80... ~ Fr. 269'347.80

110. a) Monat k 001 2 3 45 6 7 8 9 10

Anzahl Hasenpaare Fy, ‘ 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 §9
Erklarung: Betrachten wir als Beispiel den fiinften Monat. Zu diesem Zeitpunkt leben ins-
gesamt 8 Hasenpaare. Davon sind 3 gerade erst geboren, kénnen also noch nicht werfen.
Die restlichen 5 gehoren zur &dlteren, geschlechtsreifen Generation und werfen je ein junges
Hasenpaar. Somit haben wir im sechsten Monat insgesamt 8 + 5 = 13 Hasenpaare.

b) Die Erkldrung aus Teilaufgabe a) liefert die folgende Rekursionsformel: Fyp = F; = 1 und
Fryo = Fyy1 + Fy, k € No.

111. Wy =1, «Worter»: B;  Ws =2, «Wortery: BB, AB; W3 =3, «Wortery: BBB, BAB, ABB
Um ein Wort der Lénge k zu erhalten, wird an die zuléssigen Worter der Linge k — 1 der
Buchstabe B und an die zuldssigen Worter der Léange k — 2 die Buchstabenfolge AB angehéngt.
Daher gilt: Wi, = Wy_o + Wi_q fir k> 3 mit W; =1 und Wy = 2.

112. M, =1, My = 2, M3 = 3, ... = Um ein Muster der Linge k zu erhalten, wird an die
Muster der Lange k — 1 ein Langsstein angefiigt und an die Muster der Lange k — 2 werden zwei
Quersteine angefiigt. Daher: My = My_o + M1 fir k > 3 mit M; =1 und M, = 2.

113. Um eine zuléssige Schrittabfolge fiir k£ Stufen zu erhalten, wird an die zuléssigen Schrittabfolgen
fiir K — 1 Stufen ein Einerschritt und an die zuléssigen Schrittabfolgen fiir k& — 2 Stufen ein
Zweierschritt angehdngt. Daher gilt: Ty, = Ty_o + Ti—1 fir £k > 3 mit 73 =1 und Tp = 2.

114. Alle drei Folgen lassen sich im Prinzip durch dieselbe Rekursionsformel mit denselben zwei
Anfangswerten beschreiben.

115.a) 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 b) 2,1,3,4, 7,11, 18, 29, 47, 76
c) 3,4,1, -3, -4, -1,3,4,1, -3 d) 2, -1,1,0,1,1,2,3,5,8

116. a) k 0 1 2 3 4 5 6

Fy, 1 1 2 3 5 8 13
1 2 3 5 8
a | -~ | V15 |5 |5 | 8§ | 13
be | - v 328 T
_Fy _q _ _ _F. _ __F _ 1 _ 1 _ -
b) b; = m=l=a und by4q1 = Fkil =5 E = Mo T e = ap=0b firk>1
k
¢) Gni1 =gy T 9=57 = 9tg=1= @ +g-1=0 = g = Y51
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1 Folgen und Reihen

117. a)

1= e - g ()
L ] () (s

F3y + F39 = 2'178'309 + 3'524'578 = 5'702'887 = F33

1_2‘/5 ~ —0.618 = ’% : 1_2\/5‘ ~ 0.276 = ’% . (1_7‘/5)’”1‘ wird mit wachsendem Index k

immer kleiner und strebt gegen 0, deshalb kann der 2. Term in der obigen Formel schon
fiir kleine k& vernachléssigt werden. Circa erhélt fiir kleine Indices k& die Werte Ty ~ 0.723

= Fp=1,T~1171 = Fi=1Ty~1.804 = F,=2und T3 ~ 3.065 = F; =3

Alternative Losung:
Die Folge (T}) erfiillt die rekursive Bedingung Ty 2 = Tk11 + T} mit To = 1, T3 ~ 1, daher
funktioniert Circas Methode.

0,1,1,2,3,5, 8, 13,21, ...

Abgesehen vom Startglied 0 stimmt sie Glied fiir Glied mit (ug) tiberein.
T4)=T(6)=T(10) =+1 und T(5) =T(13) =

Allgemein gilt: T(k) = ug—1 - up41 — ui = (—1)’“.

34:7:u6—1, 87:33:’LL9—1, 88:54ZU10—1, 811:232:’LL13—1

Allgemein gilt die Formel: s, = uy +ug + ... + tup = tUpyo — 1.

U2) =3 =u4, UB) =8 =ug, UML) =21 = ug, U(B) = 987 = uyg, U(11) = 17711 = ugy
Allgemein gilt: U(n) = uy + usg + us + ... + uap—1 = Uay.

2 =1-2 b) 1 =12
2+4 =2-3 1+2 =23
24+4+6 =34 1+2+3 34
24+4+6+8 -5 1+2+3+4 15
24+4+6+8+10 =56 14+2+344+5 =58
244+6+8+10+12 =6-7 1+2+3+4+5+6 =97
24+4+6+8+...+2n =n-(n+1) 14+2+3+4+...+n =2t
1 =2-1

1+3 =2-1

i+ =2}

AR R =2}

l+5+5+5+ =2- 1

I+3+i+5+5k+s  =2-3

I+i+i4l4 v+ =2-55

120. Aufgabe 119a): 24+44+6+...+2n=n-(n+1)

1.
2.

Verankerung: n =1 = 1.2 = 2 ist wahr.
Vererbung: (2+44+6+...+2k)+2k+1)=k(k+1)+2k+2=(k+1)(k+2)
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Aufgabelch):1+l+l+l+...+2n%1=2—2%1

1.
2.

Verankerung: n =1 = 2 — 5= = =2—1=1 ist wahr.
Vererbung:(1+§+Z+§+...+2k%1)+2—k:2 2k1+ A =2-

121.a) Vermutung fiir die n-te Zeile: 2 +6 + 18 + 54 + ... +2-3"~1 = 3»

122.

a)

Beweis mit vollstdndiger Induktion:

1. Verankerung: n =1 = 3! —1 =2 ist wahr.

2. Vererbung: (2+6+18+54+...+2-3%71) +2.3*
=B"-1)+2-3F=3.3"—1=3F1_1

Vermutung fiir die n-te Zeile: 1-2+2-3+3-44+...4n-(n+1) =

Beweis mit vollstdandiger Induktion:

1. Verankerung: n =1 = 1-2 = 123 ist wahr.

R
2. Vererbung: (1-2+2-3+...+k-(k+1)+(k+1)-(k+2)

3+ ox =

1

n(n+1)(n+2)
3

k(k+1)(k+2) +(k+1)(k+2) = k(k+1)(/€+2) + 3(k+1)(1€+2) (k+1)(k-§2)(k+3)

81:1 :].2
so=1+3 =22
s3=1+3+5 =32
sS4 =1+34+5+7 =42
s5=1+3+5+7+9 =5

Sp=1+3+5+...+(2n—-1) =n?
Beweis mit vollsténdiger Induktion:

1. Verankerung: s; = 12 = 1 ist wahr.

2. Vererbung: sp41 =14+34+5+...+(2k—1)+ (2k+1)=st+ (2k+1)

=k*+2k+1=(k+1)>

1= 13 =3
2= s -
=t A -3
S4 = ﬁ + ﬁ + i + ﬁ = %
soditditdibded =
S”:ﬁ+%+3i4++m :nil
Beweis mit vollstdndiger Induktion:

1. Verankerung: s; = —- = i ist wahr.

+
2. Vererbung: sy = %

1 k(k+2)+1 _  E242k+1

1 1 1 = L
tost ot o T e =%t o)

(k+1)*

L 4
= T DR T D (kD) D) (k1)

(k+1)-(k+2) —

N}
?r"“

k+1

k+2
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1 Folgen und Reihen

1 _ 1
51 =13 =3
_ 1 1 2
s2= 131 33 5
_ 1 1 1 3
S8 =13 T35 T 57 7
_ 1 1 1 1 4
Sa=13t35ts7 75 9
_ 1 1 1 1 1 _ 5
55 =13 T35 5775 o =11
_ 1 1 1 1 __n
Sn =13 T35 T57 T T @GD@sD = anfl
Beweis mit vollstédndiger Induktion:
1. Verankerung: s; = 1—13 = % = 2'11+1 ist wahr.
. _ 1 1 1 1 _ 1
2. Vererbung: sp11 = 135 + 55 T+ mmnerrn T eeEneEes) © S T @D e
=k 4 1 _ _2k243k+1  _ (2k+1)(k+1) _ k41
T 2k+1 T (k1) (2k43)  (2k+1)(2k+3)  (2k+1)(2k+3)  2k+3
S1 = 1 =1
_ 1 4
s2=1+3 3
sw=1th+d -
=1t beied -
_ 1,1, 1 1 _ 10
55—1+§+6+T0+T5 =%
_ 1,1 2 _ 2n
Sn—1+§+g+...+m 77—&-1
Beweis mit vollstédndiger Induktion:
1. Verankerung: s; =1 = % ist wahr.
. _ 1 2 2 _ 2
= 2k 2 _ 2k(k+2)+2 _ 2(k+1)?® _ 2kt2
=R T DR T D (R+2) — (RHD(R42) k42
sp=1-1! =1=21-1
so=1-11+2-2 =5=3-1
s3=1-11+2-21+3-3| =23=4!-1
s4=1-114+2-214+3-31+4-4! =119=5!-1
Sp=1-1142-2143-31+4-4'+...4+n-n! =n+1-1
Beweis mit vollstandiger Induktion:
1. Verankerung: s; =1-1!'=1=2!—1 ist wahr.
2. Vererbung: spy1=(1-114+2-214+3-3!14+4-41+ ... +Ek-kl)+(k+1)-

=sp+k+DE+D =G+ =1+ (E+ 1) (E+1)!
=k+2)k+1))—-1=(k+2)!-1

(k+1)!
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f) s1=13 =1=12
sy =13423 =9=32=(1+2)2
s3=1%+23 433 =36=06%=(1+2+3)?
s4=13 423433443 =100 = 10% = (1 + 2+ 3 + 4)?

2
sn=13428433 4434+ 403 =(1+2+43+...4+n)?2= (%)
Beweis mit vollstandiger Induktion:

1. Verankerung: s; = 13 = 1 = 12 ist wahr.
2. Vererbung: spy1 = (13 +23+33+ 43+ . + k%) + (k+1)° = s + (k+ 1)

_ (k(k2+1))2 +(k+ 1)3 _ k2(k4+1)2 4 4(1c+1)4(1c+1)2

 (RD)2(R244k44) | (RD)2(R42)2 ((k+l)(k+2))2
- 4 - 4 - 2

123.&) a1 =2,a3=5,a3=10,a4 =17,... = ak:kQ—i—l
1. Verankerung: a; = 2 = 12 + 1 ist wahr.
2. Vererbung: apig =ap +2k+1=(k>+1)+2k+1=k>+2k+1+1=(k+1)?+1

1 2 3 4 k
b) a1:§7a2:§7a3 4> 4257"' jak:k+1
1. Verankerung: a; = % = ﬁ ist wahr.
. _ 1 _ k 1 _ k(k+2)  _ k(E+2)+1
2. Vererbung: ax41 = ak + gamymrz) = w41 T GFDGEFD) — AN = GFD(RF2)
_ K’ 42k41 (k4% _ k1

T D) (k+2) — (R+D)(k+2)  k+2

124. P, =3, Ps=1 =1 pP=1 .. = p =1
1. Verankerung: P, =1— 35 =
2. Vererbung: Prpy = (1-3)(1=3)(1=1)...(1 = D) = g7) = Bl - 75) = 11— g7

125. Beweis der Summenformel fur die AR:
1. Verankerung: sy =1-a7 +0-d = a; ist wahr.

2. Vererbung: sx11 = sg + agp+1 = (k a1 + (k L) d) +(ar+k-d)=(k+1a + (kﬂ)k -d

Beweis der Summenformel fir die GR:

_ql .
1. Verankerung: s; = alllqu = a; ist wahr.

. a
2. Vererbung: sx11 = sg + a1 = (a1 iqu) + (a1 - ¢%) = i (1—=¢") + (1 —q)g")

k+1

1
= 1aflq (=) =a 1qq



20 1 Folgen und Reihen
126.a) 1. Verankerung: a; = 1' 4+ 1 = 2 ist durch 2 teilbar.
2. Vererbung: apy1 = (k+1)2+ (k+1)= (K> +2k+ 1)+ (k+1) = (k> + k) + 2k + 2
= ap +2(k + 1) ist durch 2 teilbar, da jeder Summand einzeln durch 2 teilbar ist.
b) 1. Verankerung: a; = 7' — 1 = 6 ist durch 6 teilbar.
2. Vererbung: a1 =71 —1=7-7" —7+6 = 7(7% — 1) + 6 = Tay, + 6 ist durch 6 teilbar,
da jeder Summand einzeln durch 6 teilbar ist.
¢) 1. Verankerung: a; = 12 — 1 + 3 = 3 ist ungerade.
2. Vererbung: apq = (k+1)> = (k+1)+3=k*+2k+1—-k—-1+3=k>+k+3
= (k* — k + 3) + 2k = a + 2k = ungerade plus gerade = ungerade
d) 1. Verankerung: a; = 13> + 312+ 2.1 = 6 ist durch 6 teilbar.
2. Vererbung: ayi1 = (k+1)° +3(k+1)> +2(k+ 1) = (k* + 3k> + 2k) + 3k + 9k + 6
=ap +3(k+1)(k + 2) ist durch 6 teilbar.
127.a) 1. Verankerung:n =1:2'=2>2=1+1
2. Vererbung: 2"t =2F.2> (k+1)-2=2k+2= (k+2)+ k> k+2, weil k& > 0 ist.
b) 1. Verankerung:n =3:2=8>7=2-3+1
2. Vererbung: 2F1 =2F.2 > (2k +1)-2 = 4k +2 = 2k + 3+ (2k — 1) > 2k + 3, weil fiir
k > 3 der Term 2k — 1 > 0 ist.
128. Vermutung: Fiir n > 5 ist 2" > n2. Beweis mit vollstdndiger Induktion:

129.

130.

131.

132.

133.

1. Verankerung: k = 5: 25 = 32 > 25 = 52 ist wahr.
2. Vererbung: 28+1 =2.28 > 2. k2 = k2 4 k2 > k2 + 4k = k2 +2k+ 2k > k2 + 2k +1 = (k+1)?

1. Verankerung: n =0: 1+ 2z = 11__”'”7;2 = (H"f)(l*gﬂ) = 1 + x ist korrekt.

—T

2. Vererbung:

) () (1) (1420)) 2= (1 (r0) L)

1—x 1—x

a) Vererbung: 3+ + ...+ 55 + gmr =2 — 55 + 5em =2 — 2w = 2 — 3547
Jedoch gilt z. B. fiir n = 1, dass % #* % =2— 2% ist.

b) Vererbung: 125+ + 1 =12-12% + 1 = 11-12¥ + 12% + 1 ist durch 11 teilbar.
Jedoch ist z.B. 12" + 1 = 13 fiir n = 1 nicht durch 11 teilbar.

a) A(1),A(3),A(5), A(7), ... sind wahr. b) A(1),A(2),A(4), A(8), A(16), ... sind wahr.
c) A(n) ist fiir alle n € N wahr. d) A(1) ist wahr.

Vermutung: A,, = n(n — 1); Beweis mit vollstdndiger Induktion:

1. Verankerung: A; = 0 ist wahr.

2. Vererbung: Ay = A1 +2(k—1) = (k—1)(k—2)+2(k—1) = k(k — 1). Mit dem k-ten
Kreis kommen (k — 1) - 2 neue Punkte hinzu.

_ (n—1)(n—2) _ (n—l

5 5 ); Beweis mit vollstandiger Induktion:

Vermutung: A,

1. Verankerung: A; = 0 ist wahr.



