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Geleitwort

Genau an dem Tag, an dem mich Martina Greiler-Zauchner um ein Geleitwort
fiir die hier vorliegende Buchfassung ihrer Dissertation zum sogenannten ,,halb-
schriftlichen Multiplizieren® bat — und dieser Bitte komme ich natiirlich von
Herzen gerne nach —, genau an diesem Tag hatte ich eine Lehrveranstaltung an
meiner Universitdt zu eben diesem Thema. Die Teilnehmerinnen — Studierende
im zweiten Jahr des fiinfjdhrigen Studiengangs ,,Bildungswissenschaften fiir den
Primarbereich®, dessen Absolvierung in Siidtirol zum Unterricht an Grundschulen
berechtigt — erhielten von mir zum Einstieg die Aufgabe, sich einen geschickten
Rechenweg fiir 25 - 64 zu iiberlegen. Nach einigem Nachdenken gab es eine
Reihe von Vorschldgen fiir durchaus vorteilhafte Rechenwege, auch fiir einige
recht umsténdliche, aber richtige; und dann auch den Vorschlag, wie folgt vorzu-
gehen: Zunéchst 20 mal 60 zu rechnen, das ergebe 120 (sic!), dazu noch 5 mal
4, also 20, zu addieren; und schon sei man fertig, 25 - 64 sei also 140.

Sollten Sie nun beim Lesen dieses Berichts erschrocken sein: Ich war es nur
deshalb nicht mehr, weil ich in 20 Jahren Hochschullehre gelernt habe, dass
man damit rechnen muss: mit jungen Erwachsenen némlich, die zwar in der
Regel das kleine Einmaleins beherrschen, die zumeist auch noch wissen, wie
man den Algorithmus der schriftlichen Multiplikation durchfiihrt und dabei z. B.
auch 25 - 64 zur Génze auf Aufgaben des kleinen Einmaleins reduziert; die aber
in der Schule offenbar nie gelernt haben, dass es neben dem Taschenrechner und
dem (oft unverstandenen) Algorithmus noch andere Wege gibt, Multiplikationen
jenseits des kleinen Einmaleins zu losen. Wege, die bei manchen Aufgaben nicht
nur weniger Rechenaufwand bedeuten als die schriftliche Multiplikation, sondern
die man mit einer gewissen Berechtigung als ,.elegant* bezeichnen konnte, wie
etwa den folgenden: 25 ist ein Viertel von 100; 100 - 64 = 6400; ein Viertel
davon ist 1600, also ist 25 - 64 = 1600.
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Natiirlich kann 25 - 64 auch anders gelost werden; etwa, indem man zunéchst
10 - 64 = 640 rechnet, dies zu 20 - 64 = 1280 verdoppelt und noch die Hilfte
von 10 - 64 = 640, also 5 - 64 = 320, addiert. Oder wir wenden unser Wissen,
dass 4 - 25 = 100, in etwas anderer Weise an, als oben erldutert: Wir verdoppeln
zu 8 - 25 = 200, weiter zu 16 - 25 = 400, und noch einmal zu 32 - 25 = 800,
bis wir dieses ein letztes Mal zu 64 - 25 = 1600 verdoppeln.

All das sind Varianten dessen, was im deutschsprachigen Raum verbreitet als
,-halbschriftliches Multiplizieren* bezeichnet wird und vielleicht besser als ,,(nach
Belieben) schriftgestiitztes Kopfrechnen* bezeichnet werden sollte. Nun wurden
dem halbschriftlichen Addieren und Subtrahieren in den letzten Jahrzehnten, auch
international, eine betréichtliche Anzahl an Studien gewidmet. Das halbschriftli-
che Rechnen (oder, mit einem begrifflich nicht ganz sauberen, aber griffigen Titel:
das ,,Zahlenrechnen) im Bereich von Multiplikation und Division ist hingegen
weit weniger erforscht, insbesondere im deutschen Sprachraum. Diese geringe
Beachtung in der Forschung korrespondiert vermutlich, und dann bedauerlicher
Weise, mit einer vergleichsweise geringen Beachtung in der aktuellen Praxis des
Grundschulunterrichts, jedenfalls in Osterreich. Sie entspricht aber keineswegs
der tatsdchlich groflen Bedeutung, die dem halbschriftlichen Rechnen im All-
gemeinen in der internationalen fachdidaktischen Literatur seit Jahrzehnten mit
starken Argumenten zugeschrieben wird.

Vor diesem Hintergrund liefert die vorliegende Schrift Martina Greiler-
Zauchners einen wichtigen Beitrag zum Schlieen einer Forschungsliicke, sowohl
im rekonstruktiven Theorieteil, in dem sie die vorliegende, vorwiegend eng-
lischsprachige Forschungsliteratur duBerst griindlich aufarbeitet, als auch im
konstruktiven empirischen Teil. In diesem erldutert sie zunéchst einen von ihr
selbst auf Basis einschlédgiger Literatur entwickelten, stoffdidaktisch iiberzeugen-
den konkreten Vorschlag zur Erarbeitung des Zahlenrechnens im Bereich der
Multiplikation im dritten Schuljahr. In weiterer Folge stellt sie die — &duBerst
ermutigenden — Ergebnisse einer Erprobung dieses Vorschlags in zwei Zyklen
in ausgewihlten Klassen detailliert und differenziert dar. Zahlreich angefiihrte
und analysierte Dokumente von Bearbeitungen der substanziellen Aufgaben die-
ser Unterrichtssequenz durch die teilnehmenden Kinder belegen ein weiteres Mal
eindringlich, wie vielfiltig, schlau, originell Kinder im Finden von Rechenwegen
sind, wenn man sie nur ldsst und ihnen Raum, Zeit und gezielte Anregungen zum
Entdecken, Erproben und Weiterentwickeln gibt.

Wird halbschriftliches Multiplizieren hingegen als moglichst rasch zu durch-
laufendes Zwischenstadium zum schriftlichen Algorithmus behandelt, darf man
sich auch nicht wundern, wenn Kinder, denen man damit wichtige Lernchancen
vorenthilt, zu Erwachsenen werden, die mit Aufgaben wie 25 - 64 iiberfordert



Geleitwort Vil

sind. Und das ist bedauerlich — nicht nur deshalb, weil es im Alltag immer wie-
der niitzlich ist, auch iiber das kleine Einmaleins hinaus im Kopf (vor allem
auch iiberschlagend) multiplizieren zu konnen. Das Wesen der Mathematik liegt
in ihrer Freiheit, sagt uns Georg Cantor (1845-1918). Eine Facette dieser Frei-
heit — zugegeben: eine kleine; aber eine wertvolle Facette dieser Freiheit — bietet
das sogenannte ,halbschriftliche Rechnen. Wer die Rechengesetze einhilt, kann
sich innerhalb dieser frei bewegen, etwa auch, um Aufgaben wie 25 - 64 zu 16sen.
Kinder, die im Unterricht eingeladen werden, iiber unterschiedliche Losungswege
nachzudenken, entwickeln und schérfen dabei ihr Verstidndnis fiir Rechengesetze:
einer von vielen Zugéingen in das Reich der Freiheit der Mathematik. Die vorlie-
gende Schrift macht deutlich, wie wir Kindern diesen Zugang er6ffnen konnen.
Sie moge viele Leser*innen finden!

Brixen Michael Gaidoschik
am 15.03.2022 Fakultit fiir Bildungswissenschaften
Freie Universitidt Bozen

Brixen/Bressanone, Italien
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Einleitung

Inhaltliche Einbettung und Forschungsinteresse

In einem fiir diese Arbeit gefiihrten Interview wurde Stella gebeten, zur Aufgabe
5-24 moglichst viele Rechenwege zu finden. Stella fand stolz fiinf unterschiedliche
Rechenwege:

I' -
0-24s D4 (52 4503:3).;3'5-{ S

ID{Z :'60 o= 420

3‘24’#2*2-2# "
2 /(O Q‘Qu
12 2.5 4’3-242;I P

Abbildung 1 Stellas Rechenwege fiir 5-24

Vielleicht hitten Sie zusitzlich noch den sehr naheliegenden Rechenweg 5-24 =
5-20 + 5-4 gefunden?

Bei genauerer Betrachtung der fiinf von Stella genannten Rechenwege hinsicht-
lich zugrundeliegender mathematischer Gesetze ergibt sich, dass Stella fiir alle fiinf
Rechenwege eigentlich immer das Distributivgesetz' nutzt und den Faktor 5 in 10 —
5, 3 4+ 2 bzw. den Faktor 24 in 30 — 6, 12 4 12 und 22 + 2 zerlegt.

Im Grunde erprobt sie das entdeckte Rechengesetz, indem sie die Faktoren in
solche Summen bzw. Differenzen zerlegt, deren Teilprodukte fiir sie leicht auszu-
rechnen sind, und belegt dadurch ihre Einsicht in die zugrundeliegenden Strukturen.

I'(a + b)-c = a-c + b-c bzw. (a — b)-c = a-c — b-c

XXIX



XXX Einleitung

Das Rechengesetz steht fest, ,,aber der Natur mathematischer Gesetze entsprechend
ist ihre Anwendung frei* (Wittmann und Miiller 2017b, S. 73).

Aus Sicht der Mathematikdidaktik geht es dabei nicht darum, dass jedes Kind
moglichst viele unterschiedliche Rechenwege schnell und korrekt anwenden kann,
sondern das Beispiel Stella steht stellvertretend fiir folgende Sichtweisen auf die
Nutzung unterschiedlicher Rechenwege:

Es geht darum,

e _sich der Existenz verschiedener mathematisch sinnvoller Wege bewusst* zu
werden ,,und dieses Wissen fiir sich individuell*“ zu nutzen (Wittmann und Miiller
2017b, S. 73).

e Finsichten in Beziechungen und Strukturen zu erlangen.

e die erlangten Einsichten in Beziehungen und Strukturen zu nutzen, um Rechen-
wege aufgrund besonderer Aufgabenmerkmale aufgabenaddquat zu wihlen.

Die Mathematikdidaktik ist sich weitgehend einig, dass Kinder im Mathematikun-
terricht der Grundschule mehr lernen sollten als das korrekte und moglichst schnelle
Losen von Rechenaufgaben. Das Durchschauen der zugrundeliegenden Strukturen
sollte in den Fokus geriickt werden, oder wie Hiebert (1990) formuliert: ,.If we want
students to remember procedures, we should ask them to step back and think about
the procedures they are using rather than practicing more exercises* (Hiebert 1990
zitiert nach Krauthausen 1993, S. 195).

Doch wie schaut es in der Realitdt aus? Eine Analyse gingiger Schulbii-
cher in Abschnitt 4.4 zeigt, dass die Thematisierung von Rechenwegen fiir die
Multiplikation mehrstelliger Zahlen sehr oft wie folgt aufgebaut ist:

(1) Ein Hauptrechenweg (stellengerechtes Zerlegen in eine Summe mittels Distri-
butivgesetzes) wird erarbeitet und eingetibt.

(2) Weitere Rechenwege werden in den meisten Schulbiichern erwéhnt, aber sehr
selten begriindet oder in Bezug auf die Adidquatheit bei bestimmten Aufgaben
verglichen.

(3) Moglichkeiten fiir Kinder, selbst Rechenwege zu finden, zu vergleichen und zu
begriinden, werden selten geboten.

(4) Das schriftliche Verfahren zur Multiplikation wird direkt im Anschluss erarbei-
tet und 16st in Folge dann im Schulbuch das Rechnen nach unterschiedlichen
Rechenwegen ab.
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Nimmt man die Schulbiicher als Indiz dafiir, was in der Praxis des Mathematikun-
terrichts geschieht, so scheint es hier eine Kluft zwischen Theorie und Praxis zu
geben.

Vor diesem Hintergrund stellt sich die zentrale Frage, wie Unterricht gestaltet
werden kann, damit moglichst viele Kinder Einsicht in verschiedene Rechenwege
und in die zugrundeliegenden Strukturen erlangen und Rechenwege in Folge auch
sicher und aufgabenadiquat anwenden konnen. Dariiber hinaus fehlen — im Gegen-
satz zur mehrstelligen Addition und Subtraktion — Ergebnisse aus der Forschung,
die den Einfluss unterschiedlicher Fokussierungen im Unterrichtsgeschehen auf die
(aufgabenadidquate) Verwendung von Rechenwegen fiir die Multiplikation und auf
zugrundeliegende Einsichten beschreiben (siehe Abschnitt 3.3 und Padberg und
Benz (2021, S. 214)).

Im Sinne von E. Ch. Wittmann, der es als Kernaufgabe der Mathematikdidaktik
sieht, ,,inhaltsbezogene theoretische Konzepte und praktische Unterrichtsbeispiele*
zu entwickeln und zu erforschen, mit der zentralen Absicht, den realen Unterricht
zu verbessern (Wittmann 1998, S. 330), ist es Ziel dieser Arbeit, praxisnahe Ent-
wicklungsarbeit mit empirischer und theoretischer Absicherung zu verkniipfen. So
liegt der Fokus der vorliegenden Studie einerseits auf der Entwicklung und Umset-
zung eines fachdidaktisch untermauerten Lernarrangements zum Zahlenrechnen
im Bereich der Multiplikation (einstellig mal zweistellig). Andererseits werden die
von den Kindern genutzten Rechenwege und gezeigten Einsichten in zugrundelie-
gende Konzepte und Strukturen vor und nach der Umsetzung eines lernforderlichen
Lernarrangement untersucht. Aus den Ergebnissen wird in weiterer Folge eine
Typisierung der Kinder nach genutzten Rechenwegen vorgenommen. Aus dieser
Typisierung sollen Aussagen

e zur sicheren Anwendung der Rechenwege,

e zu Einsichten in zugrundeliegende operative Beziehungen und

e zur Nutzung besonderer Aufgabenmerkmale fiir Rechenvorteile abgeleitet wer-
den.

Weitere Schwerpunkte der Studie liegen auf den Hiirden in den Lernprozessen im
Zuge der Umsetzung des Lernarrangements und auf den Sichtweisen der Kinder im
Hinblick auf die Bedeutung aufgabenadidquaten Rechnens.

Forschungsmethodologische und forschungsmethodische Einbettung

Die Studie ist der qualitativen empirischen Sozialforschung zuzuordnen und im
Design einer Educational Design Research Studie (Plomp 2013; Van den Akker
et al. 2006a) angelegt. Kennzeichnend fiir diese Art der Forschungskonzeption ist
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eine enge Verzahnung zwischen Praxis und Forschung. So liegen die Schwerpunkte
von Educational Design Research Studien im Zuge des Forschungsprozesses auf
zwei Ebenen. Einerseits werden im Forschungsprozess Erkenntnisse im Hinblick
auf die Entwicklung von Unterrichtsaktivititen angestrebt und andererseits werden
aus den Ergebnissen wissenschaftliche Theorien iiber das Lehren und Lernen des
spezifischen Lerngegenstandes weiterentwickelt.

Vor diesem Hintergrund wurden zur Datenerhebung qualitative Interviews nach
derrevidierten klinischen Methode durchgefiihrt (Selter und Spiegel 1997, S. 110f1.).
Die Auswertung der Interviews erfolgte am Material selbst mittels induktiver Kate-
gorienbildung als auch auf Basis von Theorien durch deduktive Analyseschritte
(Mayring 2001, S. 5f.). Ferner wurden Leitfadeninterviews mit den Klassenlehrkraf-
ten gefiihrt. Zur Erhebung von Rechenwegen wurden aus forschungsékonomischen
Griinden zusitzlich noch schriftliche Erhebungen genutzt.

Gliederung der Arbeit
Die folgenden Kapitel 1 bis 4 erortern literaturbasiert und den aktuellen Forschungs-
stand einbeziehend die theoretischen Hintergriinde der Arbeit. Zu Beginn werden
jene theoretischen Grundlagen dargelegt, die sich allgemein auf Rechenwege
aller Operationen beziehen. Das Kapitel 1: Einteilung von Rechenwegen thema-
tisiert die Kategorisierung von Rechenwegen. Dabei werden die unterschiedlichen
Formen des Rechnens (Zahlenrechnen, Kopfrechnen, halbschriftliches Rechnen,
Ziffernrechnen bzw. schriftliches Rechnen) und deren Charakteristika beschrie-
ben, um den Begriff Zahlenrechnen fiir die vorliegende Arbeit zu definieren.
Weiters wird das Zahlenrechnen aus fachdidaktischer Sicht analysiert. Kapitel 2:
Flexible und aufgabenaddiquate Rechenwege befasst sich mit den Begriffen Flexi-
bilitdt und Aufgabenaddiquatheit in Bezug auf die Wahl eines Rechenweges und
entwickelt in Folge eine Definition dieser Begriffe fiir die vorliegende Studie.
Kapitel 3: Multiplikation mehrstelliger Zahlen — fachlicher und empirischer Rah-
men grenzt die Operation und der Zahlenraum auf das Multiplizieren einstelliger
mit zweistelligen Zahlen ein und fixiert die Form des Rechnens auf das Zahlen-
rechnen. Es werden einerseits die Rechenwege fiir die Multiplikation hinsichtlich
zugrundeliegender Rechengesetze mathematisch analysiert und andererseits gin-
gige Kategorisierungen von Rechenwegen fiir mehrstellige Multiplikationen aus der
mathematikdidaktischen Literatur diskutiert. Der letzte Teil fasst die Forschungs-
ergebnisse zu Entwicklung und Verwendung von Rechenwegen fiir mehrstellige
Multiplikationen zusammen.

In Kapitel 4: Multiplikation mehrstelliger Zahlen — unterrichtliche Umsetzung
wird die unterrichtliche Realisierung des multiplikativen Zahlenrechnens erortert.



