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Prologo

Con este libro se pretende. proporcionar el material para un curso completo
de un afio a los estudiantes de las distintas ramas de la ciencia, de la técnica y de
la ingenieria. En particular ha sido redactado con vistas a los cursos de

1. Ingenieria Técnica Industrial
2. Ingenieria Superior en sus distintas ramas

Si bien se incluyen demostraciones formales dondequiera que ello se estima
necesario para fomentar la comprension, el enfoque principal va dirigido a propor-
cionar al estudiante una solida formacién que incluya, tanto la destreza en el plan-
teamiento y resolucion de problemas, como una vision cabal de los principios que
sirven de base a la teoria. La estructura programada hace que el libro resulte en
gran manera adecuado para uso general en clase y para estudiarlo individualmente,
sirviendo ademds de guia para el trabajo de correccion y de revisién subsiguiente.

El libro es el resultado de ocho afios de trabajo encaminado al desarrollo de
técnicas-de ensefianza programada en el Departamento de Matemdticas de la Es-
cuela Universitaria de Tecnologia de. Lanchester, Coventry. Durante los ultimos
cuatro arios, todos los cursos del primer afio de Matemdticas para las distintas
ramas de Ingenieria han sido dados en forma programada, en combinacién con
periodos de tutoria y seminarios. Los resultados obtenidos han sido altamente
satisfactorios y se sigue trabajando con vistas a un mayor perfeccionamiento de
estas técnicas de aprendizaje.

Cada uno de los programas ha sido minuciosamente examinado y mejorado
antes de llegar a su redaccion final y el nivel de eficacia alcanzado ha estado
siempre por encima del 80/80, es decir mds de un 80 % de los estudiantes han
obtenido, en tests cuidadosamente preparados, notas superiores al 80 % de las
mdximas establecidas. En un programa de investigacion con un grupo de control
formado por estudiantes que recibian la ensefianza tradicional, se comprobé que
las notas medias de los estudiantes de la ensefianza programada eran significativa-
mente superiores a las del grupo de control y que la diversificacion de notas era
a su vez menor en aquéllos que en éstos. Esta pauta general se ha reflejado tam-
bién en los resultados de los exdmenes finales.
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Vi Prologo

Las ventajas de poder seguir cada uno su marcha de trabajo, la intensidad
del interés puesto en juego por el estudiante, y el asesoramiento inmediato que
recibe éste en sus respuestas, son cosas bien sabidas por todos los que conocen
la enserianza programada. Presenta ademds esta ensefianza la ventaja, en el pri-
mer afio de un estudiante en un centro universitario, de ofrecer una transicion
mds suave entre el encuadre de disciplina y organizacion propios de la ensefianza
media y el ambiente mds libre y con mayor responsabilidad en cuanto a su propio
progreso con que se enfrenta el estudiante al penetrar en el dmbito de la ense-
nanza superior.

Vaya mi reconocimiento y gratitud para todos los que de algin modo han
contribuido a la confeccion de este libro, incluyendo los que han tomado parte
activa en los procesos de perfeccionamiento de los programas. Quiero en particular
dejar constancia de mi gratitud por el aliento constante que me han venido pres-
tando Mr. J. E. Sellars, M. Sc., A. F. R. Ae. S., F. I. M. A., actualmente jefe de
mi Departamento en esta Escuela Universitaria, y Mr. R. Wooldridge, M. C.,
B. Sc.,, F. I. M. A., antes jefe del Departamento y ahora director de la Escuela
Universitaria de Tecnologia de Derby. Debo también acusar reconocimiento de
las muiltiples fuentes, demasiado numerosas para ser citadas una por una, de donde

se han venido juntando a lo largo del tiempo los ejemplos seleccionados que figu-
ran en los programas.

K. A. Stroud
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Consejos para uso de este libro

Este libro consta de veinticuatro lecciones, cada una de las cuales ha sido
preparada con vistas a que el aprendizaje resulte lo mas efectivo e interesante.
Es casi como si se tuviera un tutor personal, ya que el estudiante procede a la
marcha que le conviene y las dificultades que se le puedan presentar se le aclaran
antes de que pueda adquirir conceptos o técnicas erréneos.

Cada programa se halla dividido en secciones llamadas cuadros, cada uno
de los cuales ocupa por lo general media pagina. Al iniciar un programa, empiece
con el cuadro 1. Lea cuidadosamente cada cuadro y ejecute todas las instruccio-
nes y ejercicios que se le propongan. En casi todos los cuadros se le pide algiin
tipo de respuesta para asegurar que ha comprendido la informacion contenida,
e inmediatamente puede comparar su respuesta con la correcta que viene en el
cuadro siguiente. Para que pueda sacar el méaximo provecho le recomendamos
encarecidamente que cubra el cuadro siguiente hasta haber dado su respuesta.
Cuando se encuentre con una serie de puntos, lo que se le pide es que supla la
palabra, frase o nimero que falte. En cada paso ird recibiendo la informacién
pertinente. No tiene por qué apresurarse: lea cuidadosamente los cuadros y siga
fielmente las instrucciones. Asi es como aprendera.

Al final de cada cuadro encontrard un corto ejercicio de prueba. Este versa
directamente sobre lo que ha aprendido en la leccién: las preguntas son directas
y sin trampa alguna. Para que pueda practicar, se incluye otro conjunto de pro-
blemas: resuelva de ellos los mis que pueda. No olvide que en matematicas, lo
mismo que en cualquier otra situaciéon de la vida, la perfeccién viene con la
practica.

Aun cuando crea haber visto los temas con anterioridad, no deje de traba-
jar en ellos sin omitir ninglin programa: esto le servird como repaso util y para
llenar las lagunas que pudiera tener en sus conocimientos.

X1






Informacién util de repaso

1. Identidades algebraicas
(@a+b)*=a*+2ab +b? (a+b)® =a®+3a + 3ab? + b°
(@—b)*=a*-2ab + p? (@a—b)® =a®—3a%b + 3ab? - b3
(a +b)* =a® + 4a°b + 6a®b? + 4ab> + b*
(a—b)* =a* — 4a°b + 6a2b? — 4ab® + b°
@ =b2=@-b)@+b). o —b=(a-b) (@ +ab+b?)
a® + b3 =(a+b) (a*>—ab +b?)
II. Identidades trigonométricas

1) sen?f +cos?0=1; sec’d =1+ tan?0; cosec?d =1 +cot?f

2) sen(A +B)=senA cos B +cos AsenB
sen (A —B)=sen A cos B—cos AsenB
cos (A + B) = cos A cos B— sen A senB
cos (A—B) =cos A cos B + senA senB

_ tan A +tan B
tan(A+B)-1—tanAtanB
tan (A- B) = tan A—tan B

1+tan Atan B

3) SeaA=B=6. . sen20=2send cosf
cos 20 = cos20 —sen?d
=1-—2sen%d
=2cos20~1
2tan §
1—tan2%

tan 20 =

XV



XVI

* La expresién tan—1 tiene aqui el valor de la funcién circular arco tangente (arc tg).
Anidlogamente, y en lo sucesivo, se mantendrd esta nomenclatura para todas las funciones

6)

7

8)

9)

Informacion util de repaso

4 S =g c = Q g
) Seaé 5 send 2sen- cos
4] 0
= 2'__— 2_
cos @ = cos 3 sen >
=1—25enzg
4]
= 2 ¥ _
2 cos 3 1
2tan%
tan(b’=______
l—tan22
5) senC+senD=2senC;Dcosg-§—D
senC-senD=2cosC+DsenC_D
2 2
+ -
cosC+cosD=2cosC Dcosg—D
2 2
+ —
cosD—cosC=2senC2DsenC2D

2sen A cos B=sen (A +B) +sen(A—B)
2 cos A senB =sen(A + B)—sen (A — B)
2 cos A cos B=cos (A +B) + cos (A— B)
2senA senB =cos (A— B)—cos (A + B)

Angulos negativos: sen(—§) =—-senf
cos(—6)=cosf
tan (—0) =—tan 6
Angulos que tienen las mismas razones trigonométricas:
(i) Mismo seno: 6 y (180°-9)
(ii) Mismo coseno: 6§ y (360°—0), o sea (—6)
(iii) Misma tangente: 9 y (180° +6)

asend +bcosf =A sen(d +a)
asend—bcosf = A sen(d —a)
a cosf +bsenf =Acos(0—a)
acosf—bsenf =Acos(f +a)

A=V@TET
donde:

o="wr' 2 (°<a<or’
z (0°<a )

circulares (N. del E.).



Informacion util de repaso XVII

III. Curvas tipicas
1) Recta:

Pendiente, m:iy_=J’2 ~— )1
dx X2~ X,

Angulo entre dos rectas, tang = 27 M
1+ mym,
Para rectas paralelas, m, = m,

Para rectas perpendiculares,m,;m, =—1

Ecuacion de una recta (pendiente = m)
(i) Con la ordenada en el origen c sobre el ejereal y: y=mx +c¢

(i) Que pasa por (x1,¥1): ¥y =y =m(x—x;)

Y7 1 XTX
Y27r1 X27X;

(ili) Que une (x1,71) con(x2,¥2):

2) Circunferencia:
Con centro en el origen y radio r: x2 + y?=r?
Con centro (h, k) y radio r: (x—h)>+(y —k)*=r?
Ecuacién general: x2+y2+2gx+2fy+c=0

Con centro (—g, —f); radio =+/(g* +12? —¢)

Ecuaciones paramétricas: x =rcos 8,y =rsenf

3) Pardbola:

Con vértice en el origen y foco (a,0): y*=4ax
Ecuaciones paramétricas: x=at? y=2at

4) Elipse:

2 2
Con centro en el origen y focos(++/[z* — b?], 0): fi +2’—2= 1
donde a = semieje mayor, b = semieje menor

Ecuaciones paramétricas: x=acosf, y =bsend
5) Hipérbola:

Con centro en el origen y focos (++/[22 +b2%],0): X_;_V_Z_ =1
a

Ecuaciones paramétricas: x =asec 6, y =b tan g
Hipérbola equivalente:

[S)

Con centro en el origen y vérticet(

Sl

q.\/a—zz): xy==5 =c? dondec=\7”2_

0 sea xy =c?
Ecuaciones paramétricas: x=cr, y=¢/z






Programa 1

Numeros complejos
PARTE 1



2 Numeros complejos

1 Introduccién: el simbolo j

La solucién de una ecuacién de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 puede obte-
nerse por supuesto mediante la férmula

_=b £ /(b> —4ac)
T mw

Por ejemplo, si 2x2 + 9x + 7 = 0, tenemos entonces

=T9tV(B1-56)_9\25_—9+5
4

7 7
.. 4 _14
. X Io Z
L x=-10 -35

Esto es bastante inmediato, pero si resolvemos de la misma manera la ecua-
cién 5x2 — 6x + 5 = 0, obtenemos
= 6+VB6=100) _6+(=64)
10 10

.y el paso siguiente consistirdA ahora en determinar la raiz cuadrada de (—64).
¢Es (i) 8, (ii)) —8, (iii) ninguna de las dos cosas?

Ninguna de las
dos cosas

No es por supuesto ninguna de las dos cosas, ya que +8 y —8 son ambos raices
cuadradas de 64 y no de (—64). En realidad, v/(—64) no puede ser representado
mediante un niimero odinario, ya que no existe ningin nimero real cuyo cuadra-
do sea una cantidad negativa.

Sin embargo, —64 = —1 X 64 y por lo tanto podemos poner

V(=64) = V(-1 X 64) = /(-1 /64 = 8\ /(-1)
o sea \/(=64) = 8 /(-1)

Por supuesto, nos vemos todavia enfrentados con \/(—1), lo cual no puede
ser valorado como ntimero real, por la misma razén de antes, pero, si introduci-
mos la letra j para representar a \/(—1), entonces \/(—64) = V/(—1)-8 = j8.

Asi, aunque no podamos calcular \/(—1), podemos representarlo por j y
esto nos permite trabajar con mayor nitidez.

V(E64) = VE1V64 = 8
Andlogamente, V(=36)=V(-1)\/36=j6
VE T =VEDY T=32,646

Asi pues, \/(—25) puede ponerse en la forma ........................




Numeros complejos 3

Tenemos ahora una manera de rematar la ecuacién de segundo grado que hemos
iniciado en el cuadro 1.

Sx?—6x+5=0 - x=6t\/(361; 1()0)=6is1/((;-64)

6+i8
10
L x=06+j0,8 0 x=06-i0,8

SLoX=

Lx=06%i08

Mas adelante nos ocuparemos de los resultados de este tipo.

Por ahora, pase al cuadro 4.

Potencias de j

Puesto que j representa a \/(—1), consideremos algunas potencias de j.

i =vD i =vVED
F=-1 ?=-1
PE@EN=-ixj=— 0 P=e
PFE@ERE=E=1 =1

Obsérvese de un modo particular el resultado dltimo: j* = 1. Cada vez que se
presenta un factor j%, puede ser sustituido por el factor 1, de modo que la poten-
cia de j se reduce a uno de los cuatro resultados anteriores.

P.ej. ° =G*Ri=(1)j=1x =]
0= =) =1

0= = (1D =11 =1

y =GR =16 =

asi, de la misma manera, 5 = ...........coeiininnns




4 Numeros complejos

puesto que j° =(*)j=1Xj=]
Todos se hacen de la misma manera.
=GR =160 =161 =-1
=GN =)=
=GR =7 =1
Asi (i) j*2=

() 2= e,

(i) = e
Yy (v) Six*—6x+34=0, X= oo,

(i) -1, (i) 1, (i) 5, (@v) x=3%j5

El desarrollo de (iv) es como sigue:

_6%+/(36-136) _ 6 £~/(-100)

x2-6x+34=0 . x= =

osea x=3+j5S o x=3-j5

Recuerde que para simplificar las potencias de j, sacamos la potencia mis alta
que podamos de j, y el resultado queda entonces en uno de los cuatro resultados:
i =1, —j, 1.

Pase ahora al cuadro 7.




Nimeros complejos 5

Numeros complejos 7
El resultado x = 3 + j5 que hemos obtenido, estd formado por dos términos

separados, 3 y j5. Estos términos ya no se pueden combinar méis, puesto que el
segundo no es un nuamero real (por tener el factor j).

En una expresién tal como x = 3 + j5,

3 recibe el nombre de parte real de x
5 recibe el nombre de parte imaginaria de x

y los dos juntos constituyen lo que se denomina un nimero complejo.

Asi pues, un nimero complejo = (parte real) + j (parte imaginaria)

En el nimero complejo 2 + j7 la parte real =

y la parte imaginaria =

Parte real = 2; parte imaginaria = 7 (NO j7)

Los nimeros complejos tienen muchas aplicaciones en ingenieria. Para poderlos

utilizar nos hace falta saber cémo sc llevan a cabo con ellos las operaciones arit-
méticas ordinarias.

1. Suma y resta de niimeros complejos. Esto es facil como puede verse con los
ejemplos siguientes.

Ejemplo 1 (4 + j5) + (3 —j2). Si bien las partes real e imaginaria no pueden
combinarse entre si, podemos quitar los paréntesis y sumar los términos de la
misma especie.
(4+j5)+(3-j2)=4+j5+3-j2=(4+3)+j(5-2)
=7+j3

Ejemplo 2
@G+j7)—-(2-j5)=4+j7-2+j5=(4-2)+j(7+5)
=2+jl2
Asi pues, en general,(z +jb) + (c tjd)=(a +c) +j(b +d)

Haga ahora el que sigue:

GH+jN+B-j4)-(6-j3)=




6 Numeros complejos

2+i6

ya que (5+j7)+(3-j4)—(6-j3)
=5+j7+3-j4—6+j3
=(5+3-6)+j(7—4+3)
=2+j6

Haga usted ahora de la misma manera las sumas que siguen:
@) (6+i5) =4 —=3)+(2=§7) = e
Yy () BG+j5) (G4~ (2-j3) = e

10

@ 4+j ()12

Damos ahora aqui el desarrollo:

@) (6+j5)-(4-j3)+(2-j7)
6+j5—4+B3+2-i7
(6-4+2)+j(5+3-7)

(i) BG+j5)-(5-jd—(2-j3)
= 3+j5-5+j4+2+j3 (jTenga cuidado
i !
G-5+2)+j(5+4+3°°0 los signos!)
0+j12 = jI12

Esto resulta muy fécil, siempre que recuerde que las partes real e imagina-
ria tienen que ser tratadas absolutamente por separado —lo mismo que las x y
las y de una expresién algebraica.

Pase al cuadro 11.




Numeros complejos 7

2. Multiplicacion de niimeros complejos
Ejemplo: (3 + j4) 2 + j5)

Estos se multiplican exactamente de la misma manera en que se determina-
ria el producto (3x + 4y) 2x + 5y).

Forme los términos producto de (i) los dos términos de la izquierda
(ii) los dos términos interiores
(iii) los dos términos exteriores
(iv) los dos términos de la derecha

=6+j8 +jl15+j%20
=6+j23-20 (ya que j2 = —1)

=-14+4i23
@3 +j4)2(2 +j5)

3

De manera andloga, (4 —jS) 3 +j2) .ecovvviviniiinnnen.

1

22-47

ya que: (4-j5)(3+j2)=12-j15+j8 ;%10
=12-j7+10 (=-1)
=22-j7

Si la expresién contiene més de dos factores, multiplicamos estos factores
paso a paso:

B+j49)(2-j5)(1-j2)
= (6 +j8—j15—i220) (1 —j2)
=(6—-j7+20)(1-j2)
=(26-j7) (1 -j2)

Terminelo.

12
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13

12 — 59

ya que: 26-j7)(1-j2)
=26-j7-i52+*14
=26-j59—14=12-j59
Obsérvese que cuando tratamos con numeros complejos, el resultado del célculo
es también, por lo general, un nimero complejo.
Haga ahora por su cuenta esta multiplicacidn.
(B+i8)(5-38)= e,

14 ”

Aqui esta el desarrollo:

(5 +38) (5—j8) = 25 +j40 — j40 — j264
=25+64
=89

A pesar de lo que hemos dicho anteriormente, tenemos aqui un resultado
que no contiene ningdn término en j. El resultado es, por lo tanto, totalmente real.

Este es més bien un caso excepcional. Observe los dos nimeros complejos
que acabamos de multiplicar. ;Encuentra alguna particularidad en ellos? De ser
asi, ¢cudl es esta particularidad?

Una vez dada la contestacidn, pase al cuadro siguiente.
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Son idénticos, salvo por el signo de en medio en los paréntesis,
osea (5+ j8) y(5—j8

Un par de nimeros complejos tales como éstos reciben el nombre de complejos
conjugados y el producto de dos nimeros complejos conjugados es siempre to-
talmente real.
Considérelo de esta manera —
(a+b) (a—b)=a® —b* diferencia de dos cuadrados

De andloga manera (5 +j8)(5—j8) =5 —(j8)> = 5°—j’8?
= 52 + 82 (jz = __1)
=25+64=89

Sin llegar a hacer todo el desarrollo diga si el producto de (7 —j6) y (4+j3) es
(i) un ndmero real

(ii) un nuimero imaginario
(iii) un ndmero complejo

16

Un niimero complejo

ya que (7 —j6) (4 + j3) es un producto de dos nimeros complejos que no son
nimeros complejos conjugados.

Recuerde: Dos nimeros complejos conjugados son iguales salvo por el signo que
hay entre los paréntesis.

(4 +j5) y (4—j5) son nimeros complejos conjugados

(@a+ jb) y (a—jb) son nimeros complejos conjugados
pero (6 +j2) y (2 + j6) no son niimeros complejos conjugados
(5—j3) y (=5 + j3) no son ntmeros complejos conjugados

Asi pues, jpor qué tenemos que multiplicar (3 —j2) para que el resultado sea
totalmente real?
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17

3+ 42

puesto que el conjugado de (3 —j2) es idéntico a él salvo por el signo de en medio,

o sea (3 + j2), y sabemos que el producto de dos nimeros complejos conjugados
es siempre real.

Damos aqui otros ejemplos:

Ejemplo 1 B-j(B+j2)=3 (2> =9-j*4
=9+4=13

Ejemplo 2 Q+inNQ2-jN=22-(7? =4-j%49
=4+49=53

... y asi sucesivamente.

Los nimeros complejos de la forma (a + jb) y (a—jb) reciben el nombre
de nimeros complejos

18

conjugados

Ahora no debe tener dificultad alguna con los ejercicios que siguen

(a) Escriba los siguientes productos
@ (4-j3)(4+j3)
(i) (4+j7)(4-i7)
(iii) (a+jb) (a—jb)
(iv) (x—) (x+)
(b) Multiplique (3 —j5) por un factor adecuado para que el resultado sea

totalmente real.

Cuando termine, pase al cuadro 19.
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Damos aqui con detalle los resultados.

@ @) (@-3) @+3)=42 232 =16+9 = 25 |
(i) (4+j7)(@4-j7)=4 -7 =16 +49=
(i) (a+ib) @—jb)=a® —i?b* =
(iv) (x—iy) (x+iy)=x2—j%? = | x?+)?

(b) Para que el producto sea real, tenemos que multiplicar (3 — jS) por su con-
jugado, o sea por (3 + jS), dando como resultado

(3-j5)(3+j5) =32 —{252 =9 +25=[ 34 |

Pase ahora al cuadro siguiente para hacer un corto ejercicio de repaso.

20

Ejercicio de repaso
1. Simplifique @ j'* Gt i)
2. Simplifique:
D 5-i9-@2-j)+(3-j4)
() (6-3j3)(2+j5)(6-j2)
(i) (4—j3)?
(iv) (5-j4)(5+j4)

3. Multiplique (4 —j3) por un factor adecuado para que el producto sea total-
mente real. ;Cudl es el resultado?

Una vez que termine el ejercicio, pase al cuadro 21.
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Aqui vienen los resultados. Compérelos con los suyos.

O
() J'° =G = 12-1)=
i) §7 =GP =57 =
20 G-9)-Q-ie)+G-#)
=5-j9—2+j6+3—j4
=(5-2+3)+j(6-9-4)= |6—j7
@ (6-13)Q2+i5) 61
=(12-j6+j30-j*15) (6 —j2)
=(27 +j24) (6 —j2)
=162+j144-j54 +48 = |210+90
(iii) (4-j3)*=16-j24-9
= 7-j24
) (5-4) G+ 1)

=25-216=25+16=

3. El factor buscado es el conjugado del nimero complejo dado.

(4-j3)(4+i3)=16+9= [25]

(Le ha salido todo bien? De acuerdo. Pase ahora al cuadro siguiente para conti-
nuar el programa.




