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PROLOGO

El presente texto tiene por objetivo entregar los
conocimientos necesarios al alumno para que pueda tomar
un primer curso de calculo en la Pontificia Universidad
Catdlica de Chile abarcando todos los temas de |la
asignatura “algebra e introduccién al calculo” que se
imparte a diversas carreras y en diferentes formas.

Este volumen se preocupa de los temas mas formales,
permitiendo al alumno familiarizarse con los lenguajes
cientificos y con el método deductivo, aspectos
fundamentales en la formacidn de un profesional.

En el primer capitulo se presenta el lenguaje matematico,
se introduce el uso de variables y se desarrollan algunos de
los principales conceptos ldgicos: verdad, consecuencia,
equivalencia y demostracién. Este capitulo es el eje
transversal de todo el texto, pues entrega las herramientas
necesarias para hacer demostraciones correctas en
matematica.

El segundo capitulo se refiere a los nUmeros reales. Aqui
se hace una presentaciéon axiomatica y en base a ella se
estudian ecuaciones e inecuaciones.

En el tercer capitulo se introducen los conceptos de
relacién, funcidn real, sus propiedades y sus graficos.

El cuarto capitulo esta dedicado a las funciones
trigonométricas, sus propiedades, sus graficos y sus
aplicaciones.



En el capitulo 5 se presentan los numeros naturales,
basado en los axiomas de los numeros reales. Aqui se
estudian principalmente los conceptos de induccion vy
recursion.

En el capitulo 6 se desarrollan las principales aplicaciones
de la induccidon matematica, destacando las propiedades de
sumatorias, progresiones, nUmeros combinatorios y el
teorema del binomio.

En el séptimo capitulo se introducen los numeros
complejos y los polinomios.

En el capitulo 8 se presentan las funciones exponencial y
logaritmo, destacando las propiedades de modelamiento de
estas funciones.

En el capitulo 9 se introducen los conceptos basicos de la
geometria analitica, estudiando rectas y las cénicas.

Finalmente, en el capitulo 10 se introducen los primeros
conceptos del calculo diferencial, estudiando el concepto de
completud de los numeros reales y el de limites de
sucesiones.

Al final de cada capitulo se entrega una prueba de
autoevaluacién de los conocimientos relevantes de cada
capitulo. Esta prueba consta de siete preguntas que el
alumno deberd responder y autoevaluar cada pregunta con
una nota entre cero y uno. El promedio de las 10
evaluaciones serd el 70 por ciento de la nota del curso y el
restante 30 por ciento es la nota que se obtenga en el
examen final que se encuentra en el capitulo 11.

Con esta nota, el alumno podra saber si estd en
condiciones apropiadas para tomar un primer curso de
calculo universitario.

Las respuestas a muchos de los ejercicios propuestos en
cada capitulo, a las pruebas de autoevaluacién y al examen
final se encuentran en el capitulo 12.

Deseo agradecer muy especialmente a mi amiga y colega
Maria Isabel Rauld por sus correcciones, revisiéon del
presente texto y su invaluable cooperacion.



IRENE MIKENBERG L.



1 Lenguaje matematico

1.1 Introduccion

La matematica estudia las propiedades de ciertos objetos,
tales como numeros, operaciones, conjuntos, funciones,
relaciones, etc., y para ello, es necesario poder contar con
un lenguaje apropiado para expresar estas propiedades de
manera precisa. Desarrollaremos aqui un lenguaje que
cumpla estos requisitos, al cual Illamaremos Ilenguaje
matematico.

Aunque algunas de estas propiedades son evidentes, la
mayoria de ellas no lo son y necesitan de una cierta
argumentaciéon que permita establecer su validez. Es
fundamental por lo tanto conocer las principales leyes de la
l6gica que regulan la correccién de estos argumentos.
Desarrollaremos aqui los conceptos de verdad, equivalencia
y consecuencia ldgica y algunas de sus aplicaciones al
razonamiento matematico.

1.2 Lenguaje matematico

El lenguaje matematico estd formado por una parte del
lenguaje natural, al cual se le agregan variables y simbolos
l6gicos que permiten una interpretacion precisa de cada
frase.



1.2.1 Proposiciones

Llamaremos proposiciones a aquellas frases del
lenguaje natural sobre las cuales podamos afirmar que son
verdaderas o falsas. Ejemplos de proposiciones son:

“Dos es par”.

“Tres es mayor que siete”.

“Tres mas cuatro es nueve”.

“Si dos es mayor que cinco entonces dos es par”.
“Dos no es par”.

En cambio las siguientes frases no son proposiciones:

“;Es dos niumero par?”.
“ Dos mas tres”.
“iSumale cinco!”.
Usamos letras griegas a, B, y... etc., para denotar
proposiciones.

1.2.2 Conectivos

Una proposicion puede estar compuesta a su vez por una
O varias proposiciones mas simples, conectadas por una
palabra o frase que se llama conectivo.

Los conectivos mas usados son:

Negacion
Consideremos la proposicion

“dos no es par”.



Esta estd compuesta por la proposicién mas simple “dos
es par” y por la palabra “no”, que constituye el
conectivo negacion.

Si a es una proposicidon, — a denotara la proposicion “no
es verdad que a”.

Conjuncion
Consideremos la proposicion

“dos es pary tres es impar”,

la cual estd compuesta por las proposiciones mas
simples “dos es par” y “tres es impar”, conectadas por
la palabra “y"”, que constituye el conectivo conjunciodn.

Si @y B son dos proposiciones, usamos (o A ) para
denotar la proposicién “ay B”.

Disyuncion
Consideremos la proposicion

“dos es mayor que siete o siete es mayor que dos”.

Esta estd compuesta por las proposiciones mas simples
“dos es mayor que siete” y “ siete es mayor que dos”,
conectadas por la palabra “0”, que constituye el
conectivo disyunciodn.

Si @y B son dos proposiciones, usamos (o v ) para
denotar la proposicion “a o B”

Implicacidon

Consideremos la proposicion



“si dos es par, entonces tres es impar”.

Esta estd compuesta por las dos proposiciones mas
simples “dos es par” y “ tres es impar”, conectadas por
las palabras “si... entonces... ”, que constituyen el
conectivo implicacion.

Como notacién usamos (a —» B) para la proposicion “si a,
entonces B”.

Bicondicional

Consideremos la proposicion

“dos es mayor que siete si y solo si siete es menor que
dos”.

Esta estd compuesta por las proposiciones mas simples
“dos es mayor que siete” y “ siete es menor que dos”,
conectadas por las palabras “si y solo si”, que
constituyen el conectivo bicondicional.

Denotamos por (a ¢ a) a la proposicién “a si y solo si

Una proposicion es simple si ninguna parte de ella es a
Su vez una proposicién. Ejemplos de proposiciones simples
son:

“Dos es un numero par”.
“Tres es mayor que cuatro”.
“Tres mas cinco es mayor que cuatro”.

Se usan letras minudsculas p, g, r, s..., para denotar
proposiciones simples.



Ejemplos

Ejemplo 1.1

Usando simbolos matematicos conocidos y simbolos para
los  conectivos, podemos expresar las siguientes
proposiciones:

a) “Si dos es par, entonces tres es impar” como (2 es par
- 3 es impar).

b) “No es verdad, que dos es par o impar” como — (2 es
parv 2 es impar).

c) “Si no es verdad que cinco es menor que siete,
entonces cinco es mayor que siete o cinco es igual que
siete” como (- (5<7)->(5>7v5=17)).

Ejemplo 1.2

Usando los siguientes simbolos:

p: “2 es par,” q:."3 esimpar,”
r: 445 < 7H’ S: M5 > 7II’
. “5=17", u: “2 es impar,”

podemos expresar:
a) “Si dos es par entonces tres es impar” como
(b= q)
b) “No es verdad que dos es par o impar” como

= (p v u).



c) “Si no es verdad que cinco es menor que siete,
entonces cinco es mayor que siete o cinco es igual que
siete” como

(—wr-(svt)).

1.2.3 Predicados

Consideremos proposiciones en las que hemos
reemplazado uno o mas nombres de objetos por letras
como: X, y, z, u, etc. Por ejemplo, las siguientes:

“X es positivo”

“y es par”

“X es mayor que y”

“X es mayor que y mas z"

“Si x es mayor que 5, entonces x es positivo”.

Estas frases se Illaman predicados o funciones
proposicionales y las letras usadas se llaman variables.
Los predicados no son verdaderos ni falsos, pero al
reemplazar las variables por nombres de objetos se
transforman en proposiciones.

Como en el caso de las proposiciones, los predicados
pueden estar compuestos por otros mas simples ligados
entre si por conectivos. Por ejemplo, el predicado: “x es par
0 X es primo” esta compuesto por los predicados simples: “x
es par” y “x es primo” unidos por el conectivo “0”.

Ejemplos

Ejemplo 1.3



Usando simbolos matematicos conocidos y simbolos para
los conectivos, podemos expresar los siguientes predicados:

a) “Si x es par, entonces x no es impar” como (x es par -
= (x es impar)).

b) “x es mayor que y si y solo si no es verdad que x es
menor que y o que x es igual a y” como (x > y & = (x
<yvx=y)).

Ejemplo 1.4

Usando ademas los siguientes simbolos:

p(x) : “x es par”, q(x) : “x es impar”,
nx, y):“x>y", s(x, y): "x<y”,
t"x=y",

podemos expresar:
a) “Si x es par, entonces x no es impar” como
(p(x) = = q(x))

b) “x es mayor que y si y solo si no es verdad, que x es
menor que y o que x es igual a y como

(X, y) e = (s(x, y) v t{x, y)))

1.2.4 Cuantificadores

A partir de un predicado se puede obtener una
proposicién anteponiendo una frase llamada cuantificador.
Los cuantificadores mas usados son:



Cuantificador universal

Consideremos el predicado
“Xx es positivo”
al cual le anteponemos la frase
“para todo numero x se tiene que”.
Obtenemos la proposicion
“para todo numero x se tiene que x es positivo”
cuyo significado es equivalente al de la proposicién
“todo numero es positivo”.

La frase “para todo x” constituye el cuantificador
universal.

Cuantificador existencial

Si al mismo predicado
“Xx es positivo”
le anteponemos la frase
“existe un numero x tal que”
obtenemos la proposicién
“existe un numero x tal que x es positivo”
cuyo significado es equivalente al de la proposicién

“existen numeros positivos”.



La frase “existe un x” constituye el cuantificador
existencial.

Cuantificador “existe un unico”
Si anteponemos al mismo predicado
“Xx es positivo”,
la frase
“existe un Unico numero x tal que”,
obtenemos la proposicién
“existe un Uunico numero x tal que x es positivo”,
cuyo significado es equivalente al de la proposicién
“existe un Unico nimero positivo”.

La frase “existe un Unico x" constituye el cuantificador
“existe un unico”.

En todo cuantificador se debe especificar el tipo de
objetos involucrados en la afirmacion, y para hacer esto se
usan colecciones o conjuntos de objetos que se denotan por
letras mayusculas: A, B, C... etc.

Como notacién usamos:

Vx € A “para todo x elemento de la colecciéon A
(a(x)) : a(x).”

dx € A “existe al menos un elemento x de Ia
(a(x)) : coleccidon A tal que a(x)”

Jlx &€ A “existe un Unico elemento x de la coleccién A
(a(x)) : tal que a(x).”



a(a) denota la proposicién obtenida de a(x) al reemplazar
X por a.

Notemos que si se tiene un predicado con dos variables
diferentes, es necesario anteponer dos cuantificadores para
obtener una proposicién. Por ejemplo, a partir del predicado
X < y se pueden obtener entre otras:

Yx c AVy e Alx < y)
Ix = AVy € A(x < y)
vx e A3y e Alx < y)
xcAdyc Alx < y)
YyecAdxe Alx < y)

Ejemplos

Ejemplo 1.5

Sea n el conjunto de los numeros naturales partiendo del 1.
Entonces podemos expresar:

a) “Todo numero natural impar es primo”
Vx € n(x esimpar— x es primo)

b) “Existen numeros naturales impares que no son
primos”

dx € n (x es impar A— (x es primo))

c) “Existe un unico numero natural primo que no es
impar”

d'x € n (x es primo A =~ (x es impar))



Ejemplo 1.6

Sea m el conjunto de los numeros naturales. Usando los
simbolos matematicos usuales y los simbolos [0gicos,
podemos expresar las siguientes proposiciones:

a) Dos mas dos es ocho:
2+2=28
b) Todo numero natural es par:
Vx € n (x es par)
c) Sidos es par, todo numero natural es par:
(2 es par—-»NVx &€ n (x es par))

d) Si uno es par, entonces 3 no es par:

(1 es par— — (3 es par))
e) Todo numero natural mayor que cinco es par:

Vxe&€n (x>5- xes par)
f) Hay numeros naturales pares mayores que cinco:

dx € v (x es par A x > 5)
g) El producto de dos numeros naturales pares, es par:

VxenVy€en((xesparn yespar)» x-yespar)

h) Existe un unico numero natural cuyo cuadrado es
cuatro:

Jlx € v (x2 = 4)



i) No hay un numero natural que sea mayor que todo
numero natural:

—AxEeEnVyen(x>y

J) El cuadrado de la suma de dos numeros naturales es
igual al cuadrado del primero mas el doble del
producto del primero por el sequndo mas el cuadrado
del sequndo

VXEnVyEn((x+ y)2 = X2+ 2xy + y?)

1.3 Las leyes de la logica

1.3.1 Verdad

La verdad de una proposicién simple depende solamente
de su contenido. Por ejemplo, las proposiciones “2 < 3", “2
es par” y “3 es impar” son verdaderas y por el contrario, “4
=5"y“2-5+ 1) > (32 10)” son falsas.

En cambio, la verdad de una proposicibn compuesta
depende ademds de la verdad o falsedad de sus
componentes méas simples y esta dada por las siguientes
reglas, donde ay 8 son proposiciones, a(x) es un predicado
y A es un conjunto:

1. - aes verdadera si y solamente si a es falsa.

2. (a v B) es verdadera si y solamente si al menos una de
ellas es verdadera o incluso si ambas son verdaderas.

3. (@ A B) es verdadera si y solamente si ambas son
verdaderas.



4. (a— B) es verdadera si y solamente no puede darse el
Caso que a sea verdadera y B sea falsa.

5. (a © B) es verdadera si y solamente si ambas son
verdaderas o ambas son falsas.

6. Vx € A a(x) es verdadera si y solamente si para todo
elemento a de A se tiene que a(a) es verdadera.

7. dx € A a(x) es verdadera si y solamente si existe al
menos un elemento a de A tal que a(a) es verdadera.

8. d'x € A a(x) es verdadera si y solamente si existe un
Unico elemento a de A tal que a(a) es verdadera.

Observacion

Notemos que en el caso de la implicacion, si a es falsa,
automaticamente (a - B) es verdadera y en este caso se
dice que (a - B) es trivialmente verdadera.

Ejemplos

Ejemplo 1.7

Sea m el conjunto de los numeros naturales. Entonces,

a) (2 < 3 v 4 = 5) es verdadera porque 2 < 3 es
verdadera.

b) (2 <3 A4 =05)esfalsa porqued =5 es falsa.

c) (2 <3 -4 =05)es falsa porque 2 < 3 es verdadera y 4
= 5 es falsa.

d) (2 < 3 - 3 < 4) es verdadera porque ambas son
verdaderas.



e) (2 >3 -4 =5) es trivialmente verdadera porque 2 > 3
es falsa.

f) (2 < 3 e 5 > 1) es verdadera porque ambas son
verdaderas.

g) (2 >3 e 4 =5) es verdadera porque ambas son falsas.

h) Vx € n (x > 2) es falsa porque 1 € n y no se cumple
quel > 2.

/) dx € n (x> 2) es verdadera porque por ejemplo, 3 € n
y3>2.

J) Vx&en(x>2V x=< 2)es verdadera, porque si a € u,
entonces (a > 2 v a < 2) es verdadera y esto ultimo es
cierto porque o bien a > 2 o bien a < 2.

k) Alx € n (x > 2) es falsa, porque por ejemplo, 3 y 4 € n,
3>24>2y4 #3.

[) Vxen(x>4-x+ 3 >7)es verdadera porque si a €
n se tiene que (a> 4 -» a+ 3 > 7) es verdadera, y esto
ultimo es cierto porque si a > 4, sumando tres se
obtiene que a + 3 > 7.

mVixenVyen((x>1Ay>1)-x-y<1) es falsa,
porque por efemplo, 2 € 1, 3Vuy((2>1A3>1)->2
+ 3 < 1) es falsa y esto ultimo se debe a que2 >1 y 3
> 1 ynosecumple que?2 -3 < 1.

n) Vx € m dy € n (x < y) es verdadera, pues si a € n,
entonces por efemplo, a+1 € rn ya< a+ 1, entonces
Six=aexsitey=a+ 1 talquex<y.

n)dix € n V y € n (y < x) es falsa porque si a € n,
entonces por ejemplo, a + 1 € n y no se cumple que a
+1<a

Notemos que para ver que una proposiciéon de la forma Vx
€ A a(x) es falsa, basta encontrar un objeto a de A que no



cumpla con a(a). Este objeto se llama un contraejemplo de
la proposiciéon dada.

Por ejemplo, en (h) del ejemplo anterior, x = 1 es un
contraejemplo para la proposicién Vx € n(x > 2).

1.3.2 Verdad légica o tautologia
Consideremos la proposicion

((oAQq)— p)

Esta es verdadera, independientemente del valor de verdad
de py de g, como podemos ver al hacer la siguiente tabla
llamada tabla de verdad que se construye a partir de
todas las posibles combinaciones de valores de verdad para
las proposiciones simples que contiene la proposicién
original, tal como se muestra a continuacién:

plqg|lprg)|(lprg)—p)
viv] v V
VIF| F V
Flv| F V
F|F| F V

: Verdades légicas

Este tipo de proposiciones se llaman verdades ldgicas.
Por el contrario, si consideramos la proposicién

((bvq)-p),

y hacemos su tabla de verdad:



