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Prélogo

La finalidad de este libro sobre «principios«, destinado a los estudiantes que inician
el estudio del Andlisis Matemdtico, es presentar las teorias bdsicas y los métodos propios
de esta rama de la Matemadtica, que han de servir de fundamento y referencia a los que se
dediquen al cultivo de esta ciencia, o a aquellos que usen de ella en las aplicaciones.

No es facil precisar el contenido y los limites de una obra de esta naturaleza y mucho
menaos acertar en el estilo de su redaccion, que ha de ser vivo y estimulante, aspirando a
que su lectura sea mas encuentro personal con una ciencia que informacién sobre una va-
liosa herencia cultural.

Por otra parte, estos textos de iniciacion tienen caracteristicas comunes que conviene
tener presente y respetar. En primer lugar han de servir para ordenar los conocimientos y
vivencias cientificas que el lector haya adquirido y experimentado con anterioridad, y
que es probable le inclinaran a seguir una via de dedicacion. Ha de ser también motivo de
cuidadoso examen la seleccion de los temas de estudio, en la que primara el cardcter
bdsico sobre otras consideraciones de brillantez o gusto personal, Finalmente, como el
método es lo que transforma en ciencia un conjunto de resultados y noticias de una deter-
minada drea del conocimiento y ademds le imprime un cardcter abierto, es ineludible
una presentacion matemdatica, es decir, logico-deductiva, de la teoria. Elrazonamientoy
el fino ejercicio de la deduccion légica habrdan de aparecer como una regla 'y un adiestra-
miento en el juego del descubrimiento matemdtico. En esta ciencia, como en ninguna
otra, el estudiante no puede ser espectador, y sélo podra asegurar que ha llegado al cono-
cimiento de una teoria cuando la haya recreado tras una reflexion personal.

No es facil escribir un texto de acuerdo con las caracteristicas apuntadas, y toda
posible redaccion puede dar ocasion a juicios encontrados. Tanto en la seleccion de los
temas como en su desarrollo, nos ha servido la experiencia directa universitaria. La
mayoria de ellos han sido expuestos en lecciones ante los alumnos, cuyas observaciones
se han tenido presentes al redactar el texto.

Tanto en la exposicion de una teoria como en el desarrollo de un razonamiento mate-
madtico, es indispensable que el lector tenga una idea clara y precisa de los objetivos que se
persiguen, A tal fin, se principia cada uno de los capitulos con una exposicion detallada
de los conceptos y proposiciones que se tratan en el mismo, pero con un estilo libre de
instrumento logico, buscando despertar una intuicion matemdtica de las teorias
abstractas.

Como indicabamos, siempre es discutible el alcance que se debe dar a un tratado de
esta clase, y reconocemos nuestras dudas sobre el que le hemos dado. Hay capitulos que
se podrian omitir en un primer estudio, asi como algunos temas mds especializados,
aunque de gran contenido conceptual. De forma indicativa citamos algunos que podrian
dejarse para una segunda lectura: Construccion efectiva del cuerpo real R. — Andlisis
arquimediano de los cuerpos. — Teoremas de extensién por continuidad. = Exponen-
cial imaginaria y medida de dngulos. — Teorema de Lebesgue. — Limites en integrales
impropias. — Permutabilidad del paso al limite. — Teorema de Schwarz, entre otros.
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VI Prélogo

Al final de cada uno de los capitulos se han dispuesto colecciones de ejercicios rela-
tivos a la materia tratada, cuya resolucion es complemento indispensable del estudio

teorico.
Al terminarestas lineas introductorias es justo que dedique las ultimas a agradecer a

Editorial Reverté, S. A., su interés, buena acogida y cuidados que han puesto en la
publicacion de esta obra. Agradecimiento que hago extensivo a amigos, colegas y alum-
nos a los que tanto debo y de los que tanto he aprendido.

E. LINES ESCARDO
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1. Elementos de la teoria de conjuntos

Cardinalidad de conjuntos.

1. Conjuntos.

2. Producto de dos conjuntos. Relaciones.
3. Relaciones de orden.

4. Aplicaciones.

5. Sucesiones.

6

7

. Ejercicios.

Este primer capitulo es introductorio, y en él se recopilan los principios de la teoria
elemental de conjuntos, que se supone conocida. El objeto es exponer en forma concisa
las principales definiciones y propiedades de esta teoria, asi como las notaciones mas
frecuentemente usadas. Por otra parte se supone que todas las propiedades referentes a
los sistemas de niimeros naturales, enteros y racionales son igualmente conocidas. No
asi{ la teorfa del nimero real que serd objeto de estudio detallado en los préximos
capitulos.

A partir de las nociones de conjunto y elemento, se definen las operaciones de unidn,
interseccion, diferencia y paso al complemento, as{ como sus propiedades (1.2, 1.4). Con
la nocién de par ordenado, se construye el producto de dos conjuntos, y a partir de
éste se define el concepto bdsico de relacion (2.3).

La relacién de equivalencia (2.4) que es la mds natural que se puede definir en un
conjunto, origina en éste una particion asociada. Otra relacién fundamental es la de
orden (3), que interviene en todas las definiciones de convergencia en los principios del
Andlisis. Entre todos los tipos de ordenacidn, la total es la mds simple (3.3), y de ella
se dan algunos ejemplos notables. Anejas a la ordenacién estin las nociones de cotas y
extremos (3.5, 3.6), de tal importancia, que sin ellas no se podria ni enunciar el prin-
cipio del extremo, caracterfstico del cuerpo de los nimeros reales.

El concepto de aplicacién (4), que es un caso particular del de relacién, se destaca
con tal fuerza, pues es el objeto del estudio del Anilisis, que en parte obscurece a los
demds. Tanto la nomenclatura (5.2, 4.3), como la clasificacién (4.4) se exponen con
detalle, y se consideran igualmente las restricciones y extensiones (4.8) de una aplica-
cién, v la composicion de aplicaciones (4.7).

Una clase de aplicaciones, sin duda las primeras que se presentaron al andlisis del
matemdtico, son las sucesiones: aplicaciones de N en un conjunto (5). Aparte del interés
intrinseco de las sucesiones, tienen un caricter instrumental en el estudio de otras
aplicaciones mds complicadas.

En los casos elementales, la cardinalidad de un conjunto (6) estd definida por el
nimero de sus elementos. En los casos mds generales, Cantor define la igualdad del
nidmero cardinal de dos conjuntos, por la posibilidad de establecer una coordinacion,
es decir, una biyeccién (6.1), entre ambos. Entre los conjuntos no finitos (6.3), el mds
simple es N, y todos los conjuntos coordinables con €l son los numerables (6.4). EI
conjunto Q de los niimeros racionales es numerable (6.7).



2 Elementos de la teoria de conjuntos

1. CONJUNTOS

1.1.  Se supondrdn conocidos los principios de la teorfa elemental de con-
juntos. En este apartado y en los siguientes se expondrdn en forma resumida,
las principales definiciones y proposiciones de esta teoria, asi como las nota-
ciones mds frecuentemente usadas.

Los conjuntos suelen designarse por letras mayusculas: A, B, ..., X, Y, ...,
y los elementos por letras minusculas: a, b, ..., x, ¥, ....

1

Para asegurar que “ x es un elemento de A”, se escribe

x € A.
La negacién “x no es un elemento de A”, se escribe
x ¢ A
Si A y B son dos conjuntos, se escribe
ACB o BDA,

para expresar que A es un subconjunto de B; es decir, que cada elemento
x € A es un elemento de B.

Dos conjuntos A y B son iguales (A = B) si tienen los mismos elementos.

Si AcBy Az~B, es A un subconjunto estricto de B.

La relacién c entre conjuntos es una relacién de orden; es decir, si A, B
y C son conjuntos, se tiene:

a) AcCA.
by Si AcBy BcA es A=B,
¢) Si AcBy BcC es AcC.

Si AcB, se dice que A estd contenido en B, o que B contiene a A. La
negacién de Ac B se escribe A ¢ B.

1.2. Dado un conjunto X y una propiedad P que poseen algunos (o todos,
0 ninguno) de los elementos de X, entonces queda determinado un subcon-
junto A de X, cuyos elementos son los que tienen la propiedad P. Se escribe

A={xeX:P®} o {xeX|Px)}

Si no hay ambigiiedad, se puede prescindir del simbolo X, escribiendo sim-
plemente {x : P(x)}.

Dadas dos propiedades P y Q que se refieren a elementos del mismo con-
junto X, la igualdad

{xeX:Px)}={xeX: 0}
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también se expresa por
Vx e X, P@kx) < Qk):
“para todo x de X (0 en X) la propiedad P es equivalente a la Q.

Si es
{xeX:Px)}c{reX: 0k},

esta relacién también se expresa por
Vx e X, Pk = 0k)
“para todo x € X (0 en X) la propiedad P implica a la Q”.

El conjunto vacio ¢, estd definido por

¢ ={x:x7#1x)

que es un subconjunto de cualquier conjunto. El conjunto vacio no tiene
elementos.

Se ha de distinguir entre el objeto x y el conjunto cuyo Unico elemento
es x, que se designa por {x}, y que a veces se denomina singulete. Esta no-
tacién se generaliza de manera natural; asi, el conjunto cuyos tnicos elemen-
tos son x e y es el par {x, y} y {x), ..., %, } es el conjunto cuyos elementos son
Xy ery Xno

1.2. La unidn de los dos conjuntos A y B, que se designa por AUB, es
AuB={x:xeA o xe€B}
en donde la conjuncién “0” no es excluyente.
La interseccién de los dos conjuntos A y B, que se designa por AN B, es
AnB={x:xe€eA y =xe€B}

Los conjuntos A y B son disjuntos si ANB = ¢; es decir, no tienen ele-
mentos comunes.

Estas definiciones se generalizan cuando se pasa de dos conjuntos a una
coleccién & (finita o no) de conjuntos. Al escribir A € &, se indica que A
es un conjunto de la coleccién .

La union de &F es

UA={x:x¢e A para algin Ae F}.

Ae*
La interseccion de ¥ es

NA={x:xe€ A para cada Ae F}.

Ae 7
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Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, el conjunto diferencia A —B es
A—B={x:xe€A y x¢B}

a veces se lee “A menos B’
Cuando A es un subconjunto de un X, el conjunto diferencia A”’=X — A,
se denomina frecuentemente “complementario de A respecto de X”.

1.3. Los resultados siguientes son simples consecuencias de las defini-
ciones:

a) AUB=BUA, AnB=BnA.
b) AUBUC)= (AUBYUC, An(BnC)= (AnB)nC.
) AuUBNC)=(AuBn(AUC), An(BuCO)=(ANBYyu(AnCQC),

que son las propiedades conmutativas, asociativas y distributivas de las opera-
ciones U e N, vilidas cualesquiera que sean los conjuntos A, B y C.
Si A es un conjunto cualquiera, son evidentes los resultados:

d A=AUA, A=AnA.
e) $UA=A, ¢NA=o.

Las propiedades distributivas c) se generalizan cuando se trata de una
coleccién § de conjuntos:

U(nB)=ﬂ(AUB), An(UB)=U(AnB).

Be 7 Be 7 Be 7 Be 7

Finalmente, se suelen llamar relaciones de Morgan las siguientes:

) X—UB=NEX—B), X—NB=UX—B),
Be 7 Be 7~ Be # Be 7
que en el caso particular de contener X a todos los conjuntos de la colec-

cién &, utilizando la notacién de los complementarios, se escriben:
’

) (an=nE, (UB):UE.

Be 7 Be 7> Be # Be 7

2. PRODUCTO DE DOS CONJUNTOS. RELACIONES

2.1. Un par ordenado (x, y), consta de dos objetos x e y (sin excluir que
sea x = y) y se distingue uno de ellos como primero del otro que es el segundo.
En el par ordenado (x, y), el primer elemento x se denomina también primera
componente, proyeccién o coordenada, y el segundo elemento y es la segunda
componente, proyeccién o coordenada.

La relacién de igualdad (x, y) = (x/, y) entre pares ordenados, equivale a
x=x e y=y.
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Si A y B son conjuntos, A X B es el conjunto de todos los pares (a, b),
donde a € Ay b € B. El conjunto A X B se denomina producto cartesiano de
A por B, o simplemente producto de A por B.

Los siguientes resultados son consecuencia de la definicién:

g (AUBIXC=(AXCQUBXC(C), CX(AnB)=(C X AYn(C X B).
ANBYXC=AXONBXC), CX(AUuB)=(C X A)u(C X B)

b) (ANB) X (CND)=(A X C) n(BXD).

2.2. Es conveniente considerar como iguales los conjuntos A X (B X C)
y (A X B) X C, identificando el elemento (aq, (b, ¢)) de A X (B X C) con el
elemento ((a@, b), ¢) de (A X BY X C. Hecha esta identificacién, al definir el
producto cartesiano de un ndmero finito de conjuntos, se puede prescindir

de los paréntesis. Si A;, A, ..., A, son conjuntos, los elementos del producto
A; X Ay X ... X A, son las n-tuplas ordenadas (a, a ..., a.), donde a € A;
para cada i =1, 2, ..., n.

2.3. Definicién: Una relacion & entre los conjuntos X e Y, estd definida
por tres elementos: el conjunto X, el conjunto Y, y un subconjunto cualquiera
GCcX XY, esdecirhr R={X, Y, G}.

El conjunto GcX X Y se denomina grafo de la relacién £

La primera proyeccion del grafo es el conjunto G,cX cuyos elementos son
los primeros x de los pares (x, y) € G; y analogamente la segunda proyeccion
del grafo es el conjunto G,CY cuyos elementos son los segundos y de los
pares (x, y) € G.

Si (x, y) € G, se dice que el par (x, y) pertenece a la relacién &, y también
se escribe x R y.

Una relacién & entre el conjunto X y el mismo X, se dice que es una
relacion definida en X. En este caso & = {X, G}, donde GcX X X, o GC X%

24. Definicidn: Una relacion de equivalencia & definida en X, es una
relacion & = {X, G} que tiene las siguientes propiedades.

a) SixeX es (x, x) € G, (reflexiva).

b) Si(x, y) € G es (y, x) € G, (simétrica).

¢y Si(x, ) eGe(y z)eG es (x, 2) € G, (transitiva).

Definicion: Una particién de un conjunto X, es una coleccion §F de sub-
conjuntos Bc X tal que:
a) Dos conjuntos cualesquiera de § son disjuntos.
b) La unién de los conjuntos de F es X:
UB=X

Be 5
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Entre las relaciones de equivalencia definidas en un conjunto X, y las parti-
ciones de X hay una correspondencia biunivoca, que se establece por medio
de las clases de equivalencia.

En la relacién de equivalencia & = {X, G} la clase de equivalencia que
contiene el elemento a € X, es

X,={xeX:(ax)e G}

Proposicion: Una relacién de equivalencia definida en un conjunto X,
determina una particién de X, cuyas partes son las clases de equivalencia. Re-
ciprocamente, toda particion de X da lugar a una relacién de equivalencia, en
la que el conjunto de las clases de equivalencia coincide con la particidn.

Si & es la relacién de equivalencia, el conjunto de las clases de equivalen-
cia, se denomina conjunto cociente de X respecto de la relacién & y se de-

signa por
X

=

3. RELACIONES DE ORDEN

3.1. Entre las relaciones que se pueden definir en un conjunto X las de
orden son de especial interés.

Definicion: Una relacion de orden en un conjunto X es una relacién
@ = {X, G} que tiene las siguientes propiedades.

a) SixeX e (x, )eG.
b) Six, peGe(y x)YeGesx=y.
) Si(x,ppeGely 2)eGes(x, z)eG.

Ordinariamente se emplea el simbolo < para la relacién de orden, y se
escribe x<(y en vez de (x, y) € G. Con esta notacién las propiedades ante-
riores tienen la siguiente forma.

a) SixeX es x<ix (reflexiva).

b) Six<<ye y<<x es y=x {antisimétrica).

c) Six<yey<z es x < z (transitiva).

A veces se escribe y > x en vez de ¥ <{y. Las dos formas de escritura se
consideran equivalentes.

Un conjunto en el que se ha definido una relacién de orden es un con-
junto ordenado.

3.2. Al prescindir de la condicién b) de antisimetrfa en la relacién de
orden se obtiene la de preorden.
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Una relacion de preorden en un conjunto X, es una relacién reflexiva y
transitiva.

Conservando la mnotacién <(, en una relacién de preorden en X, pueden
existir elementos distintos », y € X, para los que simultineamente sea x <y
e y < x. Desde el punto de vista de la relacién <<, estos elementos son equi-
valentes, y se puede definir en X una equivalencia & por la siguiente condi-
cién: Dos elementos x, y € X son equivalentes en & cuando simultineamente
es x <Ly e y<x

Proposicion: Toda relacion de preorden en X, determina una relacion de

orden en —g— Para dos clases X,, X, € }; , es X, <X, si, y sélo si, a<D.

3.3. Una relacién de orden, que verifica ademds de las a), b) y ¢ la
propiedad:

d) Para cada dos x, ye X es x<y, 0 x =1y, O y <x (tricotomia), es
una relacién de orden total.

En contraposicién, el orden antes definido, se denomina a veces orden
parcial. En este caso, dos elementos x, y € X, pueden ser comparables, cuan-
do, al menos se verifica una de las condiciones x <y e y <x; 0 no ser com
parables, cuando no se verifica ninguna de ellas.

E!l orden total, también se denomina orden lineal.

3.4, Sea X un conjunto ordenado. Un elemento m € E es el minimo de
X si es m < x, para todo x € X. Un elemento M € X es el mdrimo de X si
es x <XM, para todo x € X.

El minimo y el médximo son elementos de X, cuando existen.

De ordinario no existen en X minimo ni mdximo.

3.5. Definicién: Sea X un conjunto ordenado y A un subconjunto de X.
Un elemento k € X es una cota inferior de A si es k< x, para todo x € A.
Un elemento K € X es una cota superior de A si es x < K, para todo x ¢ A.

Se dice que A estid acotado inferiormente en X, si existe, al menos, una
cota inferior de A; y que A estd acotado superiormente en X, si existe, al
menos, una cota superior de A. Si existen las dos cotas, se dice simplemente
que el conjunto A estd acotado en X.

La propiedad de estar acotado un conjunto A, no depende s6lo de A, sino
del conjunto X en el que estqd contenido.

3.6. Definicion: Sea X un conjunto ordenado y A un subconjunto de
X. Un elemento w € X es el extremo superior, o supremo, de A en X, si o
es el minimo de las cotas superioves de A en X.

Se escribe,
o = ext. supy A, o =supxA, O w=supA
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cuando se sobreentiende cudl es el conjunto X que contiene a A.

Definicion: Un elemento a € X es el extremo inferior o infimo de A en X,
st a es el mdximo de las cotas inferiores de A en X.

Se escribe, ] . .
e=-cext. infy A, ao=infy A, o0 a«=infA
cuando se sobreentiende cudl es el concepto X que contiene a A.
De ordinario no existen en X infino ni supremo de AcX.

3.7. Cuando el conjunto X estd totalmente ordenado, las definiciones de
fnfimo y supremo de un subconjunto AcX se simplifican. Un « € X es infimo
de A en X si, y sblo si, se cumplen las dos condiciones:

a) Para todo x € A es a < x.
b) Para todo « € X, que sea a<<d existe algin x’' € A tal que es x’'<<d'.

Andlogamente, un o € X es supremo de A en X si, y s6lo si, se cumplen
las dos condiciones:

a) Para todo x € A es x < o,
b) Para todo ' € X, que sea o < o, existe algiin x’ € A tal que es o'<x'.

Ejemplo 1.— Era ya conocido por los matemdticos griegos, que no exis-
ten nuimeros racionales cuyo cuadrado es igual a 2. Este caso es una muestra
de la insuficiencia de los racionales, que se manifiesta en el hecho de que
existen conjuntos acotados de ndmeros racionales para los que no existe nin-
gin racional que sea supremo del conjunto ni ninguno que sea {nfimo.

El conjunto X ={x € Q|x >0, x2<<2} no posee supremo en Q, y el con-
junto Y ={x € Q|x>0, x?>2} no posee infimo en Q.

Evidentemente x =2 es una cota superior de X, y *x =1 es una cota
inferior de Y. p

2
En primer lugar, no existe un racional —g—- tal que (—q—) =2 o bien

PP =2¢q* ya que en la descomposicién en factores primos de los dos miem-
bros de la igualdad, el factor 2 aparece un nimero par de veces en el primer
miembro y un nimero impar en el segundo.
Si existiera un « >0 racional que fuera o = supy X, como «?3 2, serfa
w?<<2, o bien w?> 2.
El primer caso no puede darse, pues tomando un r<<1 racional, tal que
2—a?

< r<—o—— i
o0<r 2w+1,setendr1a

wt+rP=?+20r+P<?+ Qo+ 1)r<e®+2—o?=2,

por lo que « no serfa el supremo de X.
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Tampoco puede darse el segundo caso, pues tomando un racional r tal

wt—2
tal que 0<r<———2—w——

(0o—rP=o?—2re0+r> ?—2ro>et—a?+2=2,

, se tendrfa

por lo que w—r serfa también una cota superior de X y » no seria el supre-
mo de X.
El mismo razonamiento prueba que no existe en Q un infinito de Y.

El ejemplo siguiente se refiere a la determinacién de un supremo y un
fnfimo en la ordenacién por inclusién de una coleccién de conjuntos.

Ejemplo 2.—Dado el cuadrado I =[0,1] X [0,1] del plano ordinario R?
sea X el conjunto de las partes (o subconjuntos) de I. Se considera en X la
ordenacién parcial por la inclusién .

Con A se designa el conjunto de todos los circulos abiertos (sin borde) de

) 1 .
radio 5 contenidos en I.

Cotas triviales superior e inferior de A son el cuadrado 1, y el vacio ¢.

Otras cotas mds interesantes son la unidén y la interseccién de la coleccién
de circulos y € A, pues precisamente son el supremo y el infimo de la co-
leccién A:

supA=Uy infA=MNy.
YeA ved

El sup A es la figura plana abierta (sin borde) obtenida al sustituir en I
los cuadrados en los vértices de lado —LIi— por cuadrantes circulares. El inf A
es el conjunto vano.

Manifiestamente, ni sup A ni inf A pertenecen a A, que no posee ni mé-
ximo ni minimo.

1 1 = =
// Il r \\ // \\
& L) g \
/
P | S / \\
TN
N
/, AY
ro
\ Inf. A )
3 ) \ /
1 8 R \\‘,// !
Z T~ sup.A /
4 ) I \ /
\ i / \ sup. A .
\\\ i - S~ =7

o

-h[ -
-
o
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Si en este ejemplo se hubieran considerado los circulos abiertos y de radic

35 contenidos en I, el sup A serfa una figura abierta andloga a la anterior,

obtenida al sustituir en I los cuadrados en los vértices de lado -——Z— por cua-

drantes circulares. Sin embargo el inf A es totalmente distinto, pues se trata
de una figura plana sin borde, limitada por cuatro arcos de circunferencia. En
este caso, tampoco el supA y el inf A son maximo ni minimo.

En los ejemplos anteriores los supremos e {nfimos aparecen de una ma-
nera espontdnea e intuitiva. No siempre es asf. A continuacién se exponen,
en una ordenacidén total, situaciones sorprendentes de dichos extremos.

Ejemplo 3. — En el conjunto de puntos (x, y) del cuadrado I = [0,1] X [0,1]
se define la ordenacién lexicogrdfica. Para cada par de puntos (x;, yp), (xo ¥2) € I
es: (v, y)<(xy y) si x <ux, cualesquiera que sean y; e ¥, y Sl =X,
cuando ¥y, <y, Se complementa esta definicién poniendo (x;, yp) << (x2 ¥2), si
(xy, y) <(x y) o si (xy, y) = (X3 yo)

A A
inf. A
1 y 1
|
I
\/ \\\ _
1 ( A i l inf. A sup. A
2 \ /‘ 2
\
\ !
Se__-" I
|
|
4 -
0 1 sup.A 1 0 1 1
2 2

Sea A el conjunto de puntos del circulo abierto de centro el de I y ra-
.1
dio '—4-—'.

Este conjunto estd acotado, pues aparte de las cotas triviales (0, 0) infe-

rior y (1, 1) superior, cualquier punto (x, y) € I con 0 <Cax << ——314— es una cota

inferior de A, y cualquier (x, y) con —%— KL x <1 es una cota superior de A.

El infimo de A es precisamente ( ——1——, l), y el supremo ( -%———, O)
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Estos extremos no pertenecen a A que no posee ni minimo ni méiximo.
Si el circulo fuera cerrado A (con borde), se tendria

A 1 1 ~ 3 1
lan-——-(T, —2—") y supA= ('——4—', —2"—-) ’

que como pertenecientes a A, serfan el minimo y el mdaximo.

4. APLICACIONES

4.1. Definicién: Dados dos conjuntos X e Y, un grafo F de una relacién
A ={X, Y, F} es funcional si cumple las condiciones siguientes:

a) Los primeros elementos de todos los pares (x, y) € F, forman un con-
junto que coincide con X.

b) No existen en F pares que tengan el mismo primer elemento; es decir,
si(x yeFy @k yy)eFesy=y.

Una aplicacién de X en Y, es una relacién entre X e Y, en la que el grafo
es funcional.

Como el concepto de aplicacién tiene gran importancia, conviene dar una
definicién directa del mismo.

Definicion: Una aplicacion f de X en Y, es una terna {X, Y, F} en la que
F es una parte del producto cartesiano X X Y, que cumple las condiciones:

a) Para todo x € X, existe al menos un par (x, y) € F.

b) No existen pares distintos en F que tengan el mismo primer elemento.

El conjunto X que coincide con la primera proyeccién del grafo F se deno-
mina dominio de la aplicacion f o conjunto de partida.

La segunda proyeccién de F se denomina recorrido, codominio o conjunto
de llegada de la aplicacién f.

De acuerdo con la definicién es

dominio f=X 'y recorrido fCY.
Para designar una aplicacién f de X en Y, son de uso frecuente las nota-
ciones
f:X>Y o XLV,
que se leen “f aplica X en Y”.
Si en la aplicacién f={X, Y, F} es (x, yy € F, se dice que al elemento
x € X le corresponde en f el y € Y, y este elemento se suele denotar por f(x),

que se lee “f de x”. Para indicar que al elemento x le corresponde el y = f(x),
también se escribe

x> y=flxy o x> f(x).
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Este simbolismo puede emplearse para designar una aplicacién, cuando se
suponen conocidos el dominio X de la misma, y el conjunto Y que contiene
al recorrido.

42. En vez del nombre de aplicacién se usa frecuentemente el clasico de
funcién, y se dice que f define una funcion en X, a valores de Y.

El conjunto X se denomina también, dominio de la funcién o campo de
definicién de la funcion.

Los nombres de aplicacién y funcién se consideran como sinénimos y en
Andlisis, en particular, es muy frecuente el uso del segundo término.

43. En una aplicacién f: X—Y, a cada x € X le corresponde un solo
ye Y, que es la imagen de x en la aplicacién f. Si CcX, el subconjunto de
Y formado por todas las imégenes de los elementos x € C, es la imagen de C
en la aplicacidn f, que se representa por f(C).

En particular, el recorrido de la aplicacion f: X—Y es f(X).

Aplicacion f de X en Y. Imagen de C por f.

En una aplicacién f: X— L, la antiimagen de un y € Y es el conjunto de
todos los x € X tales que f(x) =y. Se designa por f~'(y), y en consecuencia

Fly={xeX: flx)=y}.

Aunque segin esta definicién, la antiimagen de un y € Y es un conjunto,
cuando éste conste de un solo elemento, se identificard con tal elemento y
se escribird x = f-1(y).

La definicién de antiimagen de un elemento y, se generaliza al caso de
un conjunto:

En una aplicacién f : X — Y, la antitmagen de un DcY, es el subconjunto
de X, unién de todas las antiimigenes de los elementos y € D:

f1Dy={xeX: f(x) e D}.

Es frecuente denominar a la antiimagen, imagen inversa.
Ejemplo. Si en el conjunto X esti definida una relacién de equivalencia



Elementos de la teoria de conjuntos 13

&, la aplicacién de X en -—;—&, en la que a cada ¢ € X le corresponde la clase

. . X . .
de equivalencia X, € —5> se denomina aplicacién natural.
En esta aplicacién la antiimagen de una clase de equivalencia es ella misma.

4.4. Atendiendo a propiedades simples del recorrido y del grafo de cada
aplicacién, se obtiene una clasificacién general de las aplicaciones.

Una aplicacién f: X —Y, en la que el recorrido f(X) coincide con el con-
junto Y, es exhaustiva. La aplicacién f “aplica X sobre Y”, por lo que a veces
se dice que f es una aplicacién “sobre” o sobreyectiva.

En las aplicaciones exhaustivas todo y € Y es imagen de un x € X por lo
menos.

Una aplicacién f : X— Y, en la que para todo par x', x” ¢ X de elementos
distintos, también f(x') 5= f(x""), es inyectiva. También se dice que f es una
inyeccion.

Una aplicacién f: X—Y, en la que todo elemento y € Y es imagen de
uno y un solo elemento x € X, es biyectiva. También se dice que f es una
biyeccion.

En consecuencia la aplicacién f es biyectiva, si es exhaustiva e inyectiva.

Ejemplo. En la figura siguiente se presentan esquemas de los distintos

Y Y

-
-

X | X

Aplicacion f: X —->Y Aplicacion f : X— Y exhaustiva

~
/
~<

—

Aplicacidn f : X — Y inyectiva Aplicacion f : X — Y biyectiva
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tipos de aplicaciones f = {X, Y, F}.

4.5. De acuerdo con las definiciones anteriores, el que en la aplicacién
f: X—Y cada una de las antiimigenes de los elementos y € f(X) tenga un
solo elemento x € X, equivale a que la aplicacidn f es inyectiva; y el que cada
uno de los elementos y € Y tenga una antiimagen no vacia, equivale a que la
aplicacién f es exhaustiva.

Para las aplicaciones biyectivas, y s6lo para éstas, tiene sentido el con-
cepto de aplicacién inversa.

Definicion: Sea f: X =Y una aplicacion biyectiva. El conjunto de todos
los pares (y, x) obtenidos invirtiendo los (x, y) de la aplicacion f, define una
aplicacion de Y sobre X que se denomina inversa de la f.

Ademés, la aplicacion inversa f~' : Y - X es también biyectiva. Consecuen-
cia de ser biyectivas tanto f como f-! son las siguientes igualdades:

x=f-'{f(x})) para todo xeX
y=f(f-'(y)) para todo ye Y.

4.5. En el caso de tratarse de aplicaciones cualesquiera, son ttiles y de uso
frecuente las siguientes férmulas.

Sea f: X—Y wuna aplicacion. Para todo CcX es Ccf-1(f(C); y para
todo DcY es f(f-1(D))cD.

La primera inclusién resulta del hecho de que si x € C, f(x) € Y, por lo
que x pertenece a la antiimagen de f(x), o sea x € f~!(f(x)). Como este resul-
tado es cierto para todo x € C, se tiene Ccf!(f(C)).

La segunda inclusién resulta andlogamente. Si ye D es f-'(yy e X, y por
la definicién de antiimagen f(f-'(y)) = y, o bien f(f-'(y)) = ¢ cuando y¢f(X). En
todo caso es f(f~! (y))c {y} para todo y € D, en donde f(f-! (D)) D.

De este mismo razonamiento resulta:

Para todo DCY es f(f-1(D)) = Dn f(X).

Por otra parte, si f : X > Y es biyectiva, para todo Cc X es C = -1 (f(C)),
y para todo DcY es f(f-{(D)) = D.

4.7. Definicién: Sean las aplicaciones f: X =Y y g: Y—Z, en las que
el recorrido de f estd contenido en el dominio de g, es decir {(X)c Y. La apli-
cacién compuesta de f y g, que se escribe gof, es una aplicacién gof : X — Z,
en la que a cada x € X le corresponde z = g(f(x)) € Z.

También se puede decir, que si F y G son los grafos de f y g respectiva-
mente, el grafo de la aplicacién gof es

GoF:{(x,Z)EXXZ:(x,y)€F9 (!/:Z)GG}-



