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Prélogo

Este libro ha surgido del curso de dos semestres de cuatro horas semanales de
Algebra lineal y Geometria analitica que el primero de los firmantes ha dado en la
Universidad Técnica de Munich para estudiantes de primer afio de Matemdticas y
Fisica. El libro estd pensado por una parte para seguir este curso, pero también para
que un estudiante de primer afio pueda estudiarlo por si mismo.

Un objetivo especial de los autores era introducir a los futuros matemdticos y
[fisicos —que frecuentemente desde la escuela estdn poco acostumbrados a los conceptos
abstractos— en el Algebra lineal y la Geometria analitica, facilitando el paso de la
escuela a la universidad. Sirviendo a este objetivo, se ha hecho la exposicién rela-
tivamente detallada, se han puesto muchos ejemplos y se ha intentado, a partir de
la experiencia matemdtica elemental del lector, presentarle los nuevos conceptos.

Como complemento a la presente obra, han aparecido dos libros con el titulo
«Ejercicios y soluciones de Algebra lineal y Geometria analitica». Estos ejercicios,
con sus detalladas soluciones, a veces con diversas formas de resolucion, ayudan a
la comprension y familiarizan al lector con la materia. Los ejercicios han sido pro-
puestos en su mayor parte en las clases prdcticas correspondientes al mencionado
curso.

Estamos muy agradecidos al Dr. Fischer por la lectura del manuscrito, por su
valioso apoyo y por su ayuda en la correccion de la pruebas. Agradecemos también
algunas utiles indicaciones a los sefiores D. Herrmann y K. Spremann, colaboradores
en las clases prdcticas, los cuales también han ayudado en la lectura de las pruebas.
No menor es nuestro agradecimiento a la editorial Carl Hanser por la excelente pre-
sentacion del libro.

Munich J. Heinhold
B. Riedmiiller
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Introduccidén

El objeto fundamental de la Geometria analitica, cuyos fundadores son Pierre
de Fermat (1601-1665) y René Descartes (1596-1650), es la resolucién de problemas
geométricos mediante métodos algebraicos y la interpretacion geométrica de los des-
arrollos algebraicos. La introduccion de coordenadas en el plano fue una de las apor-
taciones fundamentales, ya que mediante las mismas, entre otras cuestiones, se pu-
dieron estudiar como lugares geométricos las secciones conicas, que ya eran conocidas
desde la matemdtica griega. Hasta principios del siglo X1X se desarrolla la Geometria
analitica de coordenadas en el sentido actual, aunque limitado dicho desarrollo al
caso de dimension dos o tres. Arthur Cayley (1821-1895) y Hermann Grassmann
(1809-1877) generalizan hacia la década de los cuarenta del siglo X1x la Geometria a
espacios de dimension n, apartdndose de esta forma de toda intuicion. Grassmann
y Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) contribuyen decisivamente a la crea-
cion del cdlculo vectorial mediante las teorias de las «magnitudes extensivas» y de
los «cuaternionesy, respectivamente. Utilizando el concepto de grupo, debido funda-
mentalmente a Evariste Galois (1811-1832), Felix Klein (1849-1925) caracteriza en
su «programa de Erlangeny las diferentes geometrias —métrica, afin y proyectiva—
como teorias de invariantes de ciertos grupos de aplicaciones.

La teoria de conjuntos, creada por Georg Cantor (1845-1918) en el ultimo cuarto
del siglo pasado, junto con el fundamento dado por David Hilbert (1862-1943) a las
teorias matemdticas mediante el «método axiomdtico», constituyen la base para el
estudio de las estructuras algebraicas abstractas, que fue desarrollado en las primeras
décadas de este siglo.

Por un proceso de abstraccion, partiendo del Cdlculo vectorial, o con mds pre-
cision, del Algebra vectorial, se llega al concepto de «espacio vectorial». Se puede
definir el Algebra lineal como la teoria de los espacios vectoriales. Estrechamente
relacionado con el concepto de espacio vectorial estd el de aplicacién lineal. Los con-
ceptos, métodos y resultados del Algebra lineal se utilizan frecuentemente, por ejemplo,

IX



X Introduccion

en el Andlisis numérico, en la Teoria de ecuaciones diferenciales y en el Andlisis
funcional y encuentran también miltiples aplicaciones en Investigacién operativa y
en Fisica.

El presente libro contiene (Cap. 0) un breve resumen de los conceptos funda-
mentales de la Teoria de conjuntos y del concepto de aplicacién —como repeticién
y ampliacién de conceptos elementales ya conocidos—. Con objeto de introducir las
estructuras abstractas de «anillo» y «cuerpo» (Cap. 1) se da una panordmica de la
construccion de los sistemas de niumeros, desde los numeros naturales hasta los nu-
meros complejos. El lector estard ya familiarizado con estas estructuras mediante
las reglas de la Aritmética. Uno de los objetivos de este capitulo es ejercitarse en el
uso de estructuras algebraicas abstractas. Otro objetivo es la introduccion de los
numeros complejos, que generalmente no se estudian en la escuela.

El contenido de los capitulos 0 y 1 podria constituir, con algunos otros conceptos,
materia para un curso preparatorio, por ejemplo, con la denominacién «Conceptos
Jfundamentales de Matemadticas».

Basdndose en el concepto de grupo se estudian los espacios vectoriales, esencial-
mente los de dimension finita (Cap. 2). Termina el capitulo con un apartado sobre
espacios euclideos.

Mediante los espacios vectoriales —al contrario del desarrollo histérico— se
definen los espacios afines abstractos (Cap. 3). Se estudia entonces la geometria
analitica de las rectas e hiperplanos y, en espacios afines métricos, la geometria de
las hiperesferas.

Los determinantes y las matrices (Cap. 4) son herramientas importantes para el
estudio de los sistemas de ecuaciones lineales (Cap. 5), con el cual concluye este
volumen. Las matrices son un medio fundamental para la descripcion de las aplica-
ciones lineales (Cap. 6, Tomo 2 de la obra) entre espacios vectoriales de dimension
finita y, andlogamente, de las aplicaciones afines entre espacios afines.

Las formas bilineales, cuadrdticas y hermiticas (Cap. 7) encuentran aplicacién
en los espacios unitarios y normados.

El problema de los valores propios (Cap. 8) en el Algebra lineal estd en estrecha
relacion con el estudio de los subespacios invariantes y las formas normales de ciertas
matrices. Sin embargo, aparece también en otras ramas de la Matemdtica y tiene
una primera aplicacién en la clasificacién de las hipercuddricas (Cap. 9).

Finalmente, se estudian los conceptos fundamentales de la Geometria proyec-
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tiva (Cap. 10) por medios analiticos y se tratan los conceptos fundamentales de la
Programacion lineal (Cap. 11).

De esta forma, se concluye en cierto modo el estudio de la Geometria analitica
en el sentido del «Programa de Erlangen» y también se da una panordmica sobre
algunas aplicaciones nuevas del Algebra lineal.

El libro esta dividido en capitulos y éstos en apartados. En cada apartado las
definiciones, teoremas y ejemplos estdn numerados (por ejemplo, 3.2.1, 3.2.2, etc.),
siendo el primero el niumero del capitulo y el segundo el del apartado. Los nimeros
de las férmulas aparecen a la derecha entre paréntesis y avanzan a lo largo de cada
apartado. Casi todos los apartados traen ejercicios (sin soluciones), que sirven para
comprobar hasta qué punto se ha comprendido la materia y también a veces para
complementarlia.






Capitulo 0

Conceptos fundamentales

Este capitulo es un resumen de los conceptos fundamentales de la Teoria de
conjuntos e introduce el concepto de aplicacion, fundamental para el Algebra
lineal y la Geometria analitica, basandose en el concepto de relacion.

0.1 Conjuntos

Se consideran diferentes objetos que se pueden distinguir unos de otros, por
ejemplo, letras, numeros, puntos, rectas, tridngulos, circulos, etc. Se entiende por
conjunto una asociacion mental en un todo de ciertos objetos diferentes que pueden
ser abstractos o reales (). Este es el punto de vista de la llamada Teoria intuitiva
de conjuntos, que es suficiente aqui. Ejemplos de conjuntos son: las letras del alfa-
beto, el numero natural 1, todos los niimeros naturales, los numeros reales entre
0 y 1, los puntos de un disco.

Si un conjunto tiene un numero finito de elementos se dice que es un conjunto
finito; en caso contrario se dice que es un conjunto infinito. De los ejemplos anteriores
los dos primeros son finitos, y los tres tltimos son conjuntos infinitos.

En lo sucesivo, por regla general, se designaran los objetos con letras minuscu-
las a, b, c, etc. y los conjuntos con letras mayusculas 4, B, C, etc. Si el objeto a
pertenece al conjunto A4, se dice que a'€s elemento de A4, y se escribird a € A. En
caso contrario, si @ no es elemento de A4, se escribe a ¢ A. Suponemos que dados
un objeto y un conjunto, sélo hay dos posibilidades: a € 4, 0 bien a ¢ 4. O se ve-
rifica a € 4, o bien a ¢ A4, se excluye una tercera posibilidad. Si a€ 4y b e 4 en-
tonces se escribe brevemente a, b € A.

() Definicién de G. Cantor (1845-1918), creador de la Teoria de conjuntos.



2 Conceptos fundamentales

Un conjunto finito se describe a menudo de modo muy sencillo, escribiendo
la lista de sus elementos entre llaves. El orden de los elementos en la lista es indi-
ferente. Por ejemplo el conjunto de niimeros que aparecen en un dado es {1, 2, 3, 4,
5, 6}, que también puede escribirse {3, 6, 1, 5, 4, 2}.

Para ciertos conjuntos, que se utilizaran frecuentemente mas adelante, se em-
plearan las siguientes notaciones:

N para el conjunto de todos los numeros naturales.
Z para el conjunto de todos los niimeros enteros.
Q para el conjunto de todos los nimeros racionales.
R para el conjunto de todos los niimeros reales.

C para el conjunto de todos los numeros complejos.

Estos conjuntos seran estudiados detenidamente en el préximo capitulo.

Para describir un conjunto infinito, se suele enunciar una propiedad de sus
elementos, que solo ellos poseen. Sin embargo, para evitar contradicciones en la
Teoria de conjuntos, se deben excluir ciertas propiedades especiales, como, por
ejemplo, «contenerse a si mismo como elemento».

En los desarrollos posteriores no se consideraran conjuntos del tipo «El con-
junto de todos los conjuntos». Si E(x) representa una propiedad, que es verificada
por ciertos elementos, entonces se escribird para representar el conjunto de todos
los elementos con esta propiedad {x|E(x)}, por ejemplo {x|x es un numero real
entre 0 y 1}.

El simbolo que representa a los elementos es arbitrario; en lugar de {x|E(x)}
se puede escribir por ejemplo {y|E(»)}.

Si x e y designan el mismo elemento de un conjunto, entonces se escribe x = y;
en caso contrario x # y. Las propiedades siguientes del signo de igualdad son
triviales:

Para todo los x, y,ze M se verifica
X=X (Reflexividad)
x = y implica y = x (Simetria)

x =y, y = z implica x = z (Transitividad).

A menudo aparecen afirmaciones del tipo de las anteriores. Por esta razén se
introducen abreviaciones. Sean A y B afirmaciones. En lugar de «para todo x € M



Conceptos fundamentales 3

se verifica A» se escribe también « A A» (1), para la afirmacién «A implica B»
xeM

se escribe brevemente «A = B». Andlogamente «A <> B» significa «A implica B
y B implica A». Hay otro tipo de afirmaciones que aparecera a menudo: «existe

un x € M que verifica A» o abreviadamente « V A» (?). Esta afirmacién significa
xeM

exactamente «existe por lo menos un x que verifica A». Se debe distinguir bien
entre ésta y la siguiente afirmacién «Hay exactamente un x, que verifica A (3).

Una propiedad importante del concepto matematico de conjunto, es que por
definicion un conjunto contiene objetos bien diferenciados. El conjunto de lasletras
que aparecen en la palabra «OTTO», {x|x es una letra de la palabra «OTTO»}
no es {0, T, T, O}, sino {O, T} pues solamente aparecen los objetos O y T.

El «uso» repetido de un elemento no se excluye por esto. A continuacién se
definen relaciones entre conjuntos.

Definicién 0.1.1. Se dice que dos conjuntos A y B son iguales, y se escribe
A = B, cuando todo elemento de 4 lo es también de B y viceversa. En caso con-
trario se dice que A y B son distintos, y se escribe A + B.

Sea por ejemplo A el conjunto de las letras que aparecen en la palabra «OTTO», y B el de las
letras que aparecen en la palabra «TOTO». Se tiene A = B. Para los conjuntos numéricos
C= {x](x— 1) = 0} yD = {]} se verifica también C = D.

En muchos casos es necesario suponer la existencia ‘ie un conjunto sin ele-
mentos. Se le designa como conjunto vacio §. Se supone que hay sélo un conjunto
vacio; se hablard pues simplemente de/ conjunto vacio. Un conjunto 4 = ) se
llama vacio, un conjunto A 5 0 se llama no vacio.

La igualdad de conjuntos definida en 0.0.1, como se ve facilmente, tiene las
propiedades citadas anteriormente de reflexividad, simetria, y transitividad.

Si todos los elementos de un conjunto A son también elementos de un con-
junto B, entonces se dice que A4 es subconjunto de B, y se escribe A = B. El caso
A = B queda incluido. Si se verifica A< By A + B, entonces se dice que 4 es
un subconjunto propio de B, se representa por A = B. En lugar de 4 = B se escribe
también B © A4 y se dice «B contiene a A», en lugar de 4 < B se escribe también
B 5 A y se dice entonces que «B contiene estrictamente a A».

(*) O también «vx € M: A».

(*) O también «Ix e M: A».

(*) Para facilitar la lectura se escriben las afirmaciones «para todos...», «hay un..» sin utilizar las
mencionadas abreviaturas.
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A partir de conjuntos dados se construyen nuevos conjuntos mediante las si-
guientes definiciones. Es conveniente introducir, ademas del signo de igualdad
empleado hasta ahora «=», un signo de igualdad que sirve para definir, el «:=»,
que se lee «es igual por definicién a». El concepto que se va a definir esta a la iz-
quierda de los dos puntos; a la derecha del signo de igualdad sélo pueden aparecer
conceptos ya definidos.

Para definir conceptos se utiliza también el signo «:<>». Tiene el significado de
«por definicidn si, y solamente si» y se sitia entre afirmaciones.

La afirmacién que estd a la izquierda del signo :<> contiene un concepto nuevo,
mientras que estan ya definidos los que aparecen en la afirmacion de la derecha
del signo.

Definicion 0.1.2. Sean A y B conjuntos. La interseccién de 4 y B, que se re-
presenta por A N B, es el conjunto

AnB:={x|xeAd y xeB}.

El «y» que aparece aqui entre dos afirmaciones tiene en la MatemaAtica siempre
el sentido de «tanto uno como el otro». Se utiliza a menudo como abreviatura el
simbolo A. Corrientemente se pone simplemente una coma entre ambas afirma-
ciones, por ejemplo, 4 N B := {x|x € 4, x € B}.

Dos conjuntos A4, B tales que 4 N B = @ se llaman disjuntos.

También se considera el conjunto de aquellos elementos, que pertenecen a A
o (en sentido no excluyente; lat.«vel») a B. «O» cuyo simbolo es \/, entre dos afir-
maciones, tiene siempre en la Matematica este sentido no excluyente (al contrario
que en el lenguaje ordinario, en el cual significa «uno u otroy).

Definicion 0.1.3. Sean A, B, conjuntos. La unién de 4 y B, que se representa
por A U B, es el conjunto:

AUB:={x|]xed o xeB}.
Por ejemplo, si 4 :={1,2,3} y B:={1,4, 5} se tiene: AU B ={1,2,3,4,5} y An B = {1}.

Para hacer intuitivas las operaciones entre conjuntos, éstos se representan fre-
cuentemente como conjuntos de puntos de un plano, en los llamados diagramas
de Venn (*). La figura 0.1 ilustra de esta forma la interseccion y la unién de dos con-
juntos A y B.

(*) J. Venn (1834-1923).
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T~

T

ESEER

Y//
N

AnB=¢ AnB=B,AuB=A
Figura 0.1

De 0.1.2 y 0.1.3 se obtiene junto con 0.1.1 las siguientes leyes:

ANnA=A4

AUA=A4 (Idempotencia)
(AnB)nC=An(BnC) o
(AuB)UC=AuU g BuUC), (Asociatividad)
AnB=BnA o
AduB=Bud (Conmutatividad)
An(AuB)=4 .
AU(ANnB)=4, (Absorcidén)
(AnB)UC=(4uC)N(BUC) e
(AUB)AnC=(4nC)U(BNC), (Distributiva)
An) =

A ug = ?4 (Propiedades del conjunto vacio)

Estas se verifican para conjuntos 4, B, C arbitrarios. Su demostracién se obtiene
a partir de las propiedades citadas de «y» y de «o». Algunas de estas leyes (asocia-
tividad, conmutatividad, distributividad, propiedades del conjunto vacio) corres-
ponden formalmente a leyes de calculo de la Aritmética.
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Debido a las leyes de asociatividad se puede definir recurrentemente la inter-
seccién y unién de n conjuntos A, ..., 4, (n € N):

D)
>
[

1 n n—1
mAv:=A1: . (m Av)ﬁA",
v=1 v=1

I

1 n n—1
UAv:=A19 UAV: (UAv)UAn'
v=1 v=1

Definicién 0.1.4. Sean 4 y B conjuntos. Se define la diferencia entre B y 4,
y se representa por A\B, como el conjunto
ANB :={x|x€d y x ¢ B}.
En el caso BS A se designa A\ B por B,.

La figura 0.2 hace intuitivos estos conceptos con los correspondientes diagramas de Venn.

Figura 0.2

Para todo conjunto 4 se verifica 4, = @. Si B 'y C son subconjuntos de 4, en-
tonces se tiene BNC = Bn C,.

Ejemplo: Si 4 :={1,2,3,4,5,6}, B:={1,4,5} y C:={1,2,3} se tiene entonces B, ={2,3,
6}, Ca =1{4,5,6}, B\C={4,5} ={1,4,5}n {4,5,6} = BN Cy,.

Otra construccion muy importante de un conjunto a partir de dos conjuntos
dados A y B es la del producto cartesiano. Sean a € A y b € B. Consideramos pa-
res ordenados (g, b), en los cuales estd en primer lugar un elemento de A y en el se-
gundo un elemento de B. Dos pares ordenados (a, b) y (@', b') se dice que son igua-
les, y se escribe (a,b) = (a’,b), sia=a yb=1>"
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Definicion 0.1.5. EI producto cartesiano de dos conjuntos 4 y B, que se repre-
sentara por 4 X B, es el conjunto

A X B:={(ab)lacAdy beB}.

El producto cartesiano A X 4 de un conjunto por si mismo se representa de
forma mas breve por A2

Asi, por ejemplo, se tiene para 4 :={1,2} y B:={1,3,4}: 4 x B={(1,1),(1,3),(1,4), (2, 1),
(2,3), 2,8}y 42={(1, 1), (1,2), 2, 1), (2,2)}. N2 es el conjunto de todos los pares ordenados
de numeros naturales, R? el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales.

Si A y B son conjuntos finitos que tienen m y n elementos respectivamente,
entonces el producto cartesiano A X B tiene mn elementos. Esta es la causa de
la denominacién «Producto».

Puesto que los elementos del producto cartesiano de dos conjuntos son pares
ordenados, se debe tener presente que los elementos de la forma (1, 2) y (2, 1) son

distintos. Sin embargo, los conjuntos {1,2} y {2, 1} son el mismo.

Se definen también productos cartesianos multiples. Sean 4, ..., 4, (n € N)

conjuntos y @, € 4, para v =1, ...,n Formamos n-plas ordenadas (g, ..., a,)
las cuales son tales que en el lugar v estd un elemento de A4,. Dos tales n-plas
(ar, - .-, @)y (4, - .., ay)sedice que son iguales, y se escribe (ay, .. .,a,)=(ay, .. .,a;)
sia, =a, paratodov=1,...,n

Definicién 0.1.6. Sean A, ..., 4, (n € N) conjuntos. El conjunto de todas las
n-plas ordenadas (@, ...,a,) con a,€A4, para v=1,...,n se llama producto
cartesiano de 4, ..., 4,, y se representa por A; X ... X A4,. El producto carte-
siano de un conjunto A por si mismo z veces se designa mas brevemente por A"

El indice v toma en esta definicién, todos los valores del subconjunto de los
numeros naturales {1, ..., n}. Estos conjuntos, cuando se utilizan como conjuntos
de indices se representaran en lo sucesivo mds brevemente por I,, es decir,
I = {1, ¢ ossii}

Por ultimo, es importante la particién de un conjunto en clases. Es decir, la
particién de un conjunto en subconjuntos no vacios (clases) de tal forma que todo
elemento del conjunto pertenezca exactamente a un subconjunto. Un elemento del
conjunto, por tanto, no puede estar en dos clases y por otra parte debe estar en
una clase.

Definicién 0.1.7. Sea A un conjunto no vacio. Un conjunto K de subconjuntos
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no vacios de M se llama una particion de M, si para cada a € M existe un tnico
A €K tal que ae 4.

De estas condiciones se deduce inmediatamente que para todas las clases
A,BeKcon A + B, es An B= 0. La hipétesis 4 N B + @ tendria como conse-
cuencia la existencia de un x e M con x € A y x € B con lo cual se tendria 4 = B
en contradiccién con la hipdtesis. Como cada a € M pertenece a una clase 4 € K,
la unién de todas las clases es igual al conjunto M.

Una particién del conjuiito N de los numeros naturales es por ejemplo {Kl, v K5} donde

Ky:={klk="5n+v,neN U {0}}, vels.

Ejercicio 0.1

1. Sean los conjuntos

A:={1,2,3},B:=1{4,5,6},C:={1,3,5},D:={2,4,6}, E: ={1,2}, F: = {3,4},G: = {5,6},
H:={1,2,3,4,5,6}.

I

a) (Cuales de estos conjuntos son subconjuntos de alguno de los otros?

b) Formar las intersecciones y las uniones, dos a dos, de los conjuntos dados y formense tam-
bién los siguientes conjuntos: ANB, A\E, D\H, A\C, C\A4, Dy, Fy.

¢) Formense los productos cartesianos B X C, H? v E3. )

d) Decir cuales de los conjuntos dados representan particiones del conjunto H.

2. Decir cuiles de los conjuntos siguientes so:1 iguales:

A:={x|xeR y x2=1},B:={x|xeR y x?+4+2x+1=0},
C:={1},D:={—1}E:={1,—1}

3. Decir qué diferencia hay entre los conjuntos
@, {e}, {2, {0}}
4. Sean A, B, C conjuntos. Demuéstrese que
a) g < A para todo A.
b) A< A para todo A.
¢) A< B, B C= Ac C.
5. (Es cierto en general 4 X B= B X A, siendo A y B dos conjuntos no vacios?

6. Sean A, B, C conjuntos tales que A< Cy B< C. Demuéstrese que

(A U B)c = A4c n Be,
(A4 n B)c = Ac U Bc.
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0.2 Relaciones y aplicaciones

En el apartado 0.1 se han definido las relaciones =, #, & y < entre conjuntos
y las relaciones = y =+ entre elementos. Mas adelante serd necesario establecer
nuevas relaciones entre elementos de ciertos conjuntos, por ejemplo en los con-
juntos de numeros.

En general se establece:

Definicion 0.2.1. Sean A, B conjuntos,a € Ay b € B. Se define una relacién R
entre A y B como un subconjunto del producto cartesiano 4 X B. Si (a, b) € R, se
dice que a y b estan relacionados por R, y en forma breve se escribe aRb. Cuando
A = B, R es una relacion definida en 4.

Ejemplo 0.2.2. El conjunto R :={(n,z)jn e N,zeZyn = z* + 1} es una relacion entre Ny Z.

Ejemplo 0.2.3. Sea A := {1, 2 3}. Los conjuntos R; := {(1, 1), 2,2), 3, 3)} y Ry, = {(1, 1),
2,1),2,2),3,1),(3,2), 3, 3)} son relaciones en 4. Se puede considerar R, como la relacion de
igualdad, y R, como la relacién «mayor o igual».

6
n
5
10
_ 4
9
3
8
2
7
1
6
0
5 0,
-1 1
4
-2
; ®
-3
2
-l
1
]

v z 'O

Figura 0.3.1 Fig. 0.3.2.
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Se puede hacer intuitiva una relacién R entre dos conjuntos finitos 4 y B, por
medio de un diagrama de flechas. Para ello imaginense los conjuntos A y B repre-
sentados como conjuntos de puntos. Si el par ordenado (a,b) con ae 4y beB
pertenece a la relacidn, entonces se dibuja una flecha partiendo de ayen direcion a b.
El conjunto de estas flechas da una imagen de la relacion R. En este sentido la
figura 0.3.1 representa la relacion R del ejemplo 0.2.2 y la figura 0.3.2 la relacidon
R, del ejemplo 0.2.3.

Las relaciones en un conjunto pueden tener diversas propiedades. Se trataran
primero las propiedades de reflexividad, simetria, y transitividad, que aparecieron
ya, en el apartado anterior, en la igualdad.

Definicién 0.2.4. Sea R una relacion en el conjunto A. Se dice que A4 es reflexiva,
si para todo a € 4 se verifica:

(a,a)eR.

Se dice que R es simétrica, si para todo par a, b € 4 se verifica:
(a,b)eR = (b,a)eR.

Se dice que R es tramsitiva, si para toda terna a, b, c € 4 se verifica:
(a,b)eR, (b,c)eR = (a,c)eR.

Ademas de la relacion de igualdad, hay una serie de relaciones que tienen estas
tres propiedades de la reflexividad, simetria y transitividad. A causa de su impor-
tancia, se les da a estas relaciones un nombre propio.

Definicién 0.2.5. Una relacién R reflexiva simétrica, y transitiva en un conjunto
A se llama relacion de equivalencia en A.

Ejemplo 0.2.6. Sea A el conjunto de todas las rectas de un plano y R la relacién «ser para-
lela a». R es una relacion de equivalencia en A. Por el contrario,la relacién «ser perpendicular a»
no es una relaciéon de equivalencia: esta relacién es simétrica, pero no es reflexiva ni tran-
sitiva. Sea también B el conjunto de todos los tridngulos de un plano, y R la relacién de equiva-
lencia «ser semejante a». R es una relacion de equivalencia en B.

La relacion R;, en el ejemplo 0.2.3 es también una relaciéon de equivalencia; por el contrario
la relacién R, en este ejemplo es reflexiva y transitiva, pero no simétrica.

Corrientemente una relacion de equivalencia en un conjunto se designa con
el simbolo ~.
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Entre las relaciones de equivalencia y las particiones en un conjunto no vacio

existe una importante conexion. Sea M un conjunto no vacio y ~ una relacién
de equivalencia en M. Se consideran los conjuntos de la forma

o] := {xlx e M y x~a}, )
en donde a € M.

Entonces, para todo a € M se verifica trivialmente [a] < M. Puesto que la rela-

cién ~ es reflexiva, se tiene:
aeM=an~a=>ac[a]=[a] +0.

Por tanto, para cada a € M existe por lo menos un subconjunto no vacio [a]
de M con a € [a].

Se prueba también que para todo par a,b e M
a~be[a] =[b]. )

Demostracidon «=-». Por la transitividad de ~ se tiene:

xe[“]”x~0}=x~b=>xe[b]
a~b

y por la simetria y la transitividad de ~

xe[b]=>x~b

es decir, por una parte [a]< [b] y por otra [b]< [a] vy, por tanto, [a] = [b].

«<=». De la reflexividad de ~ se deduce:

aeld] - i
i [b]} ae[b] b.

Ahora sean a,b,c e M, donde a € [b] y a € [c]. Entonces se obtiene por (2)

[b]=>a~b=>b~a _
° ae[c]:a~c}=>b~C:[b]~[c]'
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Por tanto,para todo a € M hay a lo mas —y por lo visto antes, exactamente uno—
un subconjunto no vacio [a] de M con a € [a].

Asi pues, queda demostrado el

Teorema 0.2.7. Sea M un conjunto no vacio y ~ una relacion de equivalencia
en M. Entonces el conjunto {[a]la € M}, en donde [a] :== {x|xeM y x~ a}, es
una particion de M.

Los conjuntos de la forma [a] se llaman,por esto,clases de equivalencia de M
respecto de ~, y se dice que ~ «induce» en M una particion. Todo elemento
x € [a] se dice que es un representante de la clase [a].

Especialmente importantes son aquellas relaciones entre dos conjuntos 4 y B,
en los cuales todo elemento de A esta relacionado exactamente con un elemento
de B. Mediante una de estas relaciones se asocia a cada elemento de A exactamente
un elemento de B.

Definicion 0.2.8. Una relacion R entre dos conjuntos 4 y B se llama una apli-
cacion de 4 en B, si para cada a € 4 existe exactamente un b € B tal que (a, b) € R.
En el caso 4 = B, se dice que R es una aplicaciéon de 4 en si mismo.

En un diagrama de flechas, una aplicacién de 4 en B, se caracteriza porque
de todo elemento del conjunto A parte exactamente una flecha (fig. 0.4).

El conjunto A se llama conjunto original de R. El conjunto de todos los b € B
para los cuales existe un a € 4 tal que (a, b) € R se llama conjunto imagen o sim-
plemente imagen de 4 por R. Este conjunto puede ser un subconjunto propio de B,
o bien el mismo B.

Ejemplo 0.2.9. Sean A :={1,2,3,4}, B:={5,6,7,8}, R :={(1,5), (2 6), 3,6}, R,:=
:={(1,5), (2,6), (3, 6), (4, 7), (4, 5)}, Ry:= {(1, ), (2, 6), (3, 6), (4, D}. Ni R, ni R, son aplicacio-
nes de A4 en B, pero si lo es R;. La imagen de 4 por R; es el subconjunto {5, 6, 7} de B.

Ejemplo 0.2.10. Sean 4 := {1,2,3,4} y R :={(1, 1), (2, 3), 3, 3), (4, 3)}. R es una aplicacién
de A en si mismo. La imagen de 4 por R es el subconjunto {1, 3} de 4.

La relacion R en el ejemplo 0.2.2 no es una aplicacion de N en Z. Para cada n € N no existe
necesariamente un z € Z con n = z2 + 1. Si se invierten aqui los papeles entre N y Z, entonces
queda definida una aplicacion de Z en N por n = z2 4 1.

Ciertas propiedades de las aplicaciones serdn mas tarde de fundamental im-
portancia.
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Definicién 0.2.11. Sea R una aplicacién del conjunto 4 en el conjunto B.

Se dice que R es una aplicacion. de A sobre B, o sobreyectiva, si para todo b € B
existe por lo menos un a € A tal que (a, b) € R.

Se dice que R es una aplicacion univoca de 4 en B o inyectiva, si para cada
b € B existe a lo mds un a € A4 tal que (a, b) € R.

Se dice que R es una aplicacion biunivoca de A sobre B o biyectiva, si para todo
b € B existe exactamente un a € 4 tal que (@, b) € R. Una aplicacién biyectiva se
llamara también inversible.

Asi pues una aplicacién es biyectiva si, y solo si, es sobreyectiva e inyectiva al
mismo tiempo.

Las aplicaciones R, del ejemplo 0.2.9 y R del ejemplo 0.2.10 no son ni sobreyectivas ni inyectivas

Ejemplo 0.2.12. Sean A4 :={1,2,3,4}, B:={5,6,7} y R:={1,7, (2,6, 3,6), 4 5}. R
es una aplicacion de A sobre B, pero no es inyectiva, es decir R es sobreyectiva, pero no es
inyectiva.

Ejemplo 0.2.13. Sean 4 :={1,2,3,4}, B:={5,6,7,8,9} y R:={(1, 7, (2,6) (3, 8), 4, 5}
R es una aplicacion inyectiva de 4 en B, pero no sobre B, es decir, R es inyectiva, pero
no sobreyectiva.

Ejemplo 0.2.14. Sean A :={1,2,3,4}, B:={56,7,8}, y R:={(1,7) (2,6), 3,8), 4, 5}
R es una aplicacién biunivoca de 4 sobre B, es decir R es biyectiva.

Los diagramas de flechas de la figura 0.4 pueden servir para aclarar estos
nuevos conceptos.

En general, cuando se trata de aplicaciones no se conserva la notacion de las
relaciones. Se designaran las aplicaciones ordinariamente con letras mintusculas f, g,
etcétera. Para representar una aplicacion f de un conjunto A en otro conjunto B
se escribird f: A — B (independientemente de las propiedades particulares de la
aplicacién, las cuales normalmente se deducen del contexto) (V).

Si el par ordenado (a, b), con a € A, y b € B pertenece a la aplicacion, entonces
se dice que a es transformado en b por f, y se escribe f: a-— b. Se dice que a es
un elemento original de b, y b la imagen de a por f. Es también usual, la notacion
f(a) = b. Analogamente para la imagen de 4 por f, se escribe también f(4).

(*) Algunas veces las propiedades de la aplicacion de ser sobreyectiva, inyectiva, etc., se escriben
encima o debajo de la flecha.



14 Conceptos fundamentales

f: A— B es sobreyectiva e inyectiva, es decir biyectiva.

Figura 0.4

La aplicacién que transforma cada elemento a € 4 de un conjunto A4 en si mismo,
se llama aplicacion identidad de A. Se designa con e,. Es trivial que la aplicacion
identidad de un conjunto es biyectiva.

Un tipo particular de aplicaciones, serd utilizado frecuentemente en el préximo
capitulo y por eso reciben un nombre particular.



