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Vorwort

Vorwort

Woran denken Sie bei einem Blickin den deutsch-
sprachigen Mathematikunterricht? An Schiile-
rinnen und Schiiler, die gemeinsam Mathematik
betreiben, in Kleingruppen nach Wegen suchen
und argumentativ um Losungen ringen? Wohl
eher nicht.

Der gidngige Mathematikunterricht zeichnet
sich eher durch individuelles Bearbeiten von Auf-
gaben z. B. auf Arbeitsblittern oder in Arbeitshef-
ten nach einfithrenden Klassengespriachen aus.
Dies bestitigt auch ein Blick in die Literatur zu
mathematischen Aufgaben oder Lernumgebun-
gen, welche mafgeblich auf das individuelle Ent-
decken und Lernen von Schiilerinnen und Schii-
lern fokussieren. Die mathematikdidaktische
Lehr- und Lernforschung, die die Bedeutung des
gemeinsamen Lernens seit Langem hervorhebt,
hinterldsst in der Unterrichtspraxis bisher nur
geringe Spuren.

Diese Diskrepanzzwischen Lehr- und Lernfor-
schung und Unterrichtsrealitdt haben wir zum
Ausgangspunkt der Entwicklung der vorliegen-
den Binde genommen. In ihnen werden Anre-
gungen in Form von mathematischen Lernum-
gebungen mit dem Ziel bereitgestellt, vielféltige
Gelegenheiten zum gemeinsamen Lernen von
Mathematik zu schaffen.

Der mathematische Erkenntnisgewinn des
Einzelnen muss sich bei Lernumgebungen, die
von Anfang an kooperativ bearbeitet werden,
nicht gleich einstellen. Die Erprobungen haben
uns aber gezeigt, dass die folgenden Aufgaben
geeignet sind, Lernende miteinander in den Aus-
tausch tiber Mathematik zu bringen und so Lern-
und Denkprozesse zu initiieren.

Mit MATHWELT 2 vom Schulverlag Plus fiir die
Schuljahre 3 bis 6 (2018) steht wohl erstmals im
deutschsprachigen Raum ein Lehrmittel zur Ver-
fligung, das in ca. 100 Aufgaben bereits wihrend
der Aufgabenbearbeitung Interaktion als Be-
standteil der eigentlichen Aufgabenbearbeitung
einfordert. Nach Erscheinen des Lehrwerks wur-
de verschiedentlich gefragt, ob man ,solche An-
regungen” nicht lehrmittelunabhéngig der Allge-
meinheit zur Verfiigung stellen konnte.

So ist die Kooperation von uns dreien entstan-
den: Marcus Schiitte hat sich in den letzten Jah-
ren intensiv mit dem Lernen von Mathematik
in Interaktionen beschiftigt, Rachel-Ann Bdock-
mann (geb. Friesen) schreibt ihre Dissertation
zu Lernen in heterogenen (insbesondere alters-
gemischten) Klassen und Beat Walti bringt seine
Expertise aus der Aufgabenentwicklung mit.

Gemeinsam haben wir Aufgaben entwickelt,
die von Anfang an kooperativ zu bearbeiten sind.
Es entstanden so zwei Biande: Ein Band fiir das 3.
bis 5. Schuljahr und ein zweiter fiir das 5. bis 7.
Schuljahr. Wir sind tiberzeugt, dass dank der vor-
liegenden Béande nicht nur mehr mathematisch
gehandelt und interagiert wird, sondern dass sie
auch Lust nach mehr Mathematik machen.

Selbstverstdandlich standen bei unserer Ar-
beit immer die Lernenden im Vordergrund. Sie
haben uns oft genug die Grenzen unserer Aufga-
benstellungen aufgezeigt, haben mit ihrer Be-
geisterung die Arbeit an den Lernumgebungen
zum Erlebnis werden lassen und haben uns ge-
holfen, unsere Aufgaben an der Schulpraxis bzw.
am Lernbedarf von Schiilerinnen und Schiiler
auszurichten.



Wir danken all denjenigen, die die Arbeit an den
beiden Banden unterstiitzt haben. So wurden die
Lernumgebungen dank des flexiblen und wohl-
wollenden Supports und dank der konstruktiven
Zusammenarbeit von Behorden und Lehrper-
sonen in vielen Schulen und altersgemischten
Lerngruppen erprobt. Ein besonderer Dank
gilt hier den Schulen in den Kantonen Bern und
Aargau, im Siidtirol (Gsieser- und Pustertal) so-
wie der Laborschule Gorbitz in Dresden. Eben-
so danken wir den Schiilerinnen und Schiilern,
die an unserem Projekt ,MaJa“ (Mathematikler-
nen in Jahrgangsmischung) in der Lern- und For-
schungswerkstatt der TU Dresden teilgenommen
haben und den Studierenden der TU Dresden,
Leibniz Universitdt Hannover und der PH Bern,
welche die Lernumgebungen in Unterrichtsver-
suchen an Schulen inszenierten und ihre Erfah-
rungen zuriickmeldeten.

Namentlich erwdhnen mdchten wir Beatrix
Huber von der Grundschule Pichl (Welsberg) fiir
die mehrwochige inspirierende und unkompli-
zierte Zusammenarbeit, Dr. Josef Watschinger,
Schuldirektor von Welsberg (Pustertal), der in
seinem Schulsprengel die Erprobung der Lern-
umgebungen aktiv unterstiitzt und kooperatives
Lernen zum Jahresthema machte, sowie Peter
Ludes-Adamy, der uns mit seiner gestalterischen
Kompetenz bei grafischen Umsetzungen vielfal-
tig unterstiitzt hat.

Beat Walti

Marcus Schiitte

Rachel-Ann Béckmann (geb. Friesen)
im Juli 2020
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Der Umgang mit Heterogenitétim schulischen All-
tag ist allgegenwértige Realitdt (Trautmann/Wi-
scher 2011). Die Schiilerschatft ist nicht erst infol-
ge der jlingsten Migrationshewegungen in Europa
oder der Umsetzung von Inklusion durch vielfal-
tige Facetten von Heterogenitit gepragt. Dabei
unterscheiden sich die Lernenden in Bezug auf
Aspekte wie kognitive Leistung, Motivation, Vor-
erfahrung, Alter, Geschlecht, sprachlich-kulturel-
len Hintergrund, soziale Schicht und vieles mehr
(Hinz 1993). Das Ziel, allen Schiilerinnen und
Schiilern bestmogliche Lern- und Bildungschan-
cen zu bieten und sie ihren individuellen Fahigkei-
ten nach optimal zu f6rdern, stellt Lehrpersonen
entsprechend vor erhebliche Herausforderungen
(Trautmann /Wischer 2011). Das Thema Heteroge-
nitét riickt somit immer wieder in den Fokus von
padagogischen Diskussionen.

Bis Anfang der 1980er Jahre basierte der Ma-
thematikunterricht vielerorts auf einem behavi-
oristischen Verstdndnis von Lernen, welches in
der Praxis einen kleinschrittigen, sehr systemati-
schen Aufbau mathematischer Lerninhalte nach
sich zog. Die mathematischen Lerninhalte wur-
den durch die Lehrpersonen als gezielte Reize
von aullen in Form von ,,Belehrungen” an das zu
unterrichtende Individuum herangetragen. Aus
der Sicht der Lernenden bedeutete dies ein vor-
wiegend passives, rezeptives Lernen (Krauthau-
sen 2018). Zudem wurde in der Schule die Mathe-
matik lange Zeit als eine ,fertige” Wissenschatft,
als prinzipiell kulturneutral und von allen gleich
zu erlernend angesehen.

Trotz vieler kritischer Stimmen im frithen
20. Jahrhundert veridnderte sich der Blick auf
das Mathematiklernen erst ab Mitte der 1980er
Jahre nachhaltig. Aufgrund dieser nunmehr
verdnderten Sichtweise gilt Mathematik heu-
te international wie national als eine kultu-
rell iiberlieferte, durch Sprache vermittelte und
konstruierte Kulturtechnik (D’Ambrosio 1985;
Schiitte 2009; Schiitte/Kaiser 2011). Parallel zu
dieser neuen Perspektive auf Mathematik entwi-
ckelten sich neue lerntheoretische Ansitze des
Mathematiklernens, die das behavioristische

Lernverstandnis zunehmend verdringten. Zwei
theoretische Positionen haben die deutschspra-
chige Mathematikdidaktik in diesem Zusammen-
hang in den letzten drei Jahrzehnten gepragt.
Beide Positionen distanzieren sich jeweils von
behavioristisch gepragten Lerntheorien, streiten
jedoch in ihrer Spezifitdt iiber ihre theoretischen
Grundpositionen sowie auf unterrichtsprakti-
scher Ebene liber die Effektivitit der je entwickel-
ten Unterrichtsvorschldage. Wihrend eine Positi-
on auf Theorien des Konstruktivismus aufbaut,
bezieht sich die andere Position auf interaktio-
nistische Vorstellungen zum Lernen.

Dem Konstruktivismus zufolge liegen alle An-
lagen zum Lernen in der psychischen Konstituti-
on des Individuums, welches beim Lernen aktiv
neues Wissen fiir sich konstruiert. Im Zentrum
eines solchen Verstdndnisses von (Mathematik-)
Lernen steht der Gedanke einer aktivistischen
Position, welche vor allem auf der genetischen
Epistemologie von Piaget (1974) fulit, nach der
das Individuum durch Auseinandersetzung mit
fordernden Lerninhalten selbststindig aktiv Ma-
thematik entdeckt. In diese theoretischen Aus-
fiihrungen ldsst sich die heute géngige Orientie-
rung des aktiv-endeckenden Lernens einordnen
(Winter 2016), in der gefordert wird, dass sich
Lernende einen Unterrichtsgegenstand selbst-
standig erarbeiten.

Um der Heterogenitét der Lernenden gerecht
zu werden, haben sich hierzu Lernumgebungen
mit natiirlich differenzierenden Aufgabenstel-
lungen als giinstige Lerngelegenheiten etabliert,
deren Entwicklung fiir Vertreterinnen und Ver-
treter dieses Verstindnisseszentralist. Insolchen
Lernumgebungen werden weniger leistungsstar-
ken Lernenden niedrigschwellige Zugédnge zu ei-
nem komplexen mathematischen Inhalt oder
Gegenstand ermoglicht und leistungsstarkeren
Lernenden spezifische ,Rampen” geboten, deren
Bearbeitung herausfordernd ist (Hirt/ Walti 2008;
Wittmann /Miiller 1990).

Demgegeniiber stehen interaktionistisch ge-
priagte Ansitze des Lernens (Bauersfeld 1978;
Voigt 1984; Krummbheuer 1992; Schiitte 2009;



Schiitte /Friesen/Jung 2019), welche auf interak-
tive Wechselbeziehungen im Unterricht fokus-
sieren und sich damit vom Konstruktivismus und
seiner Fokussierung auf die zu lernenden mathe-
matisch-stofflichen Inhalte abgrenzen. Fiir Ver-
treterinnen und Vertreter solcher Ansitze ist Ler-
nen ein dialogischer Prozess, der sich durch das
Zusammenspiel mentaler Aktivitaten verschie-
dener Individuen beschreiben lisst. Lernen fin-
det somit aufgrund sozialer Interaktionsprozes-
se zwischen den Individuen einer Gruppe statt,
wie z.B. in Gesprichen zwischen Lernenden
oderin Klassengespriachen zwischen Lehrperson
und Lernenden. Der Fokus dieser interaktionis-
tischen Forschung liegt dabei vor allem auf dem
werstehen-Wollen“ interaktiver Lernprozes-
se (Krummheuer 2004, S. 113). Es soll ergriindet
werden, wie in Aushandlungsprozessen mathe-
matisches Wissen kollektiv entwickelt wird. Seit
der Jahrtausendwende zeigen entsprechende
Veroffentlichungen auch auf, unter welchen Be-
dingungen das Lernen fiir eine heterogene Schii-
lerschaft optimiert werden kann (Brandt 2004;
Fetzer 2007; Schiitte 2009; Brandt/Tiedemann
2019). So ist aus interaktionistischer Sichtweise
gerade die Koordination vielfiltiger individueller
Perspektiven auf ein und denselben Gegenstand
die Grundlage des Lernens von Mathematik. Eine
langfristig angelegte Unterrichtsentwicklung aus
interaktionistischem Verstdndnis setzt daher ge-
rade auch auf den Aufbau von Kompetenzen in
Bezug auf die Beobachtung und Begleitung von
fachlichen Interaktionsprozessen der Lernen-
den durch die Lehrpersonen.

Beim Vergleich der beiden Sichtweisen fallt
auf, dass Vertreterinnen und Vertreter des Kon-
struktivismus in der Mathematikdidaktik ihr
Hauptaugenmerk auf die Entwicklung und Im-
plementierung spezifischer Lernumgebungen
richten. Eine vertiefte, theoretische Diskussion,
wie mathematisches Lernen in Aushandlungs-
prozessen von Lernenden ablduft und wie das In-
dividuum iiberhaupt aus sich heraus zu neuen
mathematischen Einsichten gelangt, findet da-
beinur begrenzt statt. Im Rahmen der interaktio-
nistischen Forschung wird hingegen theoretisch
relativ prizise beschrieben, wie Mathematikler-

nen stattfindet bzw. wie Schiilerinnen und Schii-
ler neues mathematisches Wissen durch Aus-
tausch mit anderen konstruieren und so in ihrer
Entwicklung fortschreiten. Aufgrund der theore-
tischen Ausrichtung fehlt es aber an stoffdidakti-
schen Umsetzungen bzw. konkreten Vorschldgen
fiir den Unterricht, die es Lehrpersonen ermog-
lichen, gemeinsames Mathematiklernen durch
den Einsatz spezifischer Aufgaben oder Lernum-
gebungen gezielt anzuregen.

Nun soll an dieser Stelle keine Grundsatzdis-
kussion iiber die theoretische Begriindbarkeit
beider Ansidtze vollzogen werden. Sowohl die
Vorstellung, dass Lernen im Individuum zu ver-
orten sei und durch individuelles Entdecken her-
vorgerufen werden miisse, als auch das Verstand-
nis von Lernen als kollektivem Prozess, in dem
Lernen durch den Austausch mit anderen initi-
iert wird, haben die mathematikdidaktische For-
schung bereichert. Nach unserem Verstindnis
handelt es sich vielmehr um zwei Seiten der glei-
chen Medaille. Die in der Mathematikdidaktik
weit verbreitete Educational-Design-Research
(Wittmann 1998), welche substanzielle Lernum-
gebungen entwirft und erforscht, ful$t explizit auf
dem konstruktivistischen Lernverstindnis. Ent-
sprechende Aufgaben sind meist so konzipiert,
dass sie in der Entdeckungsphase alleine bear-
beitet werden (Ich-Phase) und eine kollektive
Austauschphase meist eher zum Schluss als ge-
meinsame Reflexion in Partnerarbeit (Du-Phase)
und/oder im Klassengespriach (Wir-Phase) er-
folgt. Derzeitige Lehrmittel enthalten deshalb
kaum Aufgaben, die bereits wihrend der entde-
ckenden Bearbeitungsphase Kooperation initi-
ieren. Insofern schlieflen wir mit der vorliegen-
den Konzeption ,Mathematiklernen kooperativ
rahmen” und den nun vorliegenden zwei Binden
eine Liicke, die die jeweiligen Grundannahmen
zum Lernen beider theoretischer Ansétze der
mathematikdidaktischen Forschung zu vereinen
versucht. Wir wollen damit die vielfdltigen bis
dato veroffentlichten, auf einem konstruktivisti-
schen Lernverstindnis basierenden Publikatio-
nen nicht infrage stellen, sondern um reichhal-
tige Lernumgebungen fiir das Mathematiklernen
in heterogenen Gruppen erweitern. In zwei Ban-
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den (Band 1 mit dem Schwerpunkt 3.-5. Schul-
jahr und Band 2 mit dem Schwerpunkt 5.-7.
Schuljahr) werden Lehrenden komplexe Aufga-
ben an die Hand gegeben, die es ermdglichen,
kollektive Lernprozesse zu initiieren und so auch
die zweite Seite der Medaille des Mathematik-
lernens - das kooperative Lernen von Mathema-
tik - vermehrt in den eigenen Unterricht zu inte-
grieren. Die Lernumgebungen im vorliegenden
Buch sind deshalb so gestaltet, dass interaktives
bzw. kooperatives Lernen im Kern der mathema-
tischen Auseinandersetzung steht und dass eine
individuelle Bearbeitung der in den Lernumge-
bungen auftretenden Aufgaben nicht sinnvoll
oder sogar nicht méglich ist.

Zum Aufbau desBuches: Das Buch gliedertsich
in einen theoretischen und einen praktischen
Teil. Im theoretischen Teil werden in Kapitel 1
zunichst die Grundannahmen eines konstruk-
tivistischen Lernverstindnisses skizziert und
die Konsequenzen fiir die Konzeption (Kapitel 2)
und Umsetzung (Kapitel 3) substanzieller Lern-
umgebungen aufgezeigt. Anschliefend wird in
Kapitel 4 das diesem Buch zugrunde liegende in-
teraktionistische Lernverstindnis aufgearbeitet.
In Kapitel 5 positionieren wir die in diesem Band
vertretene Konzeption zu kooperativem Lernen
im Vergleich mit der bereits bestehenden diesbe-
ziliglichen Literatur.

Im Anschluss werden Konsequenzen der hier
vorliegenden Konzeption ,Mathematiklernen
kooperativ rahmen” fiir den Aufbau und die Um-
setzung der entwickelten Lernumgebungen ab-
geleitet und dargestellt. Auf ein weiteres zentra-
les Anliegen von Lehrenden, die Leistungen von
Lernenden bei der Bearbeitung von Lernumge-
bung bewerten zu konnen, wird hier ebenfalls
eingegangen.

Im zweiten, praktischen Teil des Buches folgen
die Lernumgebungen unterteilt in die Themen-
bereiche Zahlenraum erforschen (Teil 1), Addieren
und Subtrahieren (Teil 2), Multiplizieren und Divi-
dieren (Teil 3) sowie Mit Grofsen handeln (Teil 4).
Die konkrete Arbeit mit den kooperativen Lern-
umgebungen in diesem Buch wird durch Bilder,
Arbeitsbeispiele und Transkripte aus den Erpro-
bungen illustriert. Die Erprobung der Lernum-
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gebungen fand weitgehend in jahrgangsiiber-
greifenden Lerngruppen statt, um gerade auch
Moglichkeiten der Umsetzung in Klassen mit gro-
Rer Heterogenitit aufzuzeigen.

5 Mathematiklernen in Kooperation

Liebe Leserin, lieber Leser, ja, wir kdnnen zdhlen. Und ja, Sie be-
ginnen die Lektiire der theoretischen Ausfiihrungen mit Kapi-
tel 5. Dies wird Sie verwundern, jedoch stehen sich zwei Logiken
im Aufbau dieses Teils des Buches gegeniiber. Die eine, sequen-
zielle Logik ldsst Kapitel 5 nach den Kapiteln 1 bis 4 folgen.
Nach der anderen Logik positioniert sich Kapitel 5 als theoreti-
scher Kern und Quintessenz des ersten Teils gleich zu Beginn
dieses Buches. Wir haben uns fiir die letztere Reihenfolge ent-
schieden. Hierdurch wird den schnellen Lesenden ermdglicht,
sich nach der Lektiire von Kapitel 5 direkt den Lernumgebungen
im Praxisteil zu widmen. Die praktischen Hinweise zur Arbeit mit
den Lernumgebungen im Anschluss an den Grundlagenteil wer-
den sie bei der Umsetzung unterstiitzen.

Ein interaktionistisches Lernverstindnis (siehe
Kapitel 4) riickt den Austausch iiber mathema-
tische Bedeutungen und Inhalte und damit auch
die Frage, wie sich solche Austauschprozesse un-
ter Lernenden anregen lassen, ins Zentrum der
Betrachtung. Kooperative Lernumgebungen mit
problemhaltigem Charakter bieten sich hierzu an,
filhrt deren Bearbeitung doch gleichzeitig zu einer
hohen kognitiven Aktivierung der Beteiligten und
zu einem Austausch der Lernenden tiber Losungs-
wege (Yackel/Cobb/Wood 1991, S. 406f.), z.B. in
Form von kollektiven Argumentationen.

In der Unterrichtswirklichkeit besteht fiir vie-
le Lernende unter dem Etikett des selbstorga-
nisierten Lernens die Lernzeit jedoch zu einem
groflen Teil aus (Wochen-)Planarbeit. Selbstorga-
nisiertes Lernen verspricht einerseits, den unter-
schiedlichen Lernbediirfnissen der Kinder und
Jugendlichen Rechnung zu tragen, und anderer-
seits, selbstgesteuertes Lernen zu fordern. Nicht
selten wird die Arbeit mit vorgefertigten Planen
als Gegenentwurf zum lehrpersonenzentrierten
Unterricht interpretiert und als geeignete Form
der Individualisierung und Differenzierung an-
gesehen. Dass dabei interaktives und damit auch



kooperatives Lernen weitgehend auf der Strecke
bleibt, wire leichter zu verschmerzen, wenn we-
nigstens das individuelle Lernen substanziell ge-
fordert wiirde. Wo aber Pléne als abzuarbeiten-
der Stoff verstanden werden, weicht das Lernen
in Sinnzusammenhingen dem Generieren von
Aufgabenlosungen. In diesem Fall verstehen Ler-
nende ihre Ziele nicht inhaltlich, sondern mes-
sen ihr Lernen an der Anzahl erledxigter Aufga-
ben oder beschriebener Seiten in einem Heft.
Dass Lernende dabei im Sinn von Piaget , kogni-
tivirritiert werden und neues Wissen konstruie-
ren, ist wohl eher die Ausnahme.

Auf der Suche nach der angesprochenen Ba-
lance zwischen individuellem und kooperati-
vem Lernen gilt es, individuell bedeutsame und
qualitativ hochwertige Lernunterstiitzung anzu-
bieten. Eine solche Lernunterstiitzung ldsst sich
weder rezeptmifig organisieren, durch Arbeits-

5 Mathematiklernen in Kooperation

pldne gewdhrleisten noch digital verwalten. Sie
entsteht situativim Wechselspiel mit den Lernen-
den. Die an und fiir sich begriilenswerte Stof3-
richtung des selbstorganisierten Lernens (hin
zu einem schiilerinnen- und schiilerzentrierten
Unterricht) hat das Lernen nicht nur einsamer,
sondern auch weniger lustvoll und mehr tech-
nokratisch werden lassen. Im Sinn der aus dem
Lot geratenen Balance gilt es heute, kooperatives
Lernen vermehrt in den Fokus zu nehmen.

5.1 Kooperatives Lernen: ein Uberblick

Wer nach konkreten Anregungen zu koopera-
tivem Lernen sucht, wird bei genauerem Hin-
sehen grofle Unterschiede in der Art der Aufga-
benstellungen bzw. deren Umsetzung finden.
Als gemeinsamen Kern definieren Konrad und
Traub (2019) Kooperatives Lernen als

kooperativen kooperatives Lernen dialogisches Lernen aus der Sache heraus kooperativ rahmen
Lernens (u. a. nach Johnson / John- (u. a. nach Gallin / Ruf 2011) (u. a. nach Rohr 1995; (nach Wilti / Schiitte /
son 1999; Konrad / Traub Yackel / Cobb / Wood 1991) Friesen im vorliegenden
2019; Borsch 2019) Band und 2020a)
Positionierung allgemein didaktische deutsch- und mathematik- mathematikdidaktische mathematikdidaktische
Konzeption didaktische Konzeption Konzeption Konzeption
Charakteristik Aufgaben werden in eine Reichhaltige Lernaufgaben Problemhaltige Aufgaben Im Zentrum stehen substanziel-

zentrale
Merkmale
der Aufgaben

bestimmte Methode
Lweingefiillt” und sind
austauschbar.

Dient oft zur Automatisierung
fachlicher Grundfertigkeiten.

und Lernumgebungen,
welche individuell bearbeitet
werden.

Reflexiver Austausch in
Lerntandems am Ende des
individuellen Bearbeitungs-
prozesses und abschlieBend
im Klassengesprach.

fiihren zu aktiv-entdecken-
dem Lernen in Kooperation
mit anderen.

Die Aufgaben sind haufig
auch alleine bearbeitbar.

le mathematische Inhalte,
welche untrennbar mit den
Aufgaben verbunden sind.
Verbindung spielerischer und
problemorientierter Aspekte.
Zu fachlichen Anliegen gibt es
eine ,maBgeschneiderte”
Kooperation.

Methoden beinhalten oft
extrinsische Belohnungs-
systeme, wodurch positive
Interdependenzen zwischen
Lernenden und individuelle
Verantwortlichkeiten

Reichhaltige Aufgaben
werden nach dem
LIch-Du-Wir-Prinzip”
geplant und durchgefiihrt.

Kooperatives Arbeiten
erleichtert die Bearbeitung
der problemhaltigen
Aufgaben. Dadurch werden
Lernende intrinsisch zur
Kooperation motiviert.

Die Aufgaben sind so
konstruiert, dass ihre
Bearbeitung prinzipiell
interaktiv und in der
Regel spielerisch ist.

entstehen.
Beispiele Gruppenpuzzle, Quiz, produktive Ubungen, produktive Ubungen, kooperative Lernumgebungen
WandtafelfuBball Aufgaben zum Problemlosen | Aufgaben zum Problemlésen

Publikationen

Anregungen u. a. in
Ratgebern zu kooperativem
Lernen

seit ca. 1990 zahlreiche
Lehrmittel und Begleitlitera-
tur zu diesem Konzept

bislang nur wenige
publizierte Lernumgebungen
oder Lehrmittel

alle Lernumgebungen
(auch in Band 1), vereinzelte
Anregungen in Lehrmitteln

Ubersicht zu verschiedenen Konzeptionen des kooperativen Lernens
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eine Interaktionsform, bei der die beteiligten Personen
gemeinsam und in wechselseitigem Austausch Kennt-
nisse und Fertigkeiten erwerben. Im Idealfall sind alle
Gruppenmitglieder gleichberechtigt am Lerngesche-
hen beteiligt und tragen gemeinsam Verantwortung
(Konrad / Traub 2019, S. 5)

Aber wodurch zeichnen sich geeignete Aufgaben
zum kooperativen Mathematiklernen aus und wie
lassen sich diese in der Unterrichtspraxis insze-
nieren? In den Kapiteln 5.2 bis 5.4 skizzieren wir
drei gangige Konzeptionen kooperativen Lernens.
Unsere Synthese aus diesen Konzeptionen nen-
nen wir ,Mathematiklernen kooperativ rahmen"
und stellen sie in Kapitel 5.5 vor. Sie bildet die Ba-
sis der Lernumgebungen in diesem Band. Die Ta-
belle (S. 11) vermittelt einen ersten Uberblick zu
den in diesem Kapitel diskutierten Konzeptionen.

5.2 Methodenzentriertes
kooperatives Lernen

Anregungen und Umsetzungsbeispiele zu einem
methodenzentrierten kooperativen Lernen sind
vielerorts zu finden. Diese sind meist allgemein-
didaktischer Naturund nichtvom Fach her durch-
dacht. Wir sprechen an dieser Stelle von ,metho-
denzentriertem® kooperativen Lernen, um den
Unterschied zu anderen Konzeptionen hervorzu-
heben. Kooperative Lernprozesse dieser Konzep-
tionen griinden sich nach Johnson und Johnson
(1999), Green und Green (2007) und Borsch (2019)
auf die fiinf folgenden Gelingensbedingungen -
die sogenannten ,, Basiselemente“.!
Positive gegenseitige Abhdngigkeit (Interdepen-
denz) zwischen Lernenden ist das erste Basise-
lement fiir ein Lernen, das eine Kooperation
bereits widhrend der Aufgabenbearbeitung
notwendig macht. Der Austausch beschrinkt
sich also nicht auf eine mdgliche Reflexion
zu einer bereits erfolgten Losung der Auf-
gabe. Um positive Interdependenz zu erzeu-
gen, ilibernehmen die Gruppenmitglieder

1 Die einzelnen Basiselemente werden je nach Autorinnen und
Autoren unterschiedlich benannt und werden hier in Anlehnung an
Borsch (2019) wiedergegeben.
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in solch kooperativen Settings verschiedene
Rollen oder die Verantwortung fiir Teilauf-
gaben. Durch Aussicht auf Belohnung der
Gruppen oder durch Wettbewerb zwischen
Gruppen kann das Gruppengefiihl zusétz-
lich gestdrkt werden (weitere Moglichkeiten
siehe Borsch 2019, S. 28). Im Gegensatz dazu
wird bei kompetitiven Settings zwischen In-
dividuen die Person mit der besten Leistung
bestimmt, was eine negative Interdependenz
zwischen den Lernenden bewirken kann. Sie
erreichen in Wettbewerbssituationen ihre Zie-
le auch oder gerade dann, wenn sie nicht mit
anderen zusammenarbeiten und versuchen,
diese zu ,libertreffen“. Dies kann jedoch zu
einer geringen Lernmotivation fiir Leistungs-
schwache und abnehmender Anstrengung bei
sicherem Erfolg fiir Leistungsstarke fiihren
(Johnson/Johnson 1999, S. 133f.). Bei indivi-
dualistischen Settings wiederum gibt es kaum
Interdependenz zwischen den Schiilerinnen
und Schiilern (Borsch 2019, S. 16 {f.).

Die individuelle Verantwortlichkeit der Grup-
penmitglieder hingt eng mit dem ersten Ba-
siselement zusammen. Sie ist beispielsweise
gegeben, wenn in kleinen Gruppen die indi-
viduellen Beitridge der Einzelnen zur Gesamt-
leistung sichtbar gemacht werden. Hierdurch
werden alle Gruppenmitglieder zur aktiven
Teilnahme an der Gruppenarbeit ermutigt
und ,Trittbrettfahrende“ vermieden (Borsch
2019, S. 291.).

Das dritte Basiselement ist die unterstiitzende In-
teraktion (Borsch 2019, S. 30). Hilfestellungen
und Ermutigungen der Lehrperson sowie der
Schiilerinnen und Schiiler untereinander for-
dern eine Atmosphére, in der Lernende Ideen
einbringen oder Kritikpunkte ansprechen.

Die Reflexion iiber die Qualitdat der Gruppenar-
beit bedeutet, kooperative Verhaltensweisen
auszuhandeln und einzufordern (Borsch 2019,
S. 31). Kooperative Lernprozesse werden so
sichtbar und konnen optimiert werden.

Das fiinfte und letzte Basiselement umfasst
die kooperativen Fahigkeiten der Lernenden,
die einen konstruktiven Umgang mit Kontro-
versen ermoglichen (Borsch 2019, S. 31ff.).



Hier wird eine der Herausforderungen ko-
operativen Lernens sichtbar: Kooperative Fa-
higkeiten sind zugleich Voraussetzung fiir ge-
lingende Lernprozesse wie auch deren Ziel
(Borsch 2019, S. 34).

Kooperatives Lernen nach Borsch (2019, S. 22)
baut auf einem sozial-konstruktivistischen Lern-
verstdndnis auf, ist jedoch allgemein methodisch
und nicht speziell fiir den Mathematikunterricht
entwickelt worden. Die meisten entsprechen-
den Veroffentlichungen bieten einen Straufl von
kooperativen Methoden an (z.B. Gruppenpuzz-
le), mithilfe derer in Lerngruppen oder im Klas-
senverband gearbeitet wird (Green/Green 2006;
Konrad/Traub 2019). Da das Fach - in unserem
Fall die Mathematik - im Nachgang in die Me-
thode ,,eingefiillt” wird und somit Aufgaben bzw.
Rechnungen von der Lehrperson bindend fiir die
Lernenden vorgegeben werden, sind individuel-
le fachliche Zugénge in diesem Setting kaum vor-
gesehen.? Die Kooperationsanlédsse ergeben sich
aufgrund von methodisch vorgegebenen ,Re-
geln®. Die Lernenden reagieren nicht auf Ideen
oder Einfélle der Mitschiilerinnen und Mitschii-
ler, sondern bearbeiten in einem sozialen Um-
feld die gleichen Aufgaben, die sonst in indivi-
dualen Settings auf Arbeitsblattern stehen. Wir
wollen diese Methoden nicht weiter kritisch dis-
kutieren, sie fiihren aber nicht zu kooperativem
Lernenin dem hier intendierten Sinn. Da die Me-
thode und nicht das Fach im Zentrum steht, sind
die Aufgaben austauschbar und damit auch die
dahinterliegende Mathematik. Die verwendeten
Aufgaben kénnen ebenso gut als Packchen ohne
innermathematische Struktur oder in einigen
Fillen sogar als ,,bunte Hunde® (Wittmann 1990)
individuell bearbeitet werden. Die bunten Hunde
dienen genau wie das Gewinnen in einem Spiel
als externes Belohnungssystem, welches auch in
einem anderen Fach Verwendung finden kann.

Die Basiselemente der ,positiven Interdepen-
denz“ und der ,individuellen Verantwortlich-

2 Eine Ausnahme bietet Rothenbécher (2016), die gezielt substanzielle
Lernumgebungen mit diesen allgemeinen Methoden kombiniert, um
kooperatives Lernen im inklusiven Mathematikunterricht zu fordern.

5 Mathematiklernen in Kooperation

keit“sind jedoch auch fiir die Aufgaben in diesem
Band Leitlinien zur Konstruktion von Aufgaben-
stellungen zum kooperativen Lernen. So wird
verhindert, dass bei Aufgaben gemeinsames Ar-
beiten nur eine - oft aufgesetzte — Option ist, die
mit Sicherheit von einigen Schiilerinnen und
Schiilern genutzt wird, aber oft zu einem ,Neben-
einanderher-Arbeiten“ (Naujok 2000, S. 174) ohne
gemeinsamen Austausch fiihrt.

5.3 Kooperatives, dialogisches Lernen

Das kooperative dialogische Lernen ist im Ge-
gensatz zur ersten Konzeption spezifisch fach-
didaktisch gepragt. Seine Vordenker, Peter Gallin
und Urs Ruf, préagten dafiir in den 1990er Jah-
ren den Begriff dialogisches Lernen (Ruf/Gallin
2011). Die Unterrichtskonzeption entwickelten
sie zunéchst fiir ihren eigenen Deutsch- und Ma-
thematikunterricht in der Sekundarstufe II. Die
Autoren heben explizit die Bedeutung des eigen-
stindigen Lernens von Schiilerinnen und Schii-
lern und deren Interaktion fiir das Mathematik-
lernen hervor (Ruf/Gallin 2011). So erfreut sich
die Konzeption des dialogischen Lernens, der
Gallin und Ruf unter dem eingédngigen Titel ,,Ich,
Du, Wir“ zum Durchbruch verholfen haben, ei-
ner groflen Akzeptanzin der mathematikdidakti-
schen Community.

Dabei begegnen Schiilerinnen und Schii-
ler dem Stoff mdglichst authentisch und arbei-
ten selbststandig an ihrem gedanklichen ,Reise-
tagebuch”. Losungsansitze werden im Dialog mit
der Lehrperson und anderen Lernenden weiter-
entwickelt, bevor schliellich auch die hinter der
Aufgabe stehenden kulturellen Normen disku-
tiert werden. In der Konzeption des dialogischen
Lernens sind somit drei Phasen angedacht (PiK
AS2010; Ruf/Gallin 2011):

Zunichst geht es in der Ich-Phase um eine in-

dividuelle Auseinandersetzung mit der Aufga-

be. In dieser Phase entstehen Eigenproduktio-
nen. Gallin und Ruf stellen hierfiir spezifische

Lernangebote bereit, die von den Lernenden

aufgrund ihrer individuellen Fahigkeiten ge-

nutzt werden. Diese sind so offen, dass sie un-
terschiedliche Losungswege zulassen und da-
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mit auch flir heterogene Lerngruppen geeignet
sind. Das Kernstiick der Unterrichtskonzeption
sind die Reisetagebiicher, in welchen sich die
Lernenden in ihrer individuellen Sprache ,,sin-
guldr® mit Fragestellungen auseinandersetzen,
um ihre Fachkompetenz schreibend zu erwei-
tern (Ruf/Gallin 2011, S. 34f.).

Die zu einem Auftrag entstehenden Arbei-
ten der Lernenden werden in der Du-Phase
mit Mitschiilerinnen und Mitschiilern ausge-
tauscht und diskutiert. Die Auseinanderset-
zung mit anderen und der Vergleich unter-
schiedlicher Eigenproduktionen unterstiitzt
das Klaren eigener Standpunkte, hilft beim In-
tegrieren von Gedanken der Mitschiilerinnen
und Mitschiiler, wirft neue Fragen auf und
schafft Raum fiir die dritte Phase.

In der Wir-Phase wird mit der ganzen Klasse
das allgemeingiiltige ,Reguldre” herausgear-
beitet und mit kulturell feststehenden Nor-
men verbunden. Die Lehrperson leitet dabei
von den individuellen singuldren Produktio-
nen der Lernenden zum Reguldren hin.

Die Konzeption des dialogischen Lernens be-
sticht u.a. dadurch, dass die Leistungsbewer-
tung in den Unterricht integriert wird. ,,Im Un-
terschied zum ,monologischen’ Unterricht, der
sich vor allem im Arbeitsfeld des fachlichen Wis-
sens und Konnens abspielt und jede Lernpha-
se mit einer Priifung abschliel3t, orientiert sich
das dialogische Lernmodell an einem erweiter-
ten Leistungsbegriff® (Gallin/Ruf 2011, S. 234).
,Das Nachdenken tiber Kriterien und Bewertun-
gen der erbrachten Leistungen [...] wird so [...] zu
einem selbstverstindlichen und integralen Be-
standteil des Lehrens und Lernens® (ebd., S. 233).
Es stellt sich nicht in erster Linie die Frage, ,,ob
die Lernenden das Angebot im erwarteten Sinne
nutzen, sondern ob sie bei der Nutzung des Ange-
bots aus ihren singuldaren Moglichkeiten das Bes-
te machen” (ebd., S. 236).

Das hier beschriebene ,Ich-Du-Wir-Prinzip“
des dialogischen Lernens wird héufig als zielfiih-
rende Methode mit kooperativem Lernen im Ma-
thematikunterricht gleichgesetzt. Jedoch sind
auch beim dialogischen Lernen, das ja explizit
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auf Austausch mit anderen setzt, individuelle
Entdeckungen und nicht gemeinsames Erleben
der grundlegende Ausgangspunkt des Lernens
der Einzelnen.

5.4 Kooperatives Lernen aus der Sache heraus

Wie auch bereits die Konzeption des kooperati-
ven, dialogischen Lernens (Kapitel 5.3) ist ,ko-
operatives Lernen aus der Sache heraus“ (R6hr
1995) eng mit jeweiligen mathematischen Inhal-
ten verkniipft. Die Motivation, kooperativ zu ler-
nen, ergibt sich aus der Bearbeitung interessan-
ter und problemhaltiger Aufgaben, welche zu
gemeinsamem Nachdenken, Diskutieren, Argu-
mentieren und Entwickeln von Lésungswegen
anregen (Yackel/Cobb/Wood 1993, S. 46; Rohr
1995, S. 741.). Die Aufgaben sind somit mathema-
tisch-fachlich und nicht methodisch gerahmt.

Rohr (1995, S. 75) spricht in diesem Zusam-
menhang von ,kooperativem Lernen aus der Sa-
che heraus®. Nach Rohr stehen folgende Kriteri-
en im Zentrum solcher Aufgaben:

1 Die Aufgabe soll beziehungsreich sein.

2 Die Aufgabe soll aktiv-entdeckendes Lernen und
mehrere Losungswege ermaglichen.

3 Die Aufgabe soll komplex sein.

4 Es sollen Losungsbheitrage auf verschiedenen
Niveaus und der Einsatz unterschiedlicher Fer-
tigkeiten und Fahigkeiten mdglich sein.

5 Die Lésung der Aufgabe wird durch die Zusam-
menarbeit mehrerer Schiiler erleichtert.

(R6hr 1995, S. 76)

Diese Kriterien fiir kooperationsférdernde Auf-
gaben sind hilfreich fiir die Konstruktion neuer
Aufgabenstellungen bzw. fiir die Aufbereitung
von Aufgaben fiir den Unterricht. Allerdings zielt
lediglich Kriterium 5 direkt auf Kooperation. Die
anderen 4 Kriterien charakterisieren reichhalti-
ge Aufgaben und dhneln den Kriterien fiir natiir-
lich-differenzierende Aufgabenstellungen (siehe
Kapitel 2). Die Aufgaben werden zu Beginn teil-
weise individuell, teilweise kooperativ bearbei-
tet. Hasel-Weide (2016), die Lernumgebungen fiir
kooperatives Lernen mit einem dhnlichen Ansatz



entwickelt, unterscheidet hierfiir zwei koopera-
tive Settings. Beim kooperativen Setting ,Wegga-
belung” (Hisel-Weide 2016, S. 85) sind zunichst
eigenstidndige Bearbeitungen vorgesehen, bevor
die Lernenden sich gemeinsam iiber ihre Losun-
gen austauschen und weitere Aufgaben bearbei-
ten. Beim zweiten kooperativen Setting ,Wippe“
arbeiten die Schiilerinnen und Schiiler von Be-
ginn an gemeinsam an einer Lernumgebung (Ha-
sel-Weide 2016, S. 84).

5.5 Mathematiklernen kooperativ rahmen

Die erste der drei dargestellten Konzeptionen ist
methodisch ausgerichtet und sieht die Mathema-
tik lediglich als einen mdglichen Anwendungs-
fall (siehe Kapitel 5.2). Die Aufgabenbeispiele bei
den anderen beiden Konzeptionen (siehe Kapitel
5.3 und 5.4) sind nur bedingt als Anregung zu ko-
operativem Lernen zu werten, da die Aufgaben
zumindest in grofen Teilen allein bearbeitbar
sind oder mit einer umfassenden Eigentitigkeit
zu Beginn des Bearbeitungsprozesses starten.
Fiir die Entwicklung der Lernumgebungen in
diesem Band gehen wir von einer Konzeption des
kooperativen Lernens aus, welches wir Mathe-
matiklernen kooperativ rahmen nennen (vgl. auch
Walti /Schiitte / Friesen 2020a/b; Friesen/Schiit-
te/Widlti 2020). Wie der Name zeigt, steht Mathe-
matiklernen explizit im Zentrum dieser Konzep-
tion und innerhalb des gegebenen kooperativen
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Rahmens wird ein produktiver Austausch zwi-
schen den Lernenden bereits wihrend der Auf-
gabenbearbeitung initiiert.
Folgende Merkmale charakterisieren die Kon-
zeption:
Die Lernumgebungen gehen von substan-
ziellen mathematischen Fragestellungen aus
(siehe auch Kapitel 5.3 und 5.4). Die fiir die-
se mathematischen Inhalte spezifisch vorge-
schlagenen Interaktionsformen lassen sich
nicht auf einen beliebigen anderen mathema-
tischen Kontext iibertragen.
Die Lernumgebungen sind fiir jahrgangsge-
mischte Lerngruppen konzipiert und kon-
nen daher auch in stark leistungsheterogenen
Jahrgangsklassen eingesetzt werden.
Die Komplexitit der Lernumgebungen ermag-
licht vielfiltige Bearbeitungswege. Lernende
bearbeiten entsprechend ihrer individuellen
Fahigkeiten und Neigungen die Aufgaben auf
unterschiedlichen Niveaus.
Die Lernumgebungen zielen auf positive In-
terdependenz zwischen den Lernenden (sie-
he Kapitel 5.2) und machen Kooperation un-
verzichtbar. Sie werden daher in Lerntandems
oder Gruppen bearbeitet.
Die Bearbeitung der Lernumgebungen erfolgt
meist spielerisch. Zu eher kompetitiv ausge-
richteten Lernumgebungen existiert in der
Regel eine kooperative Variante oder zumin-
dest Vorschlége fiir eine teil-kooperative Be-
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Abb. 1: Mathematiklernen kooperativ rahmen ermaglicht ein Kontinuum von kooperativen, teil-kooperativen und kompetitiven Varianten
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arbeitung in Lernteams.3 Somit gibt es in den
Lernumgebungen ein Kontinuum von koope-
rativen, teil-kooperativen bis hin zu kompetiti-
ven Aufgabenvarianten.

Die Bearbeitung sowie der Spielverlauf der
Lernumgebungen sind von strategischem
Denken und stochastischen Elementen (wie
beispielsweise Wiirfeln oder Kartenziehen)
gepragt. Wie bei klassischen strategischen
Spielen (z.B. Vier gewinnt oder NIM-Spiel)
werden Fihigkeiten wie das konsequente An-
wenden von Regeln, das gemeinsame und
selbststindige Suchen nach Lésungen und das
AuRern von Vermutungen gefoérdert (vgl. Mol-
ler /Pénicke 1992).

Jede Lernumgebung enthilt Vorschldge zur
Reflexion bzw. Auswertung. Die vorgeschla-
genen - meist weiterfiihrenden - Aufgaben-
stellungen sind vor allem produktive Ubungen
und richten sich an Lerngruppen oder Indivi-
duen.

Selbstverstdndlich sind Lernumgebungen, die in
unserem Sinn Kooperation voraussetzen, auch
in anderen Publikationen zu finden: so zum
Beispiel in Rohr (1995), Gysin (2018) und Mayer
(2019). Jedoch sind die verwendeten Aufgaben-
beispiele dort meist auch individuell ohne Ko-
operation 16sbar, weswegen kooperatives Lernen
nicht zwingend dadurch initiiert wird. Beispie-
le fiir Aufgaben, die Kooperation notwendig ma-
chen, sind unter anderem Lernumgebungen
nach dem oben genannten kooperativen Setting
SWippe“ aus Hisel-Weide (2016), ,Rechenduet-
te“ und ,Koproduktionen“ aus Niithrenborger
und Pust (2006), einige Aufgaben aus Rohr (1995)
wie die Aufgaben in Kapitel 4.2.1.5 ,,Rechnen mit
Geld“ (S. 96f.) oder 4.2.4.3 ,Gebdudekomplexe®
(S. 129ff.) sowie einige Lernangebote aus dem
Lehrwerk MATHWELT 2 (Walti/Luginbiihl/Ber-
ger /Hiibner 2018a, 2018b).

3 Diese Form der Organisation weist auch Ahnlichkeiten zum
von Borsch (2019) vorgeschlagenen Wettbewerb zwischen den
einzelnen Gruppen auf, welcher positive Interdependenz zwischen
Gruppenmitgliedern fordert.
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In welcher Gewichtung die Aufgabenstellungen
im Unterricht umgesetzt werden, hiangt von der
Lerngruppe und den Prioritdten der Lehrperson
ab. Eine betont kompetitive Ausrichtung der Auf-
gaben wiirde jedoch das Ziel dieses Buches ad
absurdum fiihren und erscheint nur in Ausnah-
mefillen empfehlenswert. Sinnvoll ist es, von
Anfang an auf Kooperation zu setzen oder bei
kompetitiven Varianten nach dem gemeinsamen
Spielen einen Austausch in Gruppen iber mogli-
che Gewinnstrategien anzuregen. Der Fokus ei-
ner Gruppe liegt dann auf der gemeinsamen Su-
che nach Strategien zum Gewinnen und nicht auf
individuellem Gewinnstreben.

Bei den hier vorgestellten kooperativ gerahm-
ten Lernumgebungen werden héufig drei Grund-
bediirfnisse der Lernenden gleichzeitig befrie-
digt, die in der Selbstbestimmungstheorie von
Deci und Ryan (2009) zentral fiir gemeinsames
Lernen sind: das Erleben von Kompetenz und
Autonomie sowie soziale Eingebundenheit. Die-
se drei permanenten und kulturiibergreifenden
Grundbediirfnisse des Menschen gelten gemil}
Deci und Ryan als Sdulen intrinsischer Motivati-
on. In den hier vorliegenden Lernumgebungen
soll allen drei Sdulen entsprochen werden:

der sozialen Eingebundenheit durch die Inter-

kation mit anderen,

dem Bediirfnis nach Autonomie durch zahl-

reiche Gelegenheiten, innerhalb der Aufga-

benbearbeitung individuell unabhéingig ent-
scheiden zu diirfen, und

dem Bediirfnis nach Kompetenz, indem (ge-

meinsam) fachlich begriindete Ziele erreicht

werden (vgl. auch Kapitel 4.7 im praktischen

Teil im Band fiir das 5. - 7. Schuljahr).

Liebe Leserin, lieber Leser, wie zu Beginn des ersten Teils die-
ses Buches - den theoretischen Grundlagen - bereits ausge-
fiihrt, ergeben sich an dieser Stelle fiir Sie zwei Mdglichkeiten:
Sie konnen nach der Lektiire von Kapitel 5 direkt in den zwei-
ten Teil des Buches - den Lernumgebungen - springen. Prak-
tische Hinweise zur Arbeit mit den Lernumgebungen finden
Sie in Kapitel 6 der vorliegenden theoretischen Ausfiihrungen.
Oder aber Sie widmen sich auch den weiteren theoretischen
Ausfiihrungen und fiihren lhre Lektiire nun mit Kapitel 1 fort.



1 Konstruktivistisches Lernverstandnis

Die derzeit wohl verbreitetste Vorstellung von
Lernen basiert auf lerntheoretischen Grundla-
gen des Konstruktivismus. Danach lernt das Indi-
viduum auf Basis bereits entwickelter individuel-
ler innerer Schemata. Es deutet und interpretiert
Ereignisse oder Informationen der es umgeben-
den Welt auf Basis der bereits bestehenden eige-
nen inneren Schemata. Diese Prozesse konnen
durch die Aullenwelt gestort werden, wodurch
Verdnderung angeregt wird. Treten Widersprii-
che auf beim Versuch, Neues mit Altem abzuglei-
chen, versucht das Individuum, diese durch die
Konstruktion neuer Schemata oder Modulierung
bereits vorhandener ,alter“ Schemata aufzul6-
sen - es schreitet so in der kognitiven Entwick-
lung voran (siehe u. a. Entwicklungstheorien von
Piaget 1972).

Lernen, insbesondere das fiir diesen Band
maligebende Mathematiklernen, wird gemald
dem konstruktivistischen Lernverstindnis als
ein ausschlieflich monologischer Prozess im
Individuum selbst verortet. Das Auflen bzw. die
Interaktion mit anderen stellt eine nachgeord-
nete Kategorie dar, die eine individuelle Ent-
wicklung beeinflussen kann, aber nicht muss.
Im Sinne des Konzeptes des ,kognitiven Konflik-
tes” (Piaget 1985) fiihrt das Auflen bzw. die sozi-
ale Interaktion zur Irritation der individuellen
Schemata, die grundséatzlich monologische Ori-
entierung des Lernens wird damit jedoch nicht
aufgegeben.

Vor diesem theoretischen Blickwinkel ldsst
sich die heute gingige Orientierung am aktiv-
entdeckenden Lernen (Winter 2016) verstehen,
nach der Lernende sich einen Unterrichtsge-
genstand selbststdndig erarbeiten, um mathe-
matische Lernfortschritte zu vollziehen und ma-
thematisches Wissen zu konstruieren (vgl. u.a.
Wittmann 1990, S. 162f.). Die Vertreterinnen
und Vertreter einer konstruktivistischen Lern-
orientierung grenzen sich bewusst von einer be-
havioristisch geprédgten Orientierung des Ler-
nens durch Belehrung ab. Ein behavioristisch
geprigtes ,passivistisches” Verstdndnis von Ler-
nen erfreute sich bis in die Mitte der 1980er Jah-

1 Konstruktivistisches Lernverstandnis

re in der mathematikdidaktischen Forschung
grofBer Beliebtheit und stellte auch lange danach
noch eine bestimmende Grundorientierung des
Lernens in der deutschsprachigen Schule dar.
Nach Wittmann (1990) 14sst sich ein behavioris-
tisches Lernverstdndnis mit der Grundidee be-
schreiben, dass der kindliche Geist iiber vorab
durchgeplante und kleinschrittig strukturier-
te Steuerung von aullen gezielt mit Wissen ,,an-
gereichert” werde und dieses ,vorgefertigte”
Wissen vor allem passiv aufnehme. Im Gegen-
satz dazu steht das Konzept des aktiv-entdecken-
den Lernens, zu welchem Winter (2016) folgen-
de These aufstellt:

Das Lernen von Mathematik ist umso wirkungsvoller
[...], je mehr es im Sinne eigener aktiver Erfahrungen
betrieben wird, je mehr der Fortschritt im Wissen,
Konnen und Urteilen des Lernenden auf selbstéandi-
gen entdeckerischen Unternehmungen beruht.
(Winter 2016, S. 1)

Aufgaben sind somit als Lernangebote bzw.
sLernermoglichungen” fiir Schiilerinnen und
Schiiler zu verstehen. Erst eine aktive eigenstin-
dige Auseinandersetzung mit dem dulleren Im-
puls bzw. der Aufgabenstellung und einer da-
durch angeregten Modifikation der individuellen
kognitiven Schemata filhren zur Aneignung des
intendierten Lerngegenstands (Winter 2016,
S. 2f.). Die Herausforderung fiir Lehrende be-
steht also darin, aktiv-entdeckendes Lernen im
Unterricht zu ermdéglichen. Gut vorbereitete und
passend gewahlte Aufgabenstellungen sind dabei
Winter folgend von zentraler Bedeutung (Winter
2016, S. 3f).

In der deutschsprachigen Mathematikdidak-
tik spiegelt sich das konstruktivistische Lernver-
standnis besonders im Educational-Design-Re-
search-Ansatz wider. Eswerden Lernumgebungen
entwickelt, um gezielt individuelle Konstruktions-
prozesse von Schiilerinnen und Schiilern zu evo-
zieren. Zu nennen sind hier unter anderem Arbei-
ten von Wittmann und Miiller (1990), Hengartner,
Hirt und Walti (2006), Hirt und Walti (2008), Kraut-
hausen und Scherer (2010) sowie Niithrenborger
und Pust (2006).
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2 Mathematische Lernumgebungen -
eine Bestandsaufnahme

Die Gestaltung von Lehr-Lernprozessen auf Grund-
lage eines konstruktivistischen Lernverstdndnis-
ses (siehe Kapitel 1) macht differenzierende Un-
terrichtsettings notwendig, um passend fiir alle
Lernenden Anregungen und Impulse zu setzen.
Diese dienen als ,Irritationen®, um die Anpassung
bereits bestehender oder die Konstruktion neuer
kognitiver Schemata zu initiieren. Wird aufgrund
einer zunehmenden Heterogenitit innerhalb von
Lerngruppen die Bandbreite der Lernvorausset-
zungen der Schiilerinnen und Schiiler immer gro-
Rer, verstirkt dies die Notwendigkeit der Differen-
zierung. Schlussendlich fiihrt das im Extremfall zu
einer Individualisierung, beiderfiirjedes Kind indi-
viduell zugeschnittene Aufgaben bzw. Anforderun-
gen erstellt werden. Auch aus konstruktivistischer
Sicht wird die mit der Individualisierung einherge-
hende zunehmende Vereinzelung von Lernenden
kritisch hinterfragt (Krauthausen/Scherer 2014,
S. 251f.). So etablierte sich seit den 1990er Jahren in
Deutschland und der Schweiz eine spezielle Form
der Differenzierung, die natiirliche Differenzierung
(Wittmann /Miiller 1990; Hirt/Walti 2008; Kraut-
hausen/Scherer 2010b).

Das Konzept der natiirlichen Differenzierung
lasst sich besonders gut mit reichhaltigen mathe-
matischen Aufgaben, sogenannten substanziellen
Lernumgebungen, umsetzen (Krauthausen /Sche-
rer 2014, S. 110). Sie eignen sich aufgrund ihrer
Offenheit und fachlichen Komplexitit ausdriick-
lich auch fiir heterogen zusammengesetzte Lern-
gruppen und lassen sich als eine mogliche Ant-
wort auf das Problem der Vereinzelung durch
Individualisierung in grofer Heterogenitit deu-
ten. Die intensive Entwicklung und Erforschung
vorwiegend arithmetischer Lernumgebungenim
Rahmen des mathematikdidaktischen Educatio-
nal-Design-Research-Ansatzes in den letzten Jah-
ren bestdtigt, dass der Unterricht mit Lernum-
gebungen in der Mathematik seit iiber 20 Jahren
Hstate of the art“ ist (Wittmann 1998; Selter /Wal-
ther 1999).

Im Folgenden soll zunichst das Konzept der
natiirlichen Differenzierung (Kapitel 2.1) ndher
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erlautert werden, bevor wir in Kapitel 2.2 auf sub-
stanzielle Lernumgebungen eingehen und auf
konkrete Beispiele verweisen.

2.1 Natiirliche Differenzierung

Die vier Merkmale, die das Konzept der natiirli-

chen Differenzierung charakterisieren, sind:

1. dass die gesamte Lerngruppe das gleiche
Lernangebot erhalt,

2. dass das Lernangebot inhaltlich ganzheitlich
und hinreichend komplex ist,

3. dass die Lernenden Freiheitsgrade in ihren
Bearbeitungswegen wahrnehmen kénnen
und

4. dass soziales Lernen von- und miteinander
stattfindet.

(Vgl. Krauthausen/Scherer 2014, S. 50£.)

Mit dem Bereitstellen des gleichen Lernangebots
fiir die gesamte Lerngruppe (Merkmal 1) wird
verhindert, dass es - wie bei einer inneren Dif-
ferenzierung durch individuelle Aufgabenstel-
lungen - zu einer Vereinzelung der Lernenden
kommt (siehe u.a. Krauthausen/Scherer 2014,
S. 25ft.). Selbst in Lerngruppen mit einer kon-
zeptionell erweiterten Heterogenitdt, wie z.B.
bei jahrgangsiibergreifenden Klassen, ist das ge-
meinsame Arbeiten an Aufgabenstellungen mog-
lich (vgl. u.a. Niihrenborger/Pust 2006, S. 46).
Damit es dabei nicht zu einer Uber- oder Unter-
forderung einzelner Lernenden kommt, wird
mit inhaltlich ganzheitlichen und hinreichend
komplexen Aufgaben gearbeitet (Merkmal 2).
Durch die Komplexitit der Aufgaben ist es mog-
lich, dass die Lernenden verschiedene Bearbei-
tungs- und Losungswege einschlagen bzw. die je-
weilige Aufgabenstellung unterschiedlich ,tief”
durchdringen und trotz ihrer unterschiedlichen
Fahigkeiten und Interessen an denselben Aufga-
benstellungen gewinnbringend arbeiten (Niih-
renborger /Verboom 2005, S. 4). Bei der natiir-
lichen Differenzierung konnen die Lernenden
wiahrend der Bearbeitung der Aufgabenstellun-
gen Hilfs- und Arbeitsmittel selbststindig wih-
len und sind in Bezug auf Darstellungsweisen
und Losungswege frei (Merkmal 3).



