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Prologo

Una teoria brillante no es mas que un hermoso sueno,
un gran ensayo poético. Si el sueno se realiza,
st el poema se comprueba en los hechos,

entonces se convierte en informacion.

Leén Brillouin

Entre las teorias fisicas del siglo X1x la electrodindmica maxwelliana es la de més
alta estética. No solo por la amplia variedad de fenémenos que describe desde un
pequeno conjunto de ecuaciones béasicas; no solo por su capacidad predictiva que
hizo de la luz un fenémeno electromagnético, sino también porque fue ejemplo
supremo, paradigma, de toda teoria de campos, sin dejar de lado el hecho de que
su formulacién matematica no fue distorsionada por el surgimiento de la teoria
especial de la relatividad, pues su estructura fue compatible con los principios de
la teoria de Einstein. La electrodinamica clésica relativista difiere de la formulacion
maxwelliana original solo por la iluminada expresién covariante de Minkowski, que
integré los campos eléctrico y magnético en una sola entidad matematica.

La electrodindmica no establece diferencia esencial alguna entre los fenémenos
eléctricos, magnéticos y luminosos. Es de hecho la méas poderosa sintesis que el
pensamiento logro establecer desde la unificacién newtoniana de la fisica del cielo y
la tierra. Y es solo comparable en su profunda perspectiva a la relatividad general
v a la mecdnica cuantica.

Esta ciencia tuvo su origen en la primera gran sintesis de Gilbert (1600) sobre
los fenémenos magnéticos, que lo condujo a proponer que la Tierra es un gran iman,
y en las mediciones sobre la fuerza entre cargas eléctricas que dieron origen a la ley
de Coulomb (1785). En el ano 1820, el descubrimiento de Oersted de la interaccién
entre brijulas y corrientes abrié el camino hacia una primera conexién entre electri-
cidad y magnetismo, que se basé en una serie de experimentos de Ampere (1820),
realizados unos meses después del descubrimiento de Oersted, que revelaron una
oculta relacién: las corrientes eléctricas, constituidas por cargas en movimiento y
por tanto fuente de acciones eléctricas, eran a la vez fuente de efectos magnéticos.
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A partir de estos experimentos decisivos se hizo posible el diseno de imanes
artificiales —conocidos como electroimanes y solenoides— y se comprendié que toda
forma de magnetismo se debe a corrientes eléctricas, ya sean macroscépicas como
en los solenoides y electroimanes, o microscopicas como en los imanes naturales y
las brijulas.

En 1831, una larga serie de experimentos de Faraday demostro la imposibilidad
de separar los fenémenos eléctricos de los magnéticos. Faraday descubrié que sole-
noides en movimiento con corriente constante, o solenoides en reposo con corriente
variable con el tiempo, generan corrientes sobre circuitos cercanos. Estos hallazgos,
que se conocen como efecto Faraday o induccion electromagnética, dieron nacimien-
to en la mente de Faraday a la idea de campo electromagnético, y plantearon por
primera vez la nocién de lineas de fuerza como una forma de representar dicho cam-
po. A partir de las intuiciones de Faraday, Maxwell, en su precisa sintesis de 1864,
mostré ademas la unidad de los fenémenos eléctricos, magnéticos y luminosos. Las
ondas electromagnéticas, antes de ser generadas en el laboratorio, fueron predichas
a través de una teoria que aseguraba que —del amplio espectro de oscilaciones elec-
tromagnéticas posibles— lo que llamamos luz es solo una estrecha franja, aquella
que asociamos al arco iris y cuya peculiaridad esencial es que corresponde a ondas
electromagnéticas detectables por el ojo.

De ahi surgié la unificacién de la 6ptica y la electrodinamica, fusiéon de la que
surgié a su vez, con Lorentz y Abraham, entre otros, una teoria eléctrica de la
materia, de acuerdo con la cual la luz interactiia con las cosas porque ellas estan
hechas de particulas eléctricamente cargadas. En particular, es un hecho experimen-
tal que el indice de refraccién depende de la frecuencia de la luz refractada, lo que
es responsable de la dispersion en los prismas y del arco iris. Para posibilitar una
explicacion consistente fue necesario introducir la idea de una estructura eléctrica
de los atomos, entes con los que se trabajaba ya en la quimica de la época.

Cuando Faraday y Maxwell pensaban en la accién electromagnética mediante
un campo, lo que en verdad tenian en mente era la accién a través del éter, medio
material que habia sido introducido en las teorias ondulatorias de la luz de Huy-
gens, Young y Fresnel. El éter era un medio continuo que ocupaba todo el espacio
incluyendo el interestelar y el interior de los cuerpos transparentes a la luz y a las
ondas de Maxwell.

A través del éter viajan las ondas electromagnéticas que son transversas, lo que
indica que el éter es un sélido, ya que en los gases y en los liquidos no viajan ondas
de este tipo. Resulta, entonces, que en el éter sélido han de viajar, ademéas —segin
la teoria de la elasticidad— ondas longitudinales, cuya velocidad es mayor que la de
las ondas transversas. De acuerdo con la teoria de los sdlidos, las velocidades de las
ondas longitudinales y transversas son, respectivamente: v; = [E(1—c)/p(1—20)]'/2,
vy = [E/2p(1 4 0)]"/?, donde E,p,o son el médulo de rigidez, la densidad y el
modulo de Poisson del éter. Asi pues, la velocidad de la luz es ¢ = v y posiblemente
la velocidad de la onda longitudinal (indetectable) es infinita, por lo cual o = 1/2.
De acuerdo con vy = c resulta que E es sumamente grande y p muy pequeio, lo que
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contradice nuestras nociones cotidianas sobre un sélido. Las propiedades mecéanicas
del éter nunca fueron medidas.

De acuerdo con la teoria del éter, los campos electromagnéticos podrian inter-
pretarse como estados de esfuerzos del éter, correspondiendo el campo eléctrico a
esfuerzos de traccién-compresion y el magnético a esfuerzos de cizalladura. Esta
versién sugiere que el campo electromagnético no seria més que un campo elastico.

Sin embargo, los experimentos Opticos de finales del siglo X1x hicieron insoste-
nible la teoria del éter eldstico, hasta que fue abandonada en la teoria especial de
la relatividad de Einstein en 1905. Véase Sepilveda (2016), capitulo 8.

Ahora bien, en cada experimento, la teoria de Maxwell mostré su eficacia des-
criptiva hasta la época de los experimentos de Hertz, quien habiendo generado
ondas de radio, y probado por tanto una de las conclusiones de Maxwell, descubrié
un nuevo efecto —el fotoeléctrico— que se resistié a cualquier descripcién maxwe-
lliana; este fenémeno comenz6 a mostrar los limites de la electrodinamica clasica.
El primer indicio de la debilidad de la electrodindmica maxwelliana surgié casi en
el momento (Hertz, 1887) en que se probaba su eficacia.

En 1900, con el trabajo de Planck, y en 1905, con el de Einstein, la teoria de la
luz se encontré con una nueva opcién, pues también puede describirse en términos
de un paquete de particulas. Esta nueva idea —la del fotén— abrié un camino en
el que este encontrd su lugar como particula dotada de frecuencia.

La electrodindmica clésica es ejemplo hermoso de una teoria de campos sin ac-
cion a distancia, pues segun ella las acciones electromagnéticas se propagan con velo-
cidad finita: la de la luz en el vacio. En la relatividad especial resultaria ser esta la
maxima velocidad posible.

El presente texto, que en buena medida es un ejercicio de fisica matematica, no
pretende explorar las bases experimentales de la electrodinamica. Hace énfasis, con
toda intencién, en sus aspectos matematicos, por lo que largamente se detiene en
la teoria de funciones de Green concebida como una herramienta poderosa en esta
teoria lineal.

No pretende, por tanto, ser un texto autocontenido y deberia ser precedido por
un buen curso bésico sobre los fendmenos electromagnéticos, pues el espiritu que lo
anima es fisico-matemaético.

Es necesario decir que no se pretende en forma alguna suplantar o completar
los textos hermosos que en la literatura cientifica abundan sobre el tema. Baste
con aceptar que la inspiracién fundamental y el tono de la presentacién quieren
ser los que surgen de una lectura cuidadosa y comprensiva del inagotable libro de
J. D. Jackson Classical Electrodynamics. Si el orden, los temas, los desarrollos y el
espiritu que animan este texto llegan a parecérsele no serd una coincidencia.

Los problemas propuestos, a diferencia de muchos textos cldsicos, estan inter-
calados con el hilo central de la exposicién. Esto indica que cada problema puede
ser resuelto con los conceptos desarrollados hasta ese momento.
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Para esta edicién

El cambio de fondo que marca la intencién de esta edicién es el paso del sistema
de unidades cgs al MKSA. Los graficos fueron, casi en su totalidad, residenados y
dibujados en LaTeX por el autor. Un trabajo de detalle se hizo corrigiendo erratas
de la primera edicién. En su estructura general el texto fue poco intervenido, aunque
se hizo una mejor distribucién de las ecuaciones y los graficos. Se reescribieron y
ampliaron algunas secciones.

Los armonicos esféricos vectoriales fueron enviados al apéndice y se incluyeron
nuevas secciones: condensadores y capacitancia, inducciéon mutua y autoinduccion,
ondas en medios anisotrépicos, reaccion de radiacién, teoria clasica del electrén
(dispersion en gases, efecto Zeeman, birrefringencia), antimateria, transformaciones
de Lorentz superluminales, taquiones y electrodinamica no lineal de Born-Infeld.

x Las secciones con asterisco pueden omitirse en una primera lectura sin perder
la continuidad.

Un cuadro que contiene fechas bésicas en la historia del electromagnetismo
puede encontrarse en:

http://history.hyperjeff.net /electromagnetism.html

Alonso Sepilveda Soto
Medellin, noviembre de 2019



Electrostatica

El concepto inicial y fundamental de la electrostatica es el de carga eléctrica. De-
sempena en el electromagnetismo un papel andlogo al que el concepto de masa
gravitacional desempena en la teoria de Newton de la gravitaciéon universal.

La carga eléctrica aparece por primera vez en la ley de Coulomb. Tanto en la
electrostética, como en la gravitacién, la ley basica que rige la interaccién es de la
forma 1/r2, y en ambos casos las teorias correspondientes conducen con facilidad
a la idea de campo como fuerza por unidad de carga o por unidad de masa. Tam-
bién en ambos casos es posible definir el potencial eléctrico o gravitacional, cuyo
comportamiento matemético se expresa con una ecuacion de Poisson. La forma del
potencial en ambas teorias conduce a una ley de conservacién de la energia.

Lo anterior sugiere que la electrostatica y la gravitacién tienen una estructura
matematica semejante, aunque carga y masa tengan un contexto fisico bastante
diferente. La magnetostatica y los campos variables disolveran las semejanzas.

Este capitulo pretende construir la base tedrica de la electrostatica, y mostrar
los métodos mas elementales de solucién a sus ecuaciones bésicas.

1.1. Ley de Coulomb

Los experimentos de Coulomb (1785) permiten concluir que hay dos tipos de car-
ga eléctrica, + v —, y que la fuerza entre dos cuerpos pequenos y fijos, cargados
eléctricamente y separados una distancia grande comparada con sus dimensiones:

e Es proporcional al producto ¢, ¢, de las cargas (cantidad de electricidad).

Actia a lo largo de la linea que une las cargas.

e Es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que separa las cargas.
Dentro del error experimental la potencia de r es —2 4 10716,

Es atractiva si las cargas eléctricas son de signo opuesto, repulsiva si son del
mismo signo.
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Figura 1.1. Propiedades de la fuerza eléctrica. a. Las cargas eléctricas
q1 Y g2 experimentan interaccidn eléctrica; b. La direccién de las lineas del
campo electrostatico de una carga puntual va de la posicién r; de la carga
hacia el punto ry

Los experimentos, empezando con los de Millikan (1907), han demostrado que
la carga eléctrica estd cuantizada. Las cargas eléctricas del protén y el electron
son iguales en magnitud y opuestas en signo, siendo el electréon negativo. Se acepta
actualmente que el protén y el neutrén estan formados por quarks u y d cuyas cargas
eléctricas son 2/3 y —1/3 de la carga del protén. La estructura del protén es uud y
la del neutrén es udd.

Puede demostrarse que la fuerza total sobre una carga pequena, debida a una
distribuciéon de cargas, es igual a la suma vectorial de las fuerzas ejercidas por cada
una de las cargas sobre la carga de prueba. Esto significa que las fuerzas eléctricas
satisfacen el principio de superposicion.

La ley de Coulomb (véase figura 1.1a) tiene, en un sistema inercial, la forma:

F, ¢ = {Fuerza que ¢, ejerce sobre ¢, } =

Es obvia la analogia con la ley de gravitacién, excepto por el hecho de que
la masa es siempre positiva y de que la accién gravitacional depende de la masa,
factor que ya aparece en la mecanica. Esto trae como consecuencia que en la teoria
de gravitacién hay solo una cantidad nueva, la constante de Cavendish G, que puede
determinarse experimentalmente. En contraste, en la ley de Coulomb aparecen dos
cantidades nuevas, ¢ y k, ninguna de las cuales se refiere a cantidades introducidas
previamente en fisica.

La constante de proporcionalidad k£ puede determinarse al escoger una unidad
de carga. De modo reciproco, puede también escogerse arbitrariamente la constante
de proporcionalidad, lo que fija la unidad de carga. Esto significa que es posible
definir dos tipos de unidades eléctricas:

1. Unidades electrostaticas (esu). La unidad de carga es aquella que ejerce una
fuerza de 1 dina sobre otra igual colocada a 1 cm de distancia. Esta unidad se
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conoce como statculombio (stc). La constante de proporcionalidad tiene valor
1 en dinas cm? /stc?.

2. Unidades MKSA (sistema internacional). El sistema de unidades aproba-
do internacionalmente es el sistema MKSA y no el MKSC, aunque en la prac-
tica no existe diferencia entre ellos. Asi pues, la unidad de carga, conoci-
da como culombio (C), se obtiene del amperio (A) mediante la definicién
culombio=amperioxs, como se vera en la seccién 7.2.1, donde se estudia la
forma de escoger la unidad de corriente eléctrica.

En estas unidades la constante de proporcionalidad se escoge como k =
107 7¢? = 8,9874 (con unidades de Nm?/C?), que habitualmente se escri-
be k = 1/4meg, donde ¢ tiene un valor de 8,854 x 10~2C? /N m? y se conoce
como permitividad del vacio.

El culombio es la cantidad de carga que colocada en el vacio a 1 metro de otra
igual la repele con una fuerza de 1/4mwey newtons.

Puesto que es posible escribir, cambiando de unidades:
8.9874 x 109 Nm?/C? = 8.9874 x 10'® dinacm?/C? = 1 dinacm? /stc?

se sigue (con 1 newton=10° dinas) que la relacién entre los dos tipos de
unidades de carga es:

10 =2.997 x 10%stc ~ 3 x 10%stc.

El apéndice I muestra la forma de hacer conversiones entre los dos sistemas de
unidades. En este texto se utiliza el sistema MKSA.

La fuerza que la carga ¢, en r, ejerce sobre la carga ¢, en r,, ambas en reposo,
se escribe, entonces, en MKSA como:

F q1q2(r2 _r1) _ (1.1)

W7E T Yreolr, — 1,3

Analogamente, la fuerza ejercida por ¢, sobre ¢, es:

0,9, (r, —1,)
dmeglr, —r, |3’

FQ2—>111 -

tal que Fg, ¢, + Fg,q, = 0, por lo cual, la ley de accion-reaccion es valida, al
menos, en el caso electrostatico.

Las cargas eléctricas g, y g, se consideran cantidades algebraicas escalares
(véase apéndice F') que toman valores reales positivos o negativos.
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1.2. Campo eléctrico

La ley de Coulomb (1.1), que describe la interaccién entre cargas, puede también
pensarse como interaccion entre g, y el campo eléctrico generado por ¢, en el punto
donde se halla ¢, (véase figura 1.2b). Definimos el campo eléctrico E1 debido a g,
como la fuerza por unidad de carga q,, ejercida por g, :

El(I‘ ) — FQ1HQ2 — q, (I‘2 B rl) (1 2)
’ 4, 47r€0‘r1 - I‘2‘3 . .

Analogamente, el campo eléctrico en r, debido a la carga g, tiene la forma:

EQ(I’ ) — FQQ—NH — g, (rl B rz)
! q; 47T60|I'2 - I'1|3 '

Figura 1.2. Propiedades del campo eléctrico. a. La direccién de las lineas
del campo E de una carga puntual ¢ va de la posicién r’ de la carga hacia
el punto r; b. El campo E de una distribucidon de cargas puntuales es la
combinacién lineal de los campos de cada carga

Notese que el campo eléctrico asi definido depende solo de la carga que lo genera
—Ila fuente—, siendo independiente de la carga de prueba.

El campo eléctrico, que por ahora es solo una definicion, es una cantidad vecto-
rial que satisface un principio de superposicién: el campo debido a una distribucion
de cargas es igual a la suma de los campos generados por cada elemento de la dis-
tribucion. Esto implica que la electrostdtica es una teoria lineal.

Al igual que r y F, el campo E es un vector polar (véase apéndice F).

Asi pues, cambiando a una notacién en la que r se refiere a puntos del espacio
donde se evalian los campos y r’ senala las fuentes puntuales o diferenciales, el
campo eléctrico en el punto r generado por una carga puntual g localizada en el
punto r’ se expresa como (véase figura 1.2a):

g dr—r)

— _ 1.3
dreglr — 1|3 (13)
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Cuando el campo no es generado por cargas puntuales, sino por una distribucién
continua de cargas, esta distribucién puede ser afectada por la presencia de una
carga de prueba finita ¢’, como ocurre con los conductores. Bajo estas condiciones, la
fuerza medida sobre ¢’ no da informacién exacta sobre el campo original sino sobre el
campo perturbado por la presencia de ¢’. Con el fin de eliminar el efecto perturbador
de la carga de prueba, se define el campo eléctrico debido a una distribucién de
cargas que ejerce sobre ¢/ una fuerza F, como el limite:

F
=0 q

1.2.1. Distribuciones de carga

e De acuerdo con el principio de superposicién, el campo eléctrico debido a una
distribucién discreta de cargas formada por n cargas puntuales g; colocadas en
puntos r; (véase figura 1.2b) estd dado por:

1 = gi(r—r;)
E pum— .
(x) Ameg | r —r |3

(1.4)

e Para una distribucién continua de cargas (véase figura 1.3a), la sumatoria anterior
se convierte en una integral, por lo cual:

B(r) = — /dQ(r/)(r_r/). (1.5)

 4rmeg |r—r |3

La distribucion continua puede ser lineal, superficial o volumétrica, con densi-
dades de carga dadas, respectivamente, por A(r'), o(r’), p(r'); esto es:

dq(x') = M) di(x'), dq(x') = o(r)dS(x)), da(r') = p(x")dV (r').
El campo eléctrico debido a una coleccién de cargas puntuales puede describirse

utilizando la propiedad selectiva de la funcién delta de Dirac (véase apéndice B),
como el producido por una densidad volumétrica equivalente. Asi:

n n
q = carga total = Zqi x1= Z(h’/(s(r/ —r;)dV’
i=1 i=1

= / ;qié(r'—ri)dV’: / p(r')dV’.

En consecuencia, la densidad volumétrica de carga en el punto r’ equivalente a
una coleccion de cargas puntuales localizadas en r; es:

p(r') = Z q:0(r' — ;). (1.6)
i=1
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Figura 1.3. a. El campo eléctrico E(r) de una distribucién volumétrica de
cargas se obtiene por integracién, sobre el volumen de la distribucién, de los
campos debidos a cada elemento diferencial dg(r); b. Geometria del dngulo
sélido df) con vértice O’

Por tanto, el campo eléctrico de esta distribucion se expresa como:

B /dq(r'xr—r')_ 1 /p(r')(r— v)

47r60 |r—1' 3 A7eg |r—1' |3
Z / ) dvl _ . ql(r — ri)
471'60 | r— r’ |3 47reg “<r—u1; [*’

que es la expresion (1.4). La densidad volumétrica en cualquier punto r, equivalente
a una sola carga puntual colocada en r’, es:

p(r) =qé(r—r'). (1.7)

Las distribuciones puntuales, lineales y superficiales son distribuciones singu-
lares, puesto que un punto, una linea, un plano son singularidades del espacio. La
construccién de p(r) para la distribucién puntual serd extendida a distribuciones
lineales y superficiales.

En lo que sigue se asumird que cualquier distribucion de cargas, discreta o
continua, es equivalente a una distribucion volumétrica.

Considérense dos ejemplos:

1. Plano xy con carga superficial o(x,y). Para una porcién finita del plano, y
como [6(z)dz = 1:

q:/adxdy:/adxdy/é(z)dz:/a(az,y)é(z)dV:/p(r)dV. (1.8)

La densidad volumétrica de carga es:

plr) = () ().
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2. Linea de carga \(z) perpendicular al plano xy y que pasa por (xg,yo). Para
una porcién del alambre, con [6(z —zo)dz =1 = [d(y — yo) dy:

q:/)\dz:/Adz/é(a:—xo)dx/5(y—y0)dy:/p(r)dV. (1.9)

La distribucién volumétrica equivalente es, entonces:

p(r) = A(2) 6(x — x0) 6(y — vo) -

Véanse diversas distribuciones en la seccién 4.1.4, numeral 4, y el apéndice B2.

1.3. Ley de Gauss

Una forma de evaluacién del campo E, utilizable en los casos en que la distribucién
de carga tiene una alta simetria, proviene de la ley de Gauss.

1. Considérese primero el caso simple de una carga puntual q localizada en O’
(figura 1.3b), y una superficie cerrada S cuya forma es arbitraria. El punto O’ puede
ser interior o exterior a S. El campo electrostatico en un punto r sobre la superficie
estd dado por la ecuacién (1.3):

__gq(r—r)
Cdmeg [T —1 B

El flujo diferencial a través de dS(r) es:

q(r —1') - dS(r)
E-dS(r) = dieg v —1' |37

integrando sobre una superficie cerrada S que contenga la carga:

_/-
jéE-ds_ a ?{(r r)dS _ g /dQ,
d7eg lr—1 |3 4mey Jun

donde, por definicién del dngulo sélido (véase figura 1.3b):

40 = (r—1r')-dS

s
Al realizar la integracion en df) para la superficie cerrada se obtiene cero si O’ estd
fuera de S y 47 si O estd dentro. Esto es, utilizando la propiedad bésica de la
funcién delta, se sigue que la integral de flujo:

]fE-dS:q S(r—r')dV
€ Jv
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vale q/€g si O’ esta dentro de S, y es cero si O’ estd fuera. Utilizando el teorema de
Gauss podemos escribir:

!/V-Eﬂﬂzq S(r — 1) dv,
€0
por lo cual, para una carga puntual es cierto que:

v.E=2L50-v).
€0

2. Para n cargas puntuales contenidas dentro de la superficie S:

'fﬁxdszzijqﬂ/au-m)mc de donde:
s €0
n=1

nQi
V-E:E:%&r—my

El campo E (de acuerdo con el principio de superposicién) es la suma de los
campos debidos a cada carga puntual

3. Estos resultados pueden extenderse al caso de una distribucién continua de
cargas. La ley integral de Gauss serd todavia valida para cada uno de los elementos

diferenciales dg, tal que:
/
%E/dsz dq(r)’

€0
donde 3?8 E’ - dS da el flujo del campo a través de S debido a dq. El flujo total,
debido a toda la distribucién de carga, es:

1
fEﬁ:/@;
s €0

la integracion sobre la carga encerrada en la superficie conduce a:

%EdS:q : (1.10)

€0

Conviene enfatizar que g es la carga neta dentro de la superficie cerrada.

En su forma integral, la ley de Gauss (1.10) afirma que el flujo neto de lineas del
campo electrostatico a través de una superficie cerrada se debe solo a la presencia de
las cargas encerradas en la superficie. Las cargas localizadas fuera de la superficie,
aunque contribuyen al campo en todos los puntos, no contribuyen al flujo neto.

Si no hay cargas dentro de la superficie S, o si su suma se anula dando una
carga neta cero, las lineas de campo entran y salen en igual nimero dando flujo
neto cero.

La forma de las lineas del campo electrostatico no cambia con el tiempo. Como
se verd en los capitulos sobre campos variables, la forma de estas lineas depende del
tiempo si las fuentes no conservan sus posiciones.
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1.3.1. Ley de Gauss en forma diferencial

Partiendo de la ley integral de Gauss (1.10):

1
j{E-dS:q: p(r)dV,
S € € Jv

donde se ha tenido en cuenta que toda distribucién equivale a una distribucion
volumétrica, y utilizando el teorema de la divergencia:

jl{E-dS:/V-EdV,
S 1%

valido para un volumen arbitrario V' delimitado por la superficie S, se obtiene la
ley de Gauss en forma diferencial, una expresién valida para cualquier distribucién
estatica de cargas:

v Em =20 | (1.11)

De acuerdo con esta ecuacion, las cargas eléctricas son fuentes —o sumideros—
de lineas del campo electrostatico.

1.4. Potencial electrostatico

Para una distribucién continua de carga es valida la ecuacién (1.5):

E(r) = 1 /dq(r’)(r—r’);

 dreg |r—1' |3

teniendo en cuenta la identidad vectorial:

1 r—r
v )=
(!I‘—I"|> |r—r'[3

donde V opera solo sobre r, se sigue:

Emz—l/@mw(|1)_ 1o [ da)

d7eg r—r'|) 4rme lr—1' |

V puede extraerse de la integral porque no participa en la integraciéon. Entonces,

| E(r) = -Vo(r) |, (1.12)
donde se ha definido el potencial electrostatico o potencial escalar:
1 dq(r")
= 1.1
o) = o [ 1o (1.13)

Para una distribucién volumétrica de cargas es cierto que dq(r’) = p(r') dV’, y
en particular para una carga puntual g localizada en r’, de acuerdo con (1.7):

B(r) — 1 /qé(r—r’) AV’ = % (1.14)

 4meg |r — 1|  Amelr —r
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1.5. Ecuacion de Poisson

Tomando el laplaciano en (1.13) y segtin (B.3) del apéndice B:

1 dq(r’) 1 1
2 _ 2 _ N2
V(b(r)—47TEOV /|r—r’\ 4W60/dq(r)v |r—1|
1

=—— [ dq(r")5(r — 1').
€0

Puesto que toda distribucién de carga eléctrica es equivalente a una distribucion
volumétrica, se sigue:

V2(r) = —~ [ oot — vy av’ = -2
€0 €0

resultado que se conoce como ecuaciéon de Poisson:

V2¢(r) = _pr) : (1.15)

€0

La ley de Gauss en la forma diferencial (1.11) puede ahora obtenerse en una
forma més simple. De:

E(r) = =V¢(r),

puede escribirse, tomando la divergencia:

v E() = V- (-Vo(r) =~V = 2.

PROBLEMA: Utilizando la densidad de carga volumétrica equivalente para una
distribucién discreta de cargas puntuales demuestre que:

ol - a
¢(r)—m;|riri|. (1.16)

1.6. EIl campo electrostatico es conservativo

El conjunto de puntos del espacio con el mismo valor del potencial conforma una
superficie (o regién) equipotencial. El interior de un conductor en equilibrio es una
region de potencial constante. Alrededor de un cuerpo cargado existen superficies
de potencial constante. La relacion E = —V ¢ afirma que las lineas de campo E son
perpendiculares a las equipotenciales. El signo menos indica que E sigue la direccién
en que el potencial decrece.

Las lineas de campo E satisfacen la condicién E x dr = 0. Esta expresién provee
la forma de las lineas de campo si se conoce E.
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Con el fin de dar un sentido fisico al potencial ¢(r), debe calcularse el trabajo
realizado sobre una carga puntual ¢ por una fuerza externa, F.,;, para llevarla
suavemente desde a hasta b en presencia de un campo eléctrico (véase figura 1.4a):

b b
W(Hb:/ Femt.'dlz—q/ E.dl

b b
=q/ V<z>-d1=q/ d6 = q[6(b) — 6(a)].

Figura 1.4. Campos conservativos. a. Una carga ¢ es llevada de a a b
por una fuerza externa, en un campo E. El trabajo realizado entre los dos
puntos no depende del camino; b. Como consecuencia, el trabajo realizado
en una trayectoria cerrada es nulo. Las lineas punteadas son equipotenciales,
perpendiculares a E

En consecuencia, el trabajo realizado no depende de la trayectoria especifica
entre a y b sino de los puntos inicial y final. Esto es exactamente lo que significa
campo conservalivo; es cierto, entonces, que:

b
—¢(b)—¢>(a):—/ E-d |. (1.17)

Las curvas punteadas en la figura 1.4 son equipotenciales ¢ constante. Se sigue
(véase figura 1.4b) que el trabajo realizado por una fuerza electrostdtica para mo-
ver una carga a lo largo de una trayectoria cerrada es nulo. En efecto, para una

trayectoria cerrada:
W__fE.dl——/ E-dl—/ E-dl
q acb bda

= [6(b) = ¢(a)] + [d(a) — H(b)] =
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Asi pues, la circulacion fE -dl del campo electrostdtico es nula.
Ahora, tomando el rotacional en (1.12) se tiene:

V X E(r) = -V x V¢(r),
pero el tultimo término es idénticamente nulo para una funcién ¢(r) “bien com-

portada”, es decir, univaluada, continua y derivable, lo que significa que el campo
electrostatico satisface la ecuacién de campo:

| VXE(r)=0

: (1.18)

La integral de circulaciéon y el rotacional del campo electrostatico estan conectados
por el teorema de Stokes (véase figura 1.5):

/VxE-dS—j{Edl, (1.19)

resultando que la circulacion nula proviene de E = —V ¢, expresién que exige que
el campo de Coulomb sea central (de direccién +r) y que satisfaga el principio de
superposicién, aunque no impone restriccién sobre la dependencia con r. En general,
puede demostrarse que un campo central M(r) de la forma:

fe(x—r
M(r) =k \i‘—)(r’”ﬂ) dV(r'), con n = real,

satisface la ecuacién V x M(r) = 0. Es decir, es conservativo; f(r) es la densidad
volumétrica de la fuente del campo M(r).

PROBLEMAS:

1. Demuestre que el campo M(r) propuesto anteriormente es conservati-
vo, y que V - M(r) « f(r) solo si n = 2. Evalde el potencial escalar
correspondiente. Tenga en cuenta que:

r—r’ _ —ﬁV(W) sin#1
|r—rx |t Vih|r—1'| sin=1

2. Demuestre la conservacién de la suma de la energia cinética y potencial
eléctrica para una particula con carga ¢ colocada en un campo eléctrico:

1
§mv2 + q¢ = constante .

Contrastando con lo anterior, la ecuacién V - E = p/ey es vélida solo si la
dependencia con r es de inverso cuadrado (n = 2).
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Figura 1.5. Descomposiciéon de una superficie finita
en elementos diferenciales. La conexidn entre las direc-
ciones de ¢ y dS estd dada por la regla de la mano
derecha

1.6.1. Recalibracion del potencial

El trabajo realizado por el campo eléctrico para mover una carga entre dos puntos
depende solo de la diferencia de potencial entre ellos; existe por tanto una inde-
terminacion en el valor numérico del potencial, puesto que puede anadirsele una
constante arbitraria C' sin afectar las cantidades fisicas medibles (como el trabajo
y el campo E). Asi, definiendo un nuevo potencial ¢’ como:

[F=ev7 ], a2

se sigue, reemplazando en la expresién para el trabajo:
a—b = ¢'(0) = ¢'(a) = ¢(b) — #(a) = Wosp, y también:

E =-V¢§ =-V($+C)=-V¢=E.

El campo electrostatico es invariante bajo la recalibracién ¢’ = ¢ + C, también
conocida como transformacion gauge. Andlogamente, la aceleracién g de gravedad,
expresable por g = —V§, es invariante bajo la recalibracion del potencial gravita-
cional ¢’ = G + C.

De acuerdo con lo anterior, el potencial electrostético (1.13) puede escribirse en
la forma general (vdlida para cargas en el espacio infinito, sin fronteras):

1 /
o(r) = / p(r’) dV' + ¢g, ¢g = constante arbitraria . (1.21)
drey ) |r—1' |

Dado el caracter no univoco del potencial, es posible escoger un potencial cero
de referencia (esta escogencia es enteramente arbitraria; lo que importa fisicamente
es la diferencia de potencial, es decir, el campo E). Esto puede verse en el caso
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particularmente simple de una carga puntual Q. Utilizando la ecuacién (1.17) y
acudiendo a la figura 1.6:

b Q ba = Q 1 b
E . dl = d — -
/a Ameg J, T2 " 4d7eg ( r>

a

_ <_ ; ) — o(a) - 6(b),

L}
=

Figura 1.6. Diagrama para el célculo
del potencial debido a una carga puntual

Si se escoge 1o =1y 1, — 00 se tendra:

o(r) = —2

" Arweor

+ ¢(0) .

Se asume por conveniencia, por simplicidad, y arbitrariamente, que ¢(oco) = 0; asi,
puede escribirse:

o(r) = Ameqr

La escogencia del potencial lejano como ¢(o0) = 0 es siempre posible para
distribuciones localizadas de carga, esto es, distribuciones que en cada direccién del
espacio tienen extension finita. Toda distribucién de esta clase se ‘ve’ desde lugares
suficientemente lejanos como un punto.

Sin embargo, y como se verd en la ecuacién (1.23) para el caso de un alambre
rectilineo infinito y cargado, es cierto que ¢ o Inr, por lo que no es posible escoger
¢(c0) = 0. Pero puede escogerse ¢(a) = 0 en un punto a arbitrario (ni r = 0, ni
r — 00). Es obvio que en este caso la distribucién de carga no estd localizada. En
general, para distribuciones no localizadas no es posible hacer ¢(o0) = 0. Hay que
tener presente, sin embargo, que en la practica experimental, y en el mundo real,
toda distribucion es finita y localizada; mas atin si se toma en cuenta el tamano
finito del universo.




