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6.5. Susceptibilidad eléctrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
6.6. Condiciones de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
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13.5. *Ondas planas en medios anisotrópicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324
13.6. Ondas planas en medios conductores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329
13.7. Corriente en buenos conductores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333
13.8. Re�exión y transmisión en metales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338

13.8.1. Buenos conductores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340
13.9. Guı́as de ondas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
13.10. Guı́as y resonadores rectangulares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344

13.10.1. Modos TE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344
13.10.2. Modos TM.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346
13.10.3. Cavidad resonante rectangular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348

13.11. Guı́as y resonadores cilı́ndricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
13.11.1. Modos TE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
13.11.2. Modos TM .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352
13.11.3. Cavidad resonante cilı́ndrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353

13.12. Cable coaxial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353

14. Radiación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356
14.1. Campos debidos a ρ y J arbitrarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356

14.1.1. Cálculo de B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357
14.1.2. Cálculo de E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358

14.2. Campos debidos a cargas puntuales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
14.2.1. Potenciales de Lienard-Wiechert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359
14.2.2. Campos E y B de cargas puntuales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360

14.3. Carga en movimiento uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
14.4. Carga acelerada a baja velocidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
14.5. Distribución angular de la radiación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369

14.5.1. Carga con velocidad y aceleración colineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370
14.5.2. Carga en movimiento circular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372

14.6. Carga en movimiento relativista . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375
14.7. Espectro de Fourier de la radiación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377
14.8. Reacción de radiación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379
14.9. Teorı́a clásica del electrón. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381

14.9.1. Dispersión en gases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382
14.9.2. Efecto Zeeman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385
14.9.3. Birrefringencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388

15. Campos multipolares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
15.1. Potenciales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
15.2. Campos E y B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395
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Prólogo

Una teoŕıa brillante no es más que un hermoso sueño,
un gran ensayo poético. Si el sueño se realiza,

si el poema se comprueba en los hechos,

entonces se convierte en información.

León Brillouin

Entre las teoŕıas f́ısicas del siglo XIX la electrodinámica maxwelliana es la de más
alta estética. No solo por la amplia variedad de fenómenos que describe desde un
pequeño conjunto de ecuaciones básicas; no solo por su capacidad predictiva que
hizo de la luz un fenómeno electromagnético, sino también porque fue ejemplo
supremo, paradigma, de toda teoŕıa de campos, sin dejar de lado el hecho de que
su formulación matemática no fue distorsionada por el surgimiento de la teoŕıa
especial de la relatividad, pues su estructura fue compatible con los principios de
la teoŕıa de Einstein. La electrodinámica clásica relativista difiere de la formulación
maxwelliana original solo por la iluminada expresión covariante de Minkowski, que
integró los campos eléctrico y magnético en una sola entidad matemática.

La electrodinámica no establece diferencia esencial alguna entre los fenómenos
eléctricos, magnéticos y luminosos. Es de hecho la más poderosa śıntesis que el
pensamiento logró establecer desde la unificación newtoniana de la f́ısica del cielo y
la tierra. Y es solo comparable en su profunda perspectiva a la relatividad general
y a la mecánica cuántica.

Esta ciencia tuvo su origen en la primera gran śıntesis de Gilbert (1600) sobre
los fenómenos magnéticos, que lo condujo a proponer que la Tierra es un gran imán,
y en las mediciones sobre la fuerza entre cargas eléctricas que dieron origen a la ley
de Coulomb (1785). En el año 1820, el descubrimiento de Oersted de la interacción
entre brújulas y corrientes abrió el camino hacia una primera conexión entre electri-
cidad y magnetismo, que se basó en una serie de experimentos de Ampère (1820),
realizados unos meses después del descubrimiento de Oersted, que revelaron una
oculta relación: las corrientes eléctricas, constituidas por cargas en movimiento y
por tanto fuente de acciones eléctricas, eran a la vez fuente de efectos magnéticos.
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A partir de estos experimentos decisivos se hizo posible el diseño de imanes
artificiales —conocidos como electroimanes y solenoides— y se comprendió que toda
forma de magnetismo se debe a corrientes eléctricas, ya sean macroscópicas como
en los solenoides y electroimanes, o microscópicas como en los imanes naturales y
las brújulas.

En 1831, una larga serie de experimentos de Faraday demostró la imposibilidad
de separar los fenómenos eléctricos de los magnéticos. Faraday descubrió que sole-
noides en movimiento con corriente constante, o solenoides en reposo con corriente
variable con el tiempo, generan corrientes sobre circuitos cercanos. Estos hallazgos,
que se conocen como efecto Faraday o inducción electromagnética, dieron nacimien-
to en la mente de Faraday a la idea de campo electromagnético, y plantearon por
primera vez la noción de ĺıneas de fuerza como una forma de representar dicho cam-
po. A partir de las intuiciones de Faraday, Maxwell, en su precisa śıntesis de 1864,
mostró además la unidad de los fenómenos eléctricos, magnéticos y luminosos. Las
ondas electromagnéticas, antes de ser generadas en el laboratorio, fueron predichas
a través de una teoŕıa que aseguraba que —del amplio espectro de oscilaciones elec-
tromagnéticas posibles— lo que llamamos luz es solo una estrecha franja, aquella
que asociamos al arco iris y cuya peculiaridad esencial es que corresponde a ondas
electromagnéticas detectables por el ojo.

De ah́ı surgió la unificación de la óptica y la electrodinámica, fusión de la que
surgió a su vez, con Lorentz y Abraham, entre otros, una teoŕıa eléctrica de la
materia, de acuerdo con la cual la luz interactúa con las cosas porque ellas están
hechas de part́ıculas eléctricamente cargadas. En particular, es un hecho experimen-
tal que el ı́ndice de refracción depende de la frecuencia de la luz refractada, lo que
es responsable de la dispersión en los prismas y del arco iris. Para posibilitar una
explicación consistente fue necesario introducir la idea de una estructura eléctrica
de los átomos, entes con los que se trabajaba ya en la qúımica de la época.

Cuando Faraday y Maxwell pensaban en la acción electromagnética mediante
un campo, lo que en verdad teńıan en mente era la acción a través del éter, medio
material que hab́ıa sido introducido en las teoŕıas ondulatorias de la luz de Huy-
gens, Young y Fresnel. El éter era un medio continuo que ocupaba todo el espacio
incluyendo el interestelar y el interior de los cuerpos transparentes a la luz y a las
ondas de Maxwell.

A través del éter viajan las ondas electromagnéticas que son transversas, lo que
indica que el éter es un sólido, ya que en los gases y en los ĺıquidos no viajan ondas
de este tipo. Resulta, entonces, que en el éter sólido han de viajar, además —según
la teoŕıa de la elasticidad— ondas longitudinales, cuya velocidad es mayor que la de
las ondas transversas. De acuerdo con la teoŕıa de los sólidos, las velocidades de las
ondas longitudinales y transversas son, respectivamente: vl = [E(1−σ)/ρ(1−2σ)]1/2,
vt = [E/2ρ(1 + σ)]1/2, donde E, ρ, σ son el módulo de rigidez, la densidad y el
módulo de Poisson del éter. Aśı pues, la velocidad de la luz es c = vt y posiblemente
la velocidad de la onda longitudinal (indetectable) es infinita, por lo cual σ = 1/2.
De acuerdo con vt = c resulta que E es sumamente grande y ρ muy pequeño, lo que
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contradice nuestras nociones cotidianas sobre un sólido. Las propiedades mecánicas
del éter nunca fueron medidas.

De acuerdo con la teoŕıa del éter, los campos electromagnéticos podŕıan inter-
pretarse como estados de esfuerzos del éter, correspondiendo el campo eléctrico a
esfuerzos de tracción-compresión y el magnético a esfuerzos de cizalladura. Esta
versión sugiere que el campo electromagnético no seŕıa más que un campo elástico.

Sin embargo, los experimentos ópticos de finales del siglo XIX hicieron insoste-
nible la teoŕıa del éter elástico, hasta que fue abandonada en la teoŕıa especial de
la relatividad de Einstein en 1905. Véase Sepúlveda (2016), caṕıtulo 8.

Ahora bien, en cada experimento, la teoŕıa de Maxwell mostró su eficacia des-
criptiva hasta la época de los experimentos de Hertz, quien habiendo generado
ondas de radio, y probado por tanto una de las conclusiones de Maxwell, descubrió
un nuevo efecto —el fotoeléctrico— que se resistió a cualquier descripción maxwe-
lliana; este fenómeno comenzó a mostrar los ĺımites de la electrodinámica clásica.
El primer indicio de la debilidad de la electrodinámica maxwelliana surgió casi en
el momento (Hertz, 1887) en que se probaba su eficacia.

En 1900, con el trabajo de Planck, y en 1905, con el de Einstein, la teoŕıa de la
luz se encontró con una nueva opción, pues también puede describirse en términos
de un paquete de part́ıculas. Esta nueva idea —la del fotón— abrió un camino en
el que este encontró su lugar como part́ıcula dotada de frecuencia.

La electrodinámica clásica es ejemplo hermoso de una teoŕıa de campos sin ac-
ción a distancia, pues según ella las acciones electromagnéticas se propagan con velo-
cidad finita: la de la luz en el vaćıo. En la relatividad especial resultaŕıa ser esta la
máxima velocidad posible.

El presente texto, que en buena medida es un ejercicio de f́ısica matemática, no
pretende explorar las bases experimentales de la electrodinámica. Hace énfasis, con
toda intención, en sus aspectos matemáticos, por lo que largamente se detiene en
la teoŕıa de funciones de Green concebida como una herramienta poderosa en esta
teoŕıa lineal.

No pretende, por tanto, ser un texto autocontenido y debeŕıa ser precedido por
un buen curso básico sobre los fenómenos electromagnéticos, pues el esṕıritu que lo
anima es f́ısico-matemático.

Es necesario decir que no se pretende en forma alguna suplantar o completar
los textos hermosos que en la literatura cient́ıfica abundan sobre el tema. Baste
con aceptar que la inspiración fundamental y el tono de la presentación quieren
ser los que surgen de una lectura cuidadosa y comprensiva del inagotable libro de
J. D. Jackson Classical Electrodynamics. Si el orden, los temas, los desarrollos y el
esṕıritu que animan este texto llegan a parecérsele no será una coincidencia.

Los problemas propuestos, a diferencia de muchos textos clásicos, están inter-
calados con el hilo central de la exposición. Esto indica que cada problema puede
ser resuelto con los conceptos desarrollados hasta ese momento.
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Para esta edición

El cambio de fondo que marca la intención de esta edición es el paso del sistema
de unidades cgs al MKSA. Los gráficos fueron, casi en su totalidad, resideñados y
dibujados en LaTeX por el autor. Un trabajo de detalle se hizo corrigiendo erratas
de la primera edición. En su estructura general el texto fue poco intervenido, aunque
se hizo una mejor distribución de las ecuaciones y los gráficos. Se reescribieron y
ampliaron algunas secciones.

Los armónicos esféricos vectoriales fueron enviados al apéndice y se incluyeron
nuevas secciones: condensadores y capacitancia, inducción mutua y autoinducción,
ondas en medios anisotrópicos, reacción de radiación, teoŕıa clásica del electrón
(dispersión en gases, efecto Zeeman, birrefringencia), antimateria, transformaciones
de Lorentz superluminales, taquiones y electrodinámica no lineal de Born-Infeld.

∗ Las secciones con asterisco pueden omitirse en una primera lectura sin perder
la continuidad.

Un cuadro que contiene fechas básicas en la historia del electromagnetismo
puede encontrarse en:

http://history.hyperjeff.net/electromagnetism.html

Alonso Sepúlveda Soto
Medelĺın, noviembre de 2019
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Electrostática

El concepto inicial y fundamental de la electrostática es el de carga eléctrica. De-
sempeña en el electromagnetismo un papel análogo al que el concepto de masa
gravitacional desempeña en la teoŕıa de Newton de la gravitación universal.

La carga eléctrica aparece por primera vez en la ley de Coulomb. Tanto en la
electrostática, como en la gravitación, la ley básica que rige la interacción es de la
forma 1/r2, y en ambos casos las teoŕıas correspondientes conducen con facilidad
a la idea de campo como fuerza por unidad de carga o por unidad de masa. Tam-
bién en ambos casos es posible definir el potencial eléctrico o gravitacional, cuyo
comportamiento matemático se expresa con una ecuación de Poisson. La forma del
potencial en ambas teoŕıas conduce a una ley de conservación de la enerǵıa.

Lo anterior sugiere que la electrostática y la gravitación tienen una estructura
matemática semejante, aunque carga y masa tengan un contexto f́ısico bastante
diferente. La magnetostática y los campos variables disolverán las semejanzas.

Este caṕıtulo pretende construir la base teórica de la electrostática, y mostrar
los métodos más elementales de solución a sus ecuaciones básicas.

1.1. Ley de Coulomb

Los experimentos de Coulomb (1785) permiten concluir que hay dos tipos de car-
ga eléctrica, + y −, y que la fuerza entre dos cuerpos pequeños y fijos, cargados
eléctricamente y separados una distancia grande comparada con sus dimensiones:

• Es proporcional al producto q1q2 de las cargas (cantidad de electricidad).

• Actúa a lo largo de la ĺınea que une las cargas.

• Es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que separa las cargas.
Dentro del error experimental la potencia de r es −2± 10−16.

• Es atractiva si las cargas eléctricas son de signo opuesto, repulsiva si son del
mismo signo.
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Figura 1.1. Propiedades de la fuerza eléctrica. a. Las cargas eléctricas
q1 y q2 experimentan interacción eléctrica; b. La dirección de las ĺıneas del
campo electrostático de una carga puntual va de la posición r1 de la carga
hacia el punto r2

Los experimentos, empezando con los de Millikan (1907), han demostrado que
la carga eléctrica está cuantizada. Las cargas eléctricas del protón y el electrón
son iguales en magnitud y opuestas en signo, siendo el electrón negativo. Se acepta
actualmente que el protón y el neutrón están formados por quarks u y d cuyas cargas
eléctricas son 2/3 y –1/3 de la carga del protón. La estructura del protón es uud y
la del neutrón es udd.

Puede demostrarse que la fuerza total sobre una carga pequeña, debida a una
distribución de cargas, es igual a la suma vectorial de las fuerzas ejercidas por cada
una de las cargas sobre la carga de prueba. Esto significa que las fuerzas eléctricas
satisfacen el principio de superposición.

La ley de Coulomb (véase figura 1.1a) tiene, en un sistema inercial, la forma:

Fq1→q2 = {Fuerza que q1 ejerce sobre q2} = k
q1q2(r2 − r1)

| r2 − r1 |3
.

Es obvia la analoǵıa con la ley de gravitación, excepto por el hecho de que
la masa es siempre positiva y de que la acción gravitacional depende de la masa,
factor que ya aparece en la mecánica. Esto trae como consecuencia que en la teoŕıa
de gravitación hay solo una cantidad nueva, la constante de Cavendish G, que puede
determinarse experimentalmente. En contraste, en la ley de Coulomb aparecen dos
cantidades nuevas, q y k, ninguna de las cuales se refiere a cantidades introducidas
previamente en f́ısica.

La constante de proporcionalidad k puede determinarse al escoger una unidad
de carga. De modo rećıproco, puede también escogerse arbitrariamente la constante
de proporcionalidad, lo que fija la unidad de carga. Esto significa que es posible
definir dos tipos de unidades eléctricas:

1. Unidades electrostáticas (esu). La unidad de carga es aquella que ejerce una
fuerza de 1 dina sobre otra igual colocada a 1 cm de distancia. Esta unidad se
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conoce como statculombio (stc). La constante de proporcionalidad tiene valor
1 en dinas cm2/stc2.

2. Unidades MKSA (sistema internacional). El sistema de unidades aproba-
do internacionalmente es el sistema MKSA y no el MKSC, aunque en la prác-
tica no existe diferencia entre ellos. Aśı pues, la unidad de carga, conoci-
da como culombio (C), se obtiene del amperio (A) mediante la definición
culombio=amperio×s, como se verá en la sección 7.2.1, donde se estudia la
forma de escoger la unidad de corriente eléctrica.

En estas unidades la constante de proporcionalidad se escoge como k =
10−7c2 = 8, 9874 (con unidades de N m2/C2), que habitualmente se escri-
be k = 1/4πε0, donde ε0 tiene un valor de 8,854× 10−12C2/N m2 y se conoce
como permitividad del vaćıo.

El culombio es la cantidad de carga que colocada en el vaćıo a 1 metro de otra
igual la repele con una fuerza de 1/4πε0 newtons.

Puesto que es posible escribir, cambiando de unidades:

8.9874× 109 N m2/C2 = 8.9874× 1018 dina cm2/C2 = 1 dina cm2/stc2

se sigue (con 1 newton=105 dinas) que la relación entre los dos tipos de
unidades de carga es:

1 C = 2.997× 109stc ≈ 3× 109stc.

El apéndice I muestra la forma de hacer conversiones entre los dos sistemas de
unidades. En este texto se utiliza el sistema MKSA.

La fuerza que la carga q1 en r1 ejerce sobre la carga q2 en r2 , ambas en reposo,
se escribe, entonces, en MKSA como:

Fq1→q2 =
q1q2(r2 − r1)

4πε0|r2 − r1 |3
. (1.1)

Análogamente, la fuerza ejercida por q2 sobre q1 es:

Fq2→q1 =
q1q2(r1 − r2)

4πε0|r1 − r2 |3
,

tal que Fq1→q2 + Fq2→q1 = 0, por lo cual, la ley de acción-reacción es válida, al
menos, en el caso electrostático.

Las cargas eléctricas q1 y q2 se consideran cantidades algebraicas escalares
(véase apéndice F) que toman valores reales positivos o negativos.
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1.2. Campo eléctrico

La ley de Coulomb (1.1), que describe la interacción entre cargas, puede también
pensarse como interacción entre q2 y el campo eléctrico generado por q1 en el punto
donde se halla q2 (véase figura 1.2b). Definimos el campo eléctrico E1 debido a q1

como la fuerza por unidad de carga q2 , ejercida por q1 :

E1(r2) =
Fq1→q2
q2

=
q1(r2 − r1)

4πε0|r1 − r2 |3
. (1.2)

Análogamente, el campo eléctrico en r1 debido a la carga q2 tiene la forma:

E2(r1) =
Fq2→q1
q1

=
q2(r1 − r2)

4πε0|r2 − r1 |3
.

·
·

q1

q2

q3

q

r

r

r − r

E ( r )
•

•

•
r 1 r 2

r 3

r

r − r 1

r − r 2

r − r 3

E ( r )

a b

Figura 1.2. Propiedades del campo eléctrico. a. La dirección de las ĺıneas
del campo E de una carga puntual q va de la posición r′ de la carga hacia
el punto r; b. El campo E de una distribución de cargas puntuales es la
combinación lineal de los campos de cada carga

Nótese que el campo eléctrico aśı definido depende solo de la carga que lo genera
—la fuente—, siendo independiente de la carga de prueba.

El campo eléctrico, que por ahora es solo una definición, es una cantidad vecto-
rial que satisface un principio de superposición: el campo debido a una distribución
de cargas es igual a la suma de los campos generados por cada elemento de la dis-
tribución. Esto implica que la electrostática es una teoŕıa lineal.

Al igual que r y F, el campo E es un vector polar (véase apéndice F).
Aśı pues, cambiando a una notación en la que r se refiere a puntos del espacio

donde se evalúan los campos y r′ señala las fuentes puntuales o diferenciales, el
campo eléctrico en el punto r generado por una carga puntual q localizada en el
punto r′ se expresa como (véase figura 1.2a):

E =
q(r− r′)

4πε0|r− r′|3 . (1.3)



Electrostática / 5

Cuando el campo no es generado por cargas puntuales, sino por una distribución
continua de cargas, esta distribución puede ser afectada por la presencia de una
carga de prueba finita q′, como ocurre con los conductores. Bajo estas condiciones, la
fuerza medida sobre q′ no da información exacta sobre el campo original sino sobre el
campo perturbado por la presencia de q′. Con el fin de eliminar el efecto perturbador
de la carga de prueba, se define el campo eléctrico debido a una distribución de
cargas que ejerce sobre q′ una fuerza F, como el ĺımite:

E = ĺım
q′→0

F

q′
.

1.2.1. Distribuciones de carga

• De acuerdo con el principio de superposición, el campo eléctrico debido a una
distribución discreta de cargas formada por n cargas puntuales qi colocadas en
puntos ri (véase figura 1.2b) está dado por:

E(r) =
1

4πε0

n∑
i=1

qi(r− ri)

| r− ri |3
. (1.4)

• Para una distribución continua de cargas (véase figura 1.3a), la sumatoria anterior
se convierte en una integral, por lo cual:

E(r) =
1

4πε0

∫
dq(r′)(r− r′)
| r− r′ |3 . (1.5)

La distribución continua puede ser lineal, superficial o volumétrica, con densi-
dades de carga dadas, respectivamente, por λ(r′), σ(r′), ρ(r′); esto es:

dq(r′) = λ(r′) dl(r′), dq(r′) = σ(r′) dS(r′), dq(r′) = ρ(r′) dV (r′) .

El campo eléctrico debido a una colección de cargas puntuales puede describirse
utilizando la propiedad selectiva de la función delta de Dirac (véase apéndice B),
como el producido por una densidad volumétrica equivalente. Aśı:

q = carga total =

n∑
i=1

qi × 1 =

n∑
i=1

qi

∫
δ(r′ − ri) dV

′

=

∫ n∑
i=1

qiδ(r
′ − ri) dV

′ =
∫
ρ(r′) dV ′.

En consecuencia, la densidad volumétrica de carga en el punto r′ equivalente a
una colección de cargas puntuales localizadas en ri es:

ρ(r′) =
n∑
i=1

qiδ(r
′ − ri) . (1.6)
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Figura 1.3. a. El campo eléctrico E(r) de una distribución volumétrica de
cargas se obtiene por integración, sobre el volumen de la distribución, de los
campos debidos a cada elemento diferencial dq(r); b. Geometŕıa del ángulo
sólido dΩ con vértice O′

Por tanto, el campo eléctrico de esta distribución se expresa como:

E(r) =
1

4πε0

∫
dq(r′)(r− r′)
| r− r′ |3 =

1

4πε0

∫
ρ(r′)(r− r′)
| r− r′ |3 dV ′

=
1

4πε0

n∑
i=1

qi

∫
δ(r′ − ri)(r− r′)
| r− r′ |3 dV ′ =

1

4πε0

n∑
i=1

qi(r− ri)

| r− ri |3
,

que es la expresión (1.4). La densidad volumétrica en cualquier punto r, equivalente
a una sola carga puntual colocada en r′, es:

ρ(r) = q δ(r− r′) . (1.7)

Las distribuciones puntuales, lineales y superficiales son distribuciones singu-
lares, puesto que un punto, una ĺınea, un plano son singularidades del espacio. La
construcción de ρ(r) para la distribución puntual será extendida a distribuciones
lineales y superficiales.

En lo que sigue se asumirá que cualquier distribución de cargas, discreta o
continua, es equivalente a una distribución volumétrica.

Considérense dos ejemplos:
1. Plano xy con carga superficial σ(x, y). Para una porción finita del plano, y

como
∫
δ(z) dz = 1:

q =

∫
σ dx dy =

∫
σ dx dy

∫
δ(z) dz =

∫
σ(x, y)δ(z) dV =

∫
ρ(r) dV. (1.8)

La densidad volumétrica de carga es:

ρ(r) = σ(x, y) δ(z) .
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2. Ĺınea de carga λ(z) perpendicular al plano xy y que pasa por (x0, y0). Para
una porción del alambre, con

∫
δ(x− x0) dx = 1 =

∫
δ(y − y0) dy:

q =

∫
λ dz =

∫
λ dz

∫
δ(x− x0) dx

∫
δ(y − y0) dy =

∫
ρ(r) dV. (1.9)

La distribución volumétrica equivalente es, entonces:

ρ(r) = λ(z) δ(x− x0) δ(y − y0) .

Véanse diversas distribuciones en la sección 4.1.4, numeral 4, y el apéndice B2.

1.3. Ley de Gauss

Una forma de evaluación del campo E, utilizable en los casos en que la distribución
de carga tiene una alta simetŕıa, proviene de la ley de Gauss.

1. Considérese primero el caso simple de una carga puntual q localizada en O′

(figura 1.3b), y una superficie cerrada S cuya forma es arbitraria. El punto O′ puede
ser interior o exterior a S. El campo electrostático en un punto r sobre la superficie
está dado por la ecuación (1.3):

E =
q(r− r′)

4πε0 | r− r′ |3 .

El flujo diferencial a través de dS(r) es:

E · dS(r) =
q(r− r′) · dS(r)

4πε0 | r− r′ |3 ;

integrando sobre una superficie cerrada S que contenga la carga:∮
E · dS =

q

4πε0

∮
(r− r′) · dS
| r− r′ |3 =

q

4πε0

∫
4π
dΩ ,

donde, por definición del ángulo sólido (véase figura 1.3b):

dΩ =
(r− r′) · dS
| r− r′ |3 .

Al realizar la integración en dΩ para la superficie cerrada se obtiene cero si O′ está
fuera de S y 4π si O′ está dentro. Esto es, utilizando la propiedad básica de la
función delta, se sigue que la integral de flujo:∮

E · dS =
q

ε0

∫
V
δ(r− r′) dV
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vale q/ε0 si O′ está dentro de S, y es cero si O′ está fuera. Utilizando el teorema de
Gauss podemos escribir: ∫

∇ ·E dV =
q

ε0

∫
δ(r− r′) dV,

por lo cual, para una carga puntual es cierto que:

∇ ·E =
q

ε0
δ(r− r′).

2. Para n cargas puntuales contenidas dentro de la superficie S:∮
s
E · dS =

n∑
n=1

qi
ε0

∫
δ(r− ri) dV, de donde:

∇ ·E =

n∑
n=1

qi
ε0
δ(r− ri).

El campo E (de acuerdo con el principio de superposición) es la suma de los
campos debidos a cada carga puntual

3. Estos resultados pueden extenderse al caso de una distribución continua de
cargas. La ley integral de Gauss será todav́ıa válida para cada uno de los elementos
diferenciales dq, tal que: ∮

s
E′ · dS =

dq(r′)
ε0

,

donde
∮
s E′ · dS da el flujo del campo a través de S debido a dq. El flujo total,

debido a toda la distribución de carga, es:∮
s
E · dS =

1

ε0

∫
dq ;

la integración sobre la carga encerrada en la superficie conduce a:∮
s
E · dS =

q

ε0
. (1.10)

Conviene enfatizar que q es la carga neta dentro de la superficie cerrada.
En su forma integral, la ley de Gauss (1.10) afirma que el flujo neto de ĺıneas del

campo electrostático a través de una superficie cerrada se debe solo a la presencia de
las cargas encerradas en la superficie. Las cargas localizadas fuera de la superficie,
aunque contribuyen al campo en todos los puntos, no contribuyen al flujo neto.

Si no hay cargas dentro de la superficie S, o si su suma se anula dando una
carga neta cero, las ĺıneas de campo entran y salen en igual número dando flujo
neto cero.

La forma de las ĺıneas del campo electrostático no cambia con el tiempo. Como
se verá en los caṕıtulos sobre campos variables, la forma de estas ĺıneas depende del
tiempo si las fuentes no conservan sus posiciones.
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1.3.1. Ley de Gauss en forma diferencial

Partiendo de la ley integral de Gauss (1.10):∮
S

E · dS =
q

ε0
=

1

ε0

∫
V
ρ(r) dV,

donde se ha tenido en cuenta que toda distribución equivale a una distribución
volumétrica, y utilizando el teorema de la divergencia:∮

S
E · dS =

∫
V
∇ ·E dV,

válido para un volumen arbitrario V delimitado por la superficie S, se obtiene la
ley de Gauss en forma diferencial, una expresión válida para cualquier distribución
estática de cargas:

∇ ·E(r) =
ρ(r)

ε0
. (1.11)

De acuerdo con esta ecuación, las cargas eléctricas son fuentes —o sumideros—
de ĺıneas del campo electrostático.

1.4. Potencial electrostático

Para una distribución continua de carga es válida la ecuación (1.5):

E(r) =
1

4πε0

∫
dq(r′)(r− r′)
| r− r′ |3 ;

teniendo en cuenta la identidad vectorial:

−∇
(

1

| r− r′ |

)
=

r− r′

| r− r′ |3 ,

donde ∇ opera solo sobre r, se sigue:

E(r) = − 1

4πε0

∫
dq(r′)∇

(
1

| r− r′ |

)
= − 1

4πε0
∇
∫

dq(r′)
| r− r′ | .

∇ puede extraerse de la integral porque no participa en la integración. Entonces,

E(r) = −∇φ(r) , (1.12)

donde se ha definido el potencial electrostático o potencial escalar:

φ(r) =
1

4πε0

∫
dq(r′)
| r− r′ | . (1.13)

Para una distribución volumétrica de cargas es cierto que dq(r′) = ρ(r′) dV ′, y
en particular para una carga puntual q localizada en r′, de acuerdo con (1.7):

φ(r) =
1

4πε0

∫
q δ(r− r′)
|r− r′| dV ′ =

q

4πε0|r− r′| . (1.14)
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1.5. Ecuación de Poisson

Tomando el laplaciano en (1.13) y según (B.3) del apéndice B:

∇2φ(r) =
1

4πε0
∇2

∫
dq(r′)
| r− r′ | =

1

4πε0

∫
dq(r′)∇2

(
1

| r− r′ |

)
= − 1

ε0

∫
dq(r′) δ(r− r′).

Puesto que toda distribución de carga eléctrica es equivalente a una distribución
volumétrica, se sigue:

∇2φ(r) = − 1

ε0

∫
ρ(r′)δ(r− r′) dV ′ = −ρ(r)

ε0
,

resultado que se conoce como ecuación de Poisson:

∇2φ(r) = −ρ(r)

ε0
. (1.15)

La ley de Gauss en la forma diferencial (1.11) puede ahora obtenerse en una
forma más simple. De:

E(r) = −∇φ(r) ,

puede escribirse, tomando la divergencia:

∇ ·E(r) =∇ · (−∇φ(r)) = −∇2φ(r) =
ρ(r)

ε0
.

PROBLEMA: Utilizando la densidad de carga volumétrica equivalente para una
distribución discreta de cargas puntuales demuestre que:

φ(r) =
1

4πε0

n∑
i=1

qi
| r− ri |

. (1.16)

1.6. El campo electrostático es conservativo

El conjunto de puntos del espacio con el mismo valor del potencial conforma una
superficie (o región) equipotencial. El interior de un conductor en equilibrio es una
región de potencial constante. Alrededor de un cuerpo cargado existen superficies
de potencial constante. La relación E = −∇φ afirma que las ĺıneas de campo E son
perpendiculares a las equipotenciales. El signo menos indica que E sigue la dirección
en que el potencial decrece.

Las ĺıneas de campo E satisfacen la condición E× dr = 0. Esta expresión provee
la forma de las ĺıneas de campo si se conoce E.
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Con el fin de dar un sentido f́ısico al potencial φ(r), debe calcularse el trabajo
realizado sobre una carga puntual q por una fuerza externa, Fext, para llevarla
suavemente desde a hasta b en presencia de un campo eléctrico (véase figura 1.4a):

Wa→b =

∫ b

a
Fext. · dl = −q

∫ b

a
E · dl

= q

∫ b

a
∇φ · dl = q

∫ b

a
dφ = q [φ(b)− φ(a)] .

a

b

dl

E
a

b

c

d

•

•

a b

F ext

Figura 1.4. Campos conservativos. a. Una carga q es llevada de a a b
por una fuerza externa, en un campo E. El trabajo realizado entre los dos
puntos no depende del camino; b. Como consecuencia, el trabajo realizado
en una trayectoria cerrada es nulo. Las ĺıneas punteadas son equipotenciales,
perpendiculares a E

En consecuencia, el trabajo realizado no depende de la trayectoria espećıfica
entre a y b sino de los puntos inicial y final. Esto es exactamente lo que significa
campo conservativo; es cierto, entonces, que:

Wa→b
q

= φ(b)− φ(a) = −
∫ b

a
E · dl . (1.17)

Las curvas punteadas en la figura 1.4 son equipotenciales φ constante. Se sigue
(véase figura 1.4b) que el trabajo realizado por una fuerza electrostática para mo-
ver una carga a lo largo de una trayectoria cerrada es nulo. En efecto, para una
trayectoria cerrada:

W

q
= −

∮
E · dl = −

∫
acb

E · dl−
∫
bda

E · dl

= [φ(b)− φ(a)] + [φ(a)− φ(b)] = 0.
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Aśı pues, la circulación
∮

E · dl del campo electrostático es nula.

Ahora, tomando el rotacional en (1.12) se tiene:

∇×E(r) = −∇×∇φ(r) ,

pero el último término es idénticamente nulo para una función φ(r) “bien com-
portada”, es decir, univaluada, continua y derivable, lo que significa que el campo
electrostático satisface la ecuación de campo:

∇×E(r) = 0 , (1.18)

La integral de circulación y el rotacional del campo electrostático están conectados
por el teorema de Stokes (véase figura 1.5):∫

s
∇×E · dS =

∮
c
E · dl , (1.19)

resultando que la circulación nula proviene de E = −∇φ, expresión que exige que
el campo de Coulomb sea central (de dirección ±r) y que satisfaga el principio de
superposición, aunque no impone restricción sobre la dependencia con r. En general,
puede demostrarse que un campo central M(r) de la forma:

M(r) = k

∫
f(r′)(r− r′)
| r− r′ |n+1

dV (r′), con n = real,

satisface la ecuación ∇ ×M(r) = 0. Es decir, es conservativo; f(r) es la densidad
volumétrica de la fuente del campo M(r).

PROBLEMAS:
1. Demuestre que el campo M(r) propuesto anteriormente es conservati-
vo, y que ∇ ·M(r) ∝ f(r) solo si n = 2. Evalúe el potencial escalar
correspondiente. Tenga en cuenta que:

r− r′

| r− r′ |n+1
=

{
− 1
n−1

∇
(

1
|r−r′|n−1

)
si n 6= 1

∇ ln | r− r′ | si n = 1

2. Demuestre la conservación de la suma de la enerǵıa cinética y potencial
eléctrica para una part́ıcula con carga q colocada en un campo eléctrico:

1

2
mv2 + qφ = constante .

Contrastando con lo anterior, la ecuación ∇ · E = ρ/ε0 es válida solo si la
dependencia con r es de inverso cuadrado (n = 2).
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c

dS

Figura 1.5. Descomposición de una superficie finita
en elementos diferenciales. La conexión entre las direc-
ciones de c y dS está dada por la regla de la mano
derecha

1.6.1. Recalibración del potencial

El trabajo realizado por el campo eléctrico para mover una carga entre dos puntos
depende solo de la diferencia de potencial entre ellos; existe por tanto una inde-
terminación en el valor numérico del potencial, puesto que puede añad́ırsele una
constante arbitraria C sin afectar las cantidades f́ısicas medibles (como el trabajo
y el campo E). Aśı, definiendo un nuevo potencial φ′ como:

φ′ = φ+ C , (1.20)

se sigue, reemplazando en la expresión para el trabajo:

W ′a→b = φ′(b)− φ′(a) = φ(b)− φ(a) = Wa→b , y también:

E′ = −∇φ′ = −∇(φ+ C) = −∇φ = E .

El campo electrostático es invariante bajo la recalibración φ′ = φ+C, también
conocida como transformación gauge. Análogamente, la aceleración g de gravedad,
expresable por g = −∇G, es invariante bajo la recalibración del potencial gravita-
cional G′ = G + C.

De acuerdo con lo anterior, el potencial electrostático (1.13) puede escribirse en
la forma general (válida para cargas en el espacio infinito, sin fronteras):

φ(r) =
1

4πε0

∫
ρ(r′)
| r− r′ | dV

′ + φ0, φ0 = constante arbitraria . (1.21)

Dado el carácter no uńıvoco del potencial, es posible escoger un potencial cero
de referencia (esta escogencia es enteramente arbitraria; lo que importa f́ısicamente
es la diferencia de potencial, es decir, el campo E). Esto puede verse en el caso
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particularmente simple de una carga puntual Q. Utilizando la ecuación (1.17) y
acudiendo a la figura 1.6:∫ b

a
E · dl =

Q

4πε0

∫ b

a

r̂ · r̂
r2

dr =
Q

4πε0

(
−1

r

)b
a

=
Q

4πε0

(
− 1

rb
+

1

ra

)
= φ(a)− φ(b) ,

que puede expresarse en la forma:

φ(a) =
Q

4πε0

(
1

ra
− 1

rb

)
+ φ(b) .

•Q

rE

a

b

Figura 1.6. Diagrama para el cálculo
del potencial debido a una carga puntual

Si se escoge ra = r y rb →∞ se tendrá:

φ(r) =
Q

4πε0r
+ φ(∞) .

Se asume por conveniencia, por simplicidad, y arbitrariamente, que φ(∞) = 0; aśı,
puede escribirse:

φ(r) =
Q

4πε0r
.

La escogencia del potencial lejano como φ(∞) = 0 es siempre posible para
distribuciones localizadas de carga, esto es, distribuciones que en cada dirección del
espacio tienen extensión finita. Toda distribución de esta clase se ‘ve’ desde lugares
suficientemente lejanos como un punto.

Sin embargo, y como se verá en la ecuación (1.23) para el caso de un alambre
rectiĺıneo infinito y cargado, es cierto que φ ∝ ln r, por lo que no es posible escoger
φ(∞) = 0. Pero puede escogerse φ(a) = 0 en un punto a arbitrario (ni r = 0, ni
r → ∞). Es obvio que en este caso la distribución de carga no está localizada. En
general, para distribuciones no localizadas no es posible hacer φ(∞) = 0. Hay que
tener presente, sin embargo, que en la práctica experimental, y en el mundo real,
toda distribución es finita y localizada; más aún si se toma en cuenta el tamaño
finito del universo.


