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Presentacion

Este libro proporciona un amplio surtido de cursos introductorios auto-contenidos de
topologia algebraica para el estudiante medio. Ha sido escrito con espiritu geométrico y
estd profusamente ilustrado (después de todo, la topologia es una rama de la geometria).
Se ha evitado en lo posible la abstraccién y, en general, se ha seguido un enfoque bas-
tante pedreste en el momento de introducir conceptos nuevos. En general, los
prerrequisitos necesarios se reducen al minimo y no se supone ningun conocimiento
especial de topologia general, con lo que el libro es especialmente adecuado para un
primer curso de topologia con especial énfasis en la topologia algebraica. Utilizando
este libro, el profesor dispondra de mucha libertad para configurar un curso de primer
ciclo («undergraduate») o de inicio al segundo ciclo.

A lo largo del libro hay numerosos ejercicios de diferente grado de dificultad para
ayudar al lector y al mismo tiempo comprobar su nivel de asimilacién. Desde luego, es
aconsejable resolver el mayor niimero posible de ejercicios; sin embargo, no es nece-
sario hacerlos todos, ya que raramente en ningun momento se supone que el lector haya
resuelto los ejercicios; normalmente, cuando se necesita la solucién de un ejercicio, ésta
esta incluida en el texto.

El contenido de este libro abarca algunos temas de topologia y de topologia alge-
braica seleccionados por su «capacidad para ser asimilados»; son, posiblemente, las
partes mds elegantes de la materia. En el ultimo capitulo se dan algunas recomenda-
ciones para el que desee seguir estudiando topologia algebraica.

Aproximadamente una cuarta parte del libro esta destinada a la topologia general y
tres cuartas partes a la topologia algebraica. La topologia general que presentamos estd
exenta de las patologias usuales. Se cubre suficiente material para que el lector pueda
pasar rapidamente a la parte «importante» de la topologia. En los capitulos dedicados a
la topologia algebraica se hace especial hincapié en el grupo fundamental de un espa-
cio. Los estudiantes suelen asimilar con facilidad el concepto de grupo fundamental, que
proporciona una buena introduccién a la esencia de la topologia algebraica. Se estu-
dian con detalle la teoria de espacios recubridores y el teorema de Seifert-Van Kampen,
que son usados para calcular grupos fundamentales. El libro incluye también otros
temas como variedades y superficies, el teorema de la curva de Jordan (como un apén-
dice del Capitulo 12), teoria de nudos y un capitulo introductorio a la homologia
singular.

Puesto que este libro trata de topologia y no de historia de la topologia, no hemos
incluido sistemdticamente nombres y fechas.

Ellibro no debe ser estudiado necesariamente de forma lineal. El diagrama siguien-
te muestra aproximadamente la interdependencia de los diversos capitulos. Por ejem-
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VI Presentacion

plo, para poder comprender el Capitulo 18, el lector deberd haber estudiado previamente
los Capitulos 0-9, 12-16 y 17.

10 > 26

11 29
0-9>12~>13~>14~>15>23 > 24 > 25 >27 > 28 > 28A

12A 16 20
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17 >18 > 19 » 21 - 22
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Nota del traductor

Dos consideraciones sobre la edicion en lengua castellana de este libro: una sobre el con-
tenido, otra sobre el lenguaje.

Ampliando los comentarios que hace el autor sobre la adaptabilidad del libro a los
curricula anglosajones, unicamente anadir que este texto encaja perfectamente con los
conocimientos de topologia general y de topologia algebraica que debe poseer un estu-
diante espanol al finalizar el primer ciclo de la licenciatura de Matematicas. El profesor
debera excluir, posiblemente, algunos capitulos seguin sus preferencias; como alterna-
tivas cabe sugerir los siguientes grupos: 12A, 17-22, 27-28A, 29.

El lenguaje merece un breve comentario. El traductor ha procurado en lo posible ser
fiel a la expresividad del vocabulario utilizado por el autor. La topologia es una de las dis-
ciplinas mas ricas en expresiones folkloricas, motivadas por la imaginacion y por la inter-
pretacion geomeétrica, expresiones que, a veces, pueden parecer extrafas en un texto, pero
que forman parte del 1éxico de los topologos. Y, en consecuencia, no hay que prescindir de
ellas.
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Capitulo 0

Conjuntos y grupos

En este capitulo damos algunas definiciones y resultados basicos de teoria de conjuntos y
de teoria de grupos que usaremos mas adelante. Este capitulo servira de referencia cuando
sea necesario.

Para conjuntos X, Y la notacion Y C X significa que Y es un subconjunto de X e
Y C X significa que Y es un subconjunto de X distinto de X. Si Y T X denotamos por
X — Y el conjunto de elementos de X que no pertenecen a Y. Al conjunto vacio lo denota-
remos por §.

El producto cartesiano o directo de dos conjuntos X e Y es el conjunto de pares orde-
nados de la forma (x, y), donde x € X ey € Y, es decir

XXY={(x,y);xEX,yEY}.

El producto cartesiano de una coleccion finita {X;; i=1, 2, ..., n} de conjuntos puede defi-
nirse de manera analoga:

Xl X X2 X .. X an {(Xl,X2,...,X.n);X'€X1, 1 Slgn} E
Una funcién o aplicacion f: X — Y entre dos conjuntos es una correspondencia que
asocia a cada elemento x de X un unico elemento f(x) de Y. La funcion identidad de un

conjunto X es la funcion 1: X — X tal que 1(x) = x para todo x € X. La imagen de la
funcion f: X — Y esta definida por

Im(f)=f(X)= { yE€Y,;y=f(x) para algin x€X} .
Obsérvese que si W, W’ son dos subconjuntos de X,

FWUW') = £(W) U f(W"),
f(W N W') C F(W) N (W),
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Mas generalmente, si {W; j € J} es una coleccion de subconjuntos de X, donde J es uncon-
Junto de indices, entonces

FUW) = U £(W)),

el U el
£(NW;) C O F(W)).
jel i€l

A menudo, si no hay peligro de confusion, escribiremos simplemente fen lugarde £ X — Y.
Toda funcion f: X — Y define una funcion de X en f{ X) que denotaremos también por f. Si A
es un subconjunto de X, la restriccion de f a A sera denotada por f | A; es la funcion
fl|A: A — Y definida por (f | A)(a) = fla) para a € A.

Si Z es un subconjuntode Yy f: X — Y es una funcion, la imagen inversa de Z por f es

fH(Z)= { xEXT(XNEZ}.
Obsérvese que

(U Z)=Uf(Z)

jel =)
f7(NZ)=n f"‘(Zj),
jel i€l

f710Y-2) = X-f7(2)),

para cualquier coleccion {Z;j & J} de subconjuntos Z; de Y.

Una aplicacion f: X — Y es inyectiva si x, # X,, X,, X, € X, implica f(x,) # f(x,). Una
aplicacion f: X — Y esexhaustiva sif(X) =Y. Una aplicacion f: X — Y se llama biyectiva
si es a la vez inyectiva y exhaustiva; en este caso existe una aplicacion inversa f-': Y — X
definida por

x=f7(y) &y =f(x).

Sif: X — Yyg Y — Zson aplicaciones, la aplicacion compuesta gf: X — Z esta
definida por

gf (x) = g(f(x)), x € X.

Sif: X — Y esuna aplicacion biyectiva, ff-1: Y — Yy f~'f: X — X son ambas las aplica-
ciones identidad. Reciprocamente, si gf: X — X y fg: Y — Y son ambas las aplicaciones
identidad, entonces f'y g son aplicaciones biyectivas, cada una de ellas la inversa de la otra.
La condicion de que gf: X — X sea la aplicacion identidad, implica que fes inyectivay ges
exhaustiva.

Una relacién en un conjunto X es un subconjunto ~ de X X X. Escribiremos usual-
mente x ~ y si (x,y) € ~. Unarelacion ~ en X es una relacion de equivalencia si cumple
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las tres condiciones siguientes:

(i) reflexiva: x ~ x para todo x € X.
(ii) simétrica: Si x ~ y entonces y ~ X.
(iii) transitiva: Si x ~ y e y ~ z entonces X ~ Z.

La clase de equivalencia de x es el conjunto.
xI={yeX;x~y}.

Si ~ es una relacion de equivalencia en X, entonces cada elemento de X pertenece
exactamente a una clase de equivalencia.

Una operacion binaria en un conjunto X es una aplicacion f: X X X — X, Pondremos
xy en lugar de f{x,y) (notacién multiplicativa), o en algunas ocasiones x + y (notacion
aditiva).

Un grupo es un conjunto G junto con una operacion binaria que satisface las tres con-
diciones siguientes:

(1) Existe un elemento 1 € G, el elemento identidad de G, tal que gl = 1g= g para
todo g € G.

(2) Para cada g € G existe un elemento g=' € G, el inverso de g, tal que gg™!' =
=glg=1.
(3) Para todo g,,g,,8, € G se cumple (g,8,)8, = £,(8,8;) (asociatividad)

Cuando se usa notacion aditiva el elemento identidad se denota por O y el inverso de
g por —g. El grupo trivial es un grupo que solo contiene el elemento identidad {1} o {0}.

Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si H es un grupo con la ope-
racion binaria de G. Si H es un subgrupode G y g € G, laclase lateral por la izquierda de
H por g es el subconjunto

gH= {gh;heH}

De manera analoga se define la clase lateral por la derecha. Dos clases laterales por la
izquierda gH, g'I{ de un subgrupo H son disjuntas o coinciden.

El producto directo G X H de dos grupos G y H es el conjunto G X H dotado de la
operacion binaria definida por (g,h) (g',h’) = (gg',hh’). En el caso aditivo hablaremos de
suma directa y escribiremos G ® H.

Un homomorfismo f: G — H de un grupo G en un grupo H es una aplicacion tal que

f(gg) = f(g)f(g)

para todo g,g’ € G. Si el homomorfismo f: G — H es biyectivo, diremos que G y H son
grupos isomorfos y que f es unisomorfismo; escribiremos G = H o f: G = H. El niicleo de
un homomorfismo f: G — H es el conjunto

kerf={ g€G;f(g)=1y}
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donde I, es la identidad de H. El nicleo de un isomorfismo consta unicamente del elemen-
to identidad de G.

Un subgrupo K de un grupo G es normal si gkg™' € K paratodog € G, k€ K. Elnu-
cleo de un homomorfismo f: G — H es un subgrupo normal de G. Un homomorfismo f:
G — H es inyectivo si y solo si ker f= {1}.

Si K es un subgrupo normal de G, la clase lateral por la izquierda gK coincide con la
clase lateral por la derecha Kg y el conjunto G/K de todas las clases laterales por la iz-
quierda de K es un grupo con la operacion

(eK) (g'K) = (gg)K.

El grupo G/K se llama el grupo cociente de G por K.

El primer teorema de isomorfismo establece que si £ G — H es un homomorfismo
exhaustivo de un grupo G en un grupo H con el ntcleo K, entonces H es isomorfo al grupo
cociente G/K.

Si g € G, el subgrupo generado por g es el subconjunto de G formado por todas las
potencias enteras de g

(@) = {gne€’l}

-n

i A

donde g =gg .- Esin=0y g =g g ...g7'si n < 0. Con notacion aditiva

(g) = {ng;neZ}

_n . - S
donde ng=g+g+...tgsin> 0y ng= -g+(-g)+...+(-g) sin < 0. Si G = (g) para algun g,
decimos que G es ungrupo ciclico con generador g. En general, unconjunto de generadores
de un grupo G es un subconjunto S de G tal que cada elemento de G es un producto de
potencias de elementos de S. Si S es un conjunto finito decimos que G es finitamente
generado.

Un grupo G se dice que es abeliano 0 conmutativo sigg = g'gparatodo g,g € G. Por
ejemplo, el conjunto Z de los nimeros enteros es un grupo abeliano con la operacion suma
(notacion aditiva); mas aun, es un grupo ciclico generado por +1 6 —1.

Un grupo abeliano libre de rango n es un grupo isomorfoa Z®Z & ... ® Z (la suma
directa de n veces Z).

El teorema de descomposicion para grupos abelianos finitamente generados
establece: Si G es un grupo abeliano finitamente generado, G es isomorfo a

Ho®oH,®..oH,

donde H, es un grupo abeliano libre y los H;,i=1,2,...,m, son grupos ciclicos de orden una
potencia de un numero primo. El rango de H, y los ordenes de los subgrupos ciclicos H,,
H,,...,.H,, estan univocamente determinados.

Un conmutador en un grupo G es un elemento de la forma ghg='h~'. El subgrupo
conmutador de G es el subconjunto de G formado por todos los productos finitos de con-
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mutadores de G (es un subgrupo). El subgrupo conmutador K es un subgrupo normal de G
y es de hecho el menor subgrupo de G para el cual G/K es abeliano.

Usaremos R,C,Z,N,Q para denotar los conjuntos de los niimeros reales, complejos,
enteros, naturales (o enteros positivos) y racionales, respectivamente. A menudo nos
referiremos a (R como la recta real y a C como el plano complejo. El conjunto [R" es el
producto cartesiano de n copias de [R. Usaremos la notacién siguiente para ciertos sub-
conjuntos de [R (llamados intervalos):

"

(a,b) {x€ R;a<x<b},
(a,b] = { x€ R;a<x<b},
[ab) = { x€ R;a<x<b},
(ab] = {xeR;a<x<bl}.

El significado de los subconjuntos (— < ,b), (—=,b], [a,~) y (a,*) es claro. Notese que
(00,00 ) = R.

Obsérvese que usamos la misma notacion (a,b) para un par de elementos, en R? por
ejemplo, y para un intervalo de R. En cada caso concreto su significado quedara claro segun
el contexto.






Capitulo 1

Material basico:
espacios metricos

En topologia se estudian conjuntos con alguna «estructura» adicional que nos permita dar
sentido a la pregunta (Es f: X — Y continua o no?, donde f: X — Y es una aplicacion entre
dos de estos conjuntos. En este capitulo pondremos al descubierto esta «estructura» fijan-
donos en los espacios euclideos y meétricos.

Recordemos que una aplicacion f: R — R se dice que es continua en x si para todo
g, > 0 existe un 8, > O tal que |f(y)—f(x)] < ¢ siempre que ly — x| <
<¥&,. Se dice, entonces, que la aplicacion es continua silo es en todos los puntos x € R.
Podemos extender esta definicion de continuidad a aplicaciones f: R® — R™ simplemente
reemplazando el signo «valor absoluto» por la «distancia euclidea». Mas generalmente, si
tenemos conjuntos con «funciones distancia», podemos definir la continuidad usando
estas funciones distancia. Una «funcion distancia» —Illamada con propiedad una métri-
ca— debe satisfacer algunas (obvias) condiciones, lo que nos lleva a una definicion.

1.1 Definicion

Sea A un conjunto. Una funcién d: A X A — R se llama una métrica en A si satisface

(i) d(a,b) = 0 si y solo si a = b,
(ii) d(a,b) + d(a,c) = d(b,c) para todo a,b,c € A.

Un conjunto A con una métrica determinada se llama un espacio métrico y se denota por
(A,d) o simplemente M.

La segunda propiedad se conoce con el nombre de desigualdad triangular.

1.2 Ejercicio

Demostrar que si d es una métrica en A, entonces d(a,b) = 0 y d(a,b) = d(b,a) para todo
a,b € A.
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Sitomamos A = R y d(x,y) = IX - y| no es dificil ver que d es una métrica. Mas
generalmente, tomemos A = R" y definamos d por

n

) = ( & (xiyi)z) % < eyl

1=

donde x = (X,X,,...X,) € ¥ = (¥,,¥1,...Ys). De nuevo, no es dificil demostrar que d es una
métrica en R". Esta métrica se denomina la métrica euclidea o usual.
Otros dos ejemplos de métricas en A = R" vienen dados por

=

iyl dlxy)= max  Ixyl
i 1<i<n

d(x,y) =

i 4

Dejamos como ejercicio para el lector la comprobacion de que estas dos funciones definen
efectivamente una meétrica.

Finalmente, podemos definir siempre una métrica en un conjunto arbitrario mediante
d(x,y)=0six=yyd(x,y) = 1 si x# y; la métrica resultante se llama la métrica discreta
en A.

1.3 Ejercicios

(a) Demostrar que cada una de las funciones siguientes define una métrica en R™

0 si x=y,

d(x,y)=( (xryi)z) A= xeyll s d(xy) =

1

[N g )=1

1 si x#y:

n
dxy)=  Z Ixyils dxy)= max  |x;yl.
= 1<i<n

(b) Demostrar que d(x,y) = (x — y)* no define una métrica en R.
(c) Demostrar que d(x,y) = min  |x; - y;| no define una métrica en R"

1<i<n

(d) Sean d una métrica y r un numero real positivo. Demostrar que d, definida
mediante d(x,y) = rd(x,y) es también una meétrica.
(e) Sea d una métrica. Demostrar que d' definida por

d(x.y)

d'(xy) = ———
(x.y) 1 +d(x,y)
es también una métrica.
(f) EnR:? definimos d(x,y) = menor entero mayor o igual que la distancia usual entre x
e y. (Es d una métrica en R??



Material basico: espacios métricos 9

La continuidad entre espacios métricos es ahora, tal como ya hemos indicado, facil de
definir.,

1.4 Definicion

Sean(A,d,), (B,dg) espacios métricos. Una aplicacion f: A — B se dice continuaenx € A
si y solo si para todo €, > O existe und, > 0 tal que dy(f(x),f(y)) < e, siempre que
da(x,y) < §,. La aplicacion se dice continua si lo es en todos los puntos x € A.

1.5 Ejercicios

(a) Sea A un espacio métrico con métricad. Seay € A. Demostrar que la aplicacion
f. A — R definida por f(x) = d(x,y) es continua (R esta dotado de la métrica
usual).

(b) Sea M el espacio métrico (R,d), donde d es la métrica usual. Sea M, el espacio
métrico (R,d,), donde d, es la métrica discreta, es decir

Osix=y,
do(X,}’) =
| Isix#y.

Demostrar que cualquier aplicacion f M, — M es continua. Demostrar que no
existe ninguna aplicaciéon continua inyectiva de M a M,.

Ocurre a menudo que cambiando la métrica en A o en B no cambia el conjunto de las
aplicaciones continuas de A en B. Como ejemplos véanse los ejercicios siguientes.

1.6 Ejercicios

(a) Sean A,B espacios métricos con métricas d y d respectivamente, Sea d, la mé-
trica en A definida en el Ejercicio 1.3(d) (es decir d(x,y) = rd(x,y)). Sea funa apli-
cacion de A en B. Probar que f es continua respecto a la métrica d de A siy solo si
lo es respecto a la métrica d, de A.

(b) Como en (a) pero reemplazando d, por la métrica d' del Ejercicio 1.3(e).

Asi pues, la distancia no es el criterio ideal para determinar si una aplicacion es
continua o no. Lo que interesa verdaderamente es el concepto de «conjunto abierto».

1.7 Definicion

Un subconjunto U de un espacio métrico (A,d) se dice que es abierto siparatodox € U
existe une, > O tal que si y € Ay d(y,x) <e, entonces y € U.
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En otras palabras, U es abierto si para todo x € U existe un e, > 0 tal que B6 (x)=
= {y € Ajdy,x) <¢,) C U

Un ejemplo de un conjunto abierto en R es (0,1) = {x € R; 0 < x < 1}. En R? los
siguientes conjuntos son abiertos:

{(xy)ER?; x> +y? <1}, {(xy)€ER*;x2 +y2> 11},
{(xy)ER?*;0<x<1,0<y<1}.

1.8 Ejercicios

(a) Demostrar que B¢(x) es siempre un conjunto abierto, para todo x y todo € > 0.
(b) (Cuales de los siguientes subconjuntos de R? (con la métrica usual) son abiertos?

{(y)x*+y? <1} U {10}, {(xy):x?+y? <1},
{(xy)IxI<1}, {(xy):x+y<0},
{(xy)ix+y>01}, {(xy);xty=0}.

(c) Demostrar que si.#es la familia de todos los conjuntos abiertos de un espacio
métrico, entonces

(i) El conjunto vacio @ y el conjunto total pertenecen a.#,
(ii) La interseccion de dos miembros de.# pertenece a.#,
(iii) La union de una coleccion arbitraria de miembros de .% pertenece a.%.

(d) Dar un ejemplo de una coleccion infinita de conjuntos abiertos de R (con la métrica
usual) cuya interseccion no sea un conjunto abierto.

Usando el concepto de conjunto abierto, obtenemos el siguiente resultado crucial.

1.9 Teorema

Una aplicacion f: M; — M, entre dos espacios métricos es continua si y solo si para todo
conjunto abierto U de M, el conjunto f~!(U) es abierto en M,.

Este resultado nos dice que f es continua si y solo si las imagenes inversas de conjuntos
abiertos son abiertos. No afirma que las imagenes de conjuntos abiertos sean abiertos.

Demostracion. Designemos por d, y d, las métricas de M, y M, respectivamente. Supon-
gamos que fes continua y que U es un subconjunto abierto de M,. Sea x € f~! (U); entonces
f(x) € U. Puesto que U es abierto existe un € > 0 tal que B¢(f{(x)) C U. La continuidad de f
asegura entonces la existencia de un § > 0 tal que

di(xy) <8 = dy(f(x). f(y)) <e
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o, en otras palabras,{(Bg(x))C B.(f(x)) C U, lo que significa que Bg(x) C f-' (U). Puesto
que es cierto para todo x€ £ (U), se deduce que f~! (U) es un subconjunto abierto de M,.

Reciprocamente, sea x € M,; entonces, para todo € > 0 el conjunto B¢ (f(x)) es un
subconjunto abierto de M,, por lo que f! (B(f(x))) es un subconjunto abierto de M,. Pero,
puesto que x € f~!(Be(f(x))), esto significa que existe algin § > 0 con Bg(x) C f!
(Be(fix))); es decir, {Bg(x)) C B(f{x)). En otras palabras, existe un § > 0 tal que
d,(f(x),f(y)) < e siempre que d,(x,y) < §; f es, pues, continua.

Este teorema nos dice, en particular, que si dos métricas en un conjunto dan lugar a la
misma familia de conjuntos abiertos, entonces cualquier aplicacion que sea continua
usando una métrica sera automaticamente continua usando la otra. Los Ejercicios 1.6
pueden ser enunciados asi: «Demostrar que las métricas d, d, y d' dan lugar a la misma
familia de conjuntos abiertos».

1.10 Ejercicio

De las métricas d(x,y) = X Ix; — yil, d(x,y) = max |x;, —y,| deR",;cuales danlugar
a la misma familia de conjuntos abiertos que la métrica usual de R"?

De lo anterior se desprende que en el estudio de la continuidad entre espacios métricos
es la familia de conjuntos abiertos de cada métrica lo que importa, y no la métrica en si
misma. Ello nos lleva a la siguiente idea: Dado un conjunto X escojamos una familia.#de
subconjuntos de X y llamémosles «conjuntos abiertos» de X. Obtenemos asi un nuevo
objeto (X, #) formado por un conjunto X junto con una familia.# de subconjuntos de X. La
continuidad entre dos de estos objetos (X,#), (Y.#")puede, entonces, ser definida del
siguiente modo: f: X — Y es continua si f~!(U) € .Zsiempre que U € # . Naturalmente, si
admitiéramos familias arbitrarias no obtendriamos conceptos y resultados matematicos
interesantes. Por tanto, debemos imponer a la familia.# de «conjuntos abiertos» ciertas
condiciones simples, condiciones que cumpla la familia.#de los conjuntos abiertos de un
espacio métrico (Ejercicio 1.8(c)). Estas son:

(i) (por conveniencia) el conjunto vacio @ y el conjunto total pertenecen a.7,
(ii) la interseccion de dos miembros de .# pertenece a #,
(iii) la union de una coleccion arbitraria de miembros de .# pertenece a.#.

La «estructura» asociada a un conjunto X, a la que nos referiamos al principio de este
capitulo, es simplemente una familia.# de subconjuntos de X que satisfaga las tres pro-
piedades anteriores. Este es el punto de partida de la topologia.






Capitulo 2

Espacios topologicos

Un espacio topoldgico no es mas que un conjunto junto con ciertos subconjuntos (que seran
llamados conjuntos abiertos) que satisfacen tres propiedades.

2.1 Definicion

Sea X un conjunto y % una coleccion de subconjuntos de X que cumpla

(i) PEU, XEX,
(ii) la interseccion de dos miembros de % es de %,
(iii) la unién de cualquier nimero de miembros de % es de %.

Una tal coleccion de % de subconjuntos de X se llama una topologia en X. El conjunto
X junto con % se llama un espacio topoldgico y se denota por (X,%), aunque a menudo
escribiremos simplemente T o X. Los miembros U € % se llaman los conjuntos abiertos de
T. Los elementos de X se llaman los puntos de T.

Obsérvese que la condicion (ii) implica que la interseccion de un numero finito de
miembros de % es de % . Si denotamos por #(X)el conjunto de todos los subconjuntos de
X, una topologia en X no es mas que una eleccion de Z C S(X) que satisfaga las
condiciones (1), (ii) y (iii) anteriores. Diferentes elecciones dan lugar a diferentes topologias
en X,

Es importante disponer de muchos ejemplos de espacios topoldgicos. Como primer
ejemplo se deduce inmediatamente del capitulo anterior que todo espacio métrico da lugar a
un espacio topologico. Se dice que el espacio resultante posee la topologia métrica o la
topologia usual. El reciproco no es cierto —esto es, existen espacios topologicos que no se
obtienen a partir de ningin espacio métrico— véase el Ejercicio 2.2(c). Los espacios topo-
logicos que se obtienen a partir de un espacio métrico se llaman metrizables. Obsérvese que
dos espacios métricos pueden dar lugar al mismo espacio topologico.

13
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Considerando los casos extremos de las posibles familias de subconjuntos de un con-
junto X que cumplen las condiciones para que X sea un espacio topoldgico, obtenemos
nuestros dos siguientes ejemplos. El primero es cuando % = {§,X}, que obviamente da una
topologia en cualquier conjunto X, llamada la topologia burda de X. El otro caso extremo
es cuando % es el conjunto ¥ (X)de todos los subconjuntos de X; la topologia que cla-
ramente resulta se llama topologia discreta de X.

2.2 Ejercicios

(a) Demostrar que todo espacio topologico con la topologia discreta es metrizable.
(Indicacion: considerar la métrica discreta.)

(b) Sea X un espacio topologico metrizable. Probar que para todo par a,b de puntos
distintos de X existen conjuntos abiertos U, y U, disjuntos que contienen a y b
respectivamente.

(¢) Usar (b) para demostrar que si X posee como minime dos puntos y esta dotado de
la topologia burda, entonces X no es metrizable.

Un ejemplo interesante de topologia en un conjunto X es la llamada topologia de los
complementos finitos. Aqui 7/ se compone de @, X y de aquellos subconjuntos de X cuyo
complementario es finito. Desde luego si X es finito esta topologia coincide con la topologia
discreta de X. Si X es infinito, debemos comprobar que la familia % cumple las tres con-
diciones para una topologia. La primera condicion es trivialmente cierta. Para la segunda
supongamos que U,,U, € %, con lo que X—U, y X—U, son finitos. Asi pues, (X—U,) U
U (X—U,) es también finito; pero este conjunto coincide con X—(U, N U,), de donde
U, N U, €%. Parala tercera condicion usamos el hecho de que X—(U Uj)) = N(X—-U)).

jel jel

Si X esta formado por dos puntos {a,b}, podemos dotar a X de cuatro diferentes
topologias, a saber:

Uy = {OXY ;U= {0, {a} X};% = {6, {6} X},
Us={0,{a} , {b} X}.

Sabemos ya que %, y U, son topologias y dejamos para el lector la comprobacion de que %,
y %, lo son. Obsérvese que (X,%,) y (X,%;) no son metrizables.
En los ejercicios que siguen se dan otros ejemplos de espacios topologicos.

2.3 Ejercicios

En cada uno de los casos (a), (b) y (c) siguientes demostrar que % es una topologia en X,

(a) X=R, %=1{0} U {R} U{(-=x);x€R}.
(b) X = [N = enteros positivos = numeros naturales, % = {@} U {IN} U {0_;n > 1}
donde O, = {n,n-+1,n+2,..}.
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(¢) X=R, UE % siy solosi U es un subconjunto de R y para cada s € U existe un
t > s tal que [s,t) C U, donde [s,t) = {x € R; s<x<t.

(d) Determinar el nimero de topologias distintas en un conjunto de tres elementos.

(e) Demostrar que ninguna de las siguientes familias de subconjuntos de R son
topologias.

{0} U{R} U{(-»x];xeR}.
{0} U{R} U {(ab)abeR, a<b}.

1

U
U 5

i

Para cualquier subconjunto Y de un espacio topologico X podemos considerar el mayor
conjunto abierto contenido en Y; lo designaremos por Y y se llama el interior de Y. Enotras
palabras

Y=U
je€l

donde {U;; € J} es la familia de todos los conjuntos abiertos contenidos en Y. Obviamente.
x € Y siy solo si existe un conjunto abierto U C Y tal que x € U.
Por ejemplo, sea I" el subconjunto de R" siguiente:

"= { x=(Xg, X2, ) ERMO<x<1,i=12,..n} .

SiR" tiene la topologia usual (es decir, la topologia métrica con la métrica «usual» d(x,y) =
= (2L, (x—¥)*)"?) entonces el interior de I" es

n= {x;0<x<1,i=12,.n}.

o
Para verlo, sea x € I" y pongamos €= min{l — x,x; i=1,2,...,n}.La bola abierta B¢ (x),
de centro x y radio € (esto es, {y € [R"; d(y,x) < €}) esta contenida en I y, por tanto, I es
abierto. Por otra parte, si, para algun i, x, = 1 o x;= 0, cualquier bola B(x) de centro x y
radio r contiene puntos que no son de I, independientemente del valor de r.
Los complementarios de los conjuntos abiertos tienen un nombre especial.

2.4 Definicion

Un subconjunto C de un espacio topologico X se dice que es cerrado siy solosi X — C es
abierto.

El siguiente resultado se deduce facilmente de resultados de teoria de conjuntos sobre el
complementario de una interseccion y el complementario de una union.
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2.5 Teorema

(i) ©, X son cerrados,
(ii) la union de dos conjuntos cerrados es cerrado,
(iii) la interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado.

El concepto de conjunto cerrado puede usarse para definir un espacio topologico.

2.6 Ejercicios

(a) Sea X un conjunto y #” una familia de subconjuntos de X que cumpla
(i) 9, Xe¥,
(ii) la union de dos elementos cualesquiera de ¥” pertenece a ¥,
(iii) la interseccion de una coleccion arbitraria de elementos de ¥ "pertenece a ¥
Demostrar que % = {X—V; V €77} es una topologia en X.

(b) Probar que en un espacio topologico discreto todo subconjunto es abierto y
cerrado a la vez.

(c¢) Demostrar que si un espacio topologico X consta de un numero finito de puntos,
cada uno de los cuales es un subconjunto cerrado, entonces la topologia de X es la
discreta.

(d) Demostrar que en el espacio topologico (R,%), donde % esta definido como en el
Ejercicio 2.3(c), los conjuntos [s,t) son a la vez abiertos y cerrados.

Para cualquier subconjunto Y de un espacio topologico X podemos considerar el
menor conjunto cerrado que contiene a Y, este conjunto se denota por Y y se llama
adherencia de Y. En otras palabras

Y= 0F
i€l
donde {Fj; JEJ} es la familia de todos los subconjuntos cerrados que contienen a Y. Los

puntos que pertenecen a Y pero no a Y se llaman a menudo puntos limite de Y. El
resultado siguiente da una descripcion alternativa de Y.

2.7 Lema
x € Y si y soélo si para todo conjunto abierto U que contenga a x, U N Y # 0.

Demostracién. Seax € Y y supongamos que existe un conjunto abierto U que contenga a
xytalque UN Y =0, Asi pues, X—U es cerradoy Y C X—U; portanto Y C X—U. Pero
x €Y y x € U, que es una contradiccion.

Remprocamente, supongamos que X & Y, esdecirx € X — Y. Pero X — Y es abierto, y
(X —Y) N Y = @, por tanto, (X — Y) N Y = @, que es una contradiccion.
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Si consideramos R con su topologia usual, la adherencia de los conjuntos (a,b), [a,b),
(a,b] y [ab] es [a,b].

2.8 Ejercicios

(a) Sea X larecta real R con su topologia usual. Hallar la adherencia de cada uno de
los subconjuntos de X siguientes

A= {123,.} ,B= {x;xes racional} ,C= { x;x es irracional} .

(b) Sea X el conjunto R con la topologia del Ejercicio 2.3(c). Hallar la adherencia de
cada uno de los subconjuntos de X siguientes

(a,b), [a,b), (a,b], [a,b].

En los ejercicios siguientes se dan mas propiedades de la adherencia de un conjunto.

2.9 Ejercicios

Demostrar cada una de las siguientes afirmaciones.

(a) SiY esun subconjunto de un espacio topologico X con Y C F C X y F es cerrado,
entonces Y C F.

(b) Y es cerrado siysolosi Y=Y.

() Y= L

(d) AUB AUB, ANBCANB.

() X-Y={XY).

() Y=Y U Y, donde Y = Y N (X—Y)(0Y se llama la frontera de Y).

(g) Y es cerrado si y solo si dY C Y.

(h) 0Y = D si y solo si Y es a la vez abierto y cerrado.

(i) 3({xER;a<x<b})=03({xER;a<x<b} )= {ab}.

(j) Probar que Y es la adherencia de algiun conjunto abierto si y solo si Y es la
adherencia de su interior.

Un concepto que sera util mas adelante es el de «entorno» de un punto.

2.10 Definicion

Sea X un espacio topologico. Un subconjunto N C X con x € N se dice que es un entorno
de x si existe un conjunto abierto U tal que x € U C N.

En particular, todo conjunto abierto es un entorno de cada uno de sus puntos. Mas gene-
ralmente, todo conjunto A con interior no vacio es un entorno de cada uno de los puntos del
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interior de A. En el ejercicio siguiente se dan algunas propiedades simples de los entornos.
(Los resultados de este ejercicio pueden ser usados para definir una topologia.)

2.11 Ejercicio

Sea X un espacio topologico. Probar cada una de las afirmaciones siguientes.

(i) Para cada punto x € X existe por lo menos un entorno de x.
(i) Si N es un entorno de x y N C M, M es también un entorno de x.
(iii) Si M y N son entornos de x, también lo es N N M.
(iv) Paracadax € Xy cadaentorno N de x existe un entorno Ude xtalque UC Ny
U es un entorno de cada uno de sus puntos.



Capitulo 3

Aplicaciones continuas

3.1 Definicion

Una aplicacion f: X — Y entre dos espacios topologicos se dice que es continua si la
imagen inversa f~!(U) de todo conjunto abierto U de Y es abierto en X.

Los ejemplos mas triviales de aplicaciones continuas son la aplicacion identidad
1x: X = X y la aplicacién constante X — Y que aplica todo punto de X en un mismo
punto prefijado de Y.

Si consideramos un espacio X con la topologia discreta, toda aplicacionf: X — Yde X
en cualquier espacio topologico Y es continua, puesto que la imagen inversa de cualquier
subconjunto de Y es abierto en X. Por otra parte, si consideramos Y con la topologia
burda, toda aplicacion £ X — Y de cualquier espacio topologico X en Y es también
continua, como es facil observar. De hecho, hay un reciproco de estos dos ejemplos, dado
en el siguiente grupo de éjercicios.

La aplicacion del ejemplo siguiente no es continua. Sea X = (R, %), donde # = |} U
U {R} U {(— «,x); x € R} yseaf X — X dada por f{x) = x?. La aplicacion f no es
continua ya que f~!((—,y?)) = (—y,y) que no pertenece a #. Se deja como ejercicio la
determinacion de las aplicaciones continuas de X en X (Ejercicio 3.2(d)).

3.2 Ejercicios

(a) Sea X un conjunto arbitrario y sean #'y #'dos topologias de X. Probar que la apli-
cacion identidad (X, %) — (X,%) es continua si y solo si #' C .

(b) Sea X un espacio topologico con la propiedad de que, para cualquier espacio topo-
légico Y, toda aplicacion f: X — Y es continua. Demostrar que X tiene la topo-
logia discreta. (Indicacién: tomar como Y el espacio X pero con la topologia
discreta.)
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(c) Sea Y un espacio topologico con la propiedad de que, para cualquier espacio topo-
logico X, toda aplicacion f: X — Y es continua. Demostrar que Y tiene la topo-
logia burda. (Indicacion: tomar X como el espacio Y pero con la topologia burda.)

(d) Sea X el conjunto de los numeros reales con la topologia {#} U (R} U{(—«,x);
x € R}. Probar que una aplicacion f: X — X es continua si y solo si es no decre-
ciente (esto es, si x > x’ entonces f{x) > f(x')) y continua por la derecha en el
sentido clasico (es decir, si para todo x € X y todo € > 0 existe un§ > 0 tal que si
x <X <x+8, f(x) — fix) < e).

Las aplicaciones continuas pueden caracterizarse en términos de los conjuntos
cerrados.

3.3 Teorema

Una aplicacion f: X — Y entre dos espacios topologicos es continua si y solo si, para todo
subconjunto cerrado C de Y, f~!(C) es cerrado.

Demostracion. Supongamos que f es continua. Si C es cerrado, Y—C es abierto y, por
tanto, f~!(Y—C) es abierto. Pero f-}(Y—C) = X — £-!(C) y, por tanto, f-!(C) es cerrado.
Reciprocamente, si U es abierto en Y, Y—U es cerrado y f(Y—U) = X —f!(U) es
cerrado, lo que significa que f~!(U) es abierto y, por tanto, f es continua.

Una aplicacion que transforma conjuntos abiertos en conjuntos abiertos se dice que es
una aplicacion abierta. Las aplicaciones abiertas no son necesariamente continuas. Por
ejemplo, sea Y el conjunto formado por dos puntos {a,b} con la topologia discreta y sea X la
recta real con la métrica usual. La aplicacion f. X — Y definida por

asix >0,
f(x) =
bsix <0,

es abierta pero no es continua ya que f~!({a}) no es abierto en X. Toda aplicacion de un espa-
cio topologico en un espacio topologico discreto es necesariamente abierta.

Diremos que una aplicacion f: X — Y es cerrada sila imagen por f de cualquier conjunto
cerrado es un cerrado. Las aplicaciones cerradas no son necesariamente continuas; de hecho,
la aplicacion abierta considerada en el ultimo ejemplo es también cerrada. En general, una
aplicacion puede (i) no ser ni abierta ni cerrada, (ii) ser abierta pero no cerrada, (iii) ser ce-
rrada pero no abierta, (iv) ser abierta y cerrada. Como ejemplos podemos considerar los si-
guientes: Para (i) sea X un conjunto A con latopologia discreta, Y el mismo conjunto A con
latopologia burday fla aplicacion identidad. Para (ii) consideremos X = {a,b} con la topo-
logia discreta e Y = {a,b} con la topologia {@, {a}, {a,b}}; la aplicacion constante a € Y es
abierta y continua pero no cerrada. Para (iii) tomemos X = {a,b} con la topologia discreta e
Y = R con la topologia usual; la aplicacion f: X — Y dada por f(a) = 0, f(b) = 1 es conti-
nua y cerrada pero no abierta. Por ultimo, para (iv) podemos tomar un espacio topologico
arbitrario X = Y y como fla identidad. Desde luego, si anadimos algunas restricciones a f
podemos conseguir que cualquiera de los casos anteriores no pueda darse.



