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Prologo

Al estar actualmente dividida la ensefianza superior de las Matemdticas en “‘unida-
des de valor” consagradas a materias importantes tales como Topologia general, Integra-
cién, etc., han considerado los matematicos de la Universidad Paris VI que la Teoria de
Grupos debia figurar entre las unidades de valor fundamentales del Algebra.

Desde 1969, estas ensefianzas atraen cada afio a cientos de estudiantes que proceden
directamente del primer ciclo y que por consiguiente todavia no han estudiado nunca una
teoria algebraica en si misma, con la excepcién quiza del algebra lineal elemental. Estd
claro, pues, que el presente libro constituye, no un tratado, sino un curso, e incluso un
primer curso de la Teoria de grupos, un curso semestral por otra parte, y por ende
inevitablemente incompleto. La seleccion tanto de las cuestiones a tratar como de la
presentacion de éstas, ha resultado a menudo dificil. Ha sido el principal objetivo desper-
tar el interés de los estudiantes, proponerles un esfuerzo fructifero pero a su alcance, as{
como estimular a los mejores de entre ellos por medio del estudio de algunos hermosos
teoremas.

Como profesor, no he querido prescindir de mis preferencias personales. Esta es la
razén por la que he dedicado el principio del curso a los “primeros principios para el
estudio de una estructura algebraica” 'y especialmente a los homomorfismos. De esta
forma la teorfa de grupos se encuentra encuadrada en el Algebra general. Después he
querido insistir en el estudio de los endomorfismos de un grupo, vilidos casi sin necesidad
de cambios para las 4lgebras universales (Capitulo IV, § 1, en especial teorema 3). Dentro
del espiritu de Emmy Noether, me he esforzado en evidenciar las propiedades de dualidad
de las descomposiciones directas (Capitulo IV, §§ 1 y 2), en ocasiones un poco descui-
dadas. Me he preocupado en fin de desarrollar un poco las cuestiones referentes a la
generacion de los grupos, en relacién con los. problemas universales (Capitulo 11, § 3).

Expreso mi profundo agradecimiento a la editorial DUNOD-BORDAS que ha hecho
posible la publicacién de este curso, considerdndolo como una prolongacién de las Leccio-
nes de Algebra Moderna, escritas en colaboracién con Marie Louise Dubreil-Jacotin y
publicadas en 1961.* Espero que otros fasciculos, dedicados por ejemplo a los Anillos y a
los Cuerpos, constituirdn prolongaciones andlogas.

Constituye para mi un agradable deber el reseiiar las excelentes obras que he utiliza-
do principalmente: figuran las mismas en la bibliografia situada inmediatamente a conti-
nuacién de este prélogo. Recomiendo con insistencia a los estudiantes que se remitan a

* La traduccion espafiola de esta obra ha sido publicada por Editorial Reverté (Segunda edi-
cidn, 1971). N. del T.
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ella y, en particular, que comiencen a leer libros de matemadticas escritos en una lengua
extranjera.

Es necesario también aconsejarles que hagan ejercicios. El libro de Bigard-Crestey
-Grappy que se incluye en la bibliografia contiene dos capitulos dedicados a los grupos.
Las soluciones vienen dadas en la misma obra. He afiadido, al final de cada capitulo del
presente libro, algunas cuestiones que han sido incluidas en exdmenes parciales o finales;
son de una dificultad realmente moderada.

En lo referente a los conocimientos previos que se suponen, éstos se limitan:

1° A la Aritmética elemental.

2° A los elementos de la Teoria de Conjuntos: partes, conjunto producto, relacio-
nes, aplicaciones.

3° Al Algebra lineal (serd conveniente que el lector complete, si procede, sus cono-
cimientos sobre los espacios vectoriales de dimension infinita).

Paul Dubreil
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capitulo 1

Nociones fundamentales

§ 1. PRIMEROS PRINCIPIOS PARA EL ESTUDIO
DE UNA ESTRUCTURA ALGEBRAICA.
HOMOMORFISMOS

Una estructura algebraica es un conjunto E provisto de diversas leyes de composi-
cién internas o externas, o de leyes con un niimero cualquiera de variables (aplicaciones
de E"en E). Los grupos, los anillos, los cuerpos, los médulos, los espacios vectoriales son
estructuras algebraicas especialmente importantes.

Para estudiar una estructura algebraica, hay que interesarse en primer lugar en las
partes notables (en particular en los elementos notables), en las relaciones notables, en las
aplicaciones notables y en los lazos que existen entre ellas.

Para fijar ideas, consideremos la estructura muy géneral que se obtiene al proveer a
un conjunto no vacio cualquiera £

1) de unaley de composicion interna:

Ex E—FE

que denotaremos multiplicativamente: xy designa pues la imagen del par (x, y)€e E x E
diremos entonces que E es un grupoide multiplicativo;

2) de una ley de composicién externa por la izquierda:
4 x E— FE,

siendo 4 un conjunto no vacio cualquiera, llamado dominio de operadores por la izquier-
da: esta ley serd denotada también multiplicativamente: cx designa la imagen del par (o,
x) €4 X E (no es de tener confusion alguna, puesto que los operadores, elementos de 4,
vienen representados por letras griegas).

Esta estructura algebraica de grupoide con operadores serd designada por E(., 4) o,
mds brevemente, por £ cuando no haya lugar a precisar mds. Los grupos con operadores
serdn un caso particular de esto.
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Partes notables
Una parte S de E es estable (para la ley interna) si:
Vs, 5, €8), Sy 5, €8.

Una parte P de E es licita (para la ley externa) si:
(Vued) y (VpeP), ape P .

Observacion. La parte vacia,f,posee estas dos propiedades.

Elementos notables

Un elemento a de E es idempotente sia®> = a. Por ejemplo, un elemento neutro por
la derecha, o elemento unidad por la derecha e’ :(Vx € E), xe’ = x, es un idempotente.
Recordemos que un elemento neutro, o elemento unidad bilateral e viene definido por:
(Vx € E), ex = xe = X, y que tal elemento es necesariamente Gnico.

Relaciones notables

Una relacién binaria en un conjunto E se define como una parte £ del producto
cartesiano E? = E X E. Serd cémodo escribir 2 # b mejor que (z, b) € Z.

Especialmente importantes son las relaciones de equivalencia o, mis brevemente, las
equivalencias (relaciones reflexivas, simétricas y transitivas).

Una relacion 2 es compatible con la ley de composicidn interna si

aRa Yb b implican (ab) Z (a’ b’) .

R es regular por la derecha si
aRa’ implica (Vxe€ E) (ax) # (@’ x),

regular por la izquierda si
aRa implica (VyekE) (ya) Z (ya') ,

y regular si posee las dos propiedades procedentes.
En una relacién £ reflexiva, 1a compatibilidad implica la regularidad:
aRa con xZ x implican (ax) Z (a’ x),
para todo x € E.
En una relacion £ transitiva, 1a regularidad implica la compatibilidad:
aRa y bRbL implican (ab) R (a'b) y (a'b) Z(a'b)

en donde (ab) Z (a’ b’).
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En particular, en una relacion de equivalencia, la regularidad y la compatibilidad
son ciertas al mismo tiempo. Pero la regularidad por un solo lado tendrd un interesante
papel en la Teoria de Grupos.

Sea # una equivalencia definida en E y que E
suponemos compatible con la ley interna de E.
Consideremos el conjunto cociente E/Z, es decir,
el conjunto de las clases moédulo 2 y definamos en Al .a .a
este conjunto una ley de composicién interna a
partir de la de E (diremos que viene inducida por
la de E). Sean A, B dos clases (distintas o no). Bl .b b
Cualesquiera que sean el representante a de A y el
representante b de B, el producto ab pertenece a
una misma clase P, puesto que &£ es compatible P = AB/| ab. ab
con la multiplicacién de E: por definicion, esta
clase P es el producto en E/Z de la clase 4 porla
clase B

P = AB.
Una relacién £ definida en E es licita parala ley externa 4 x E —s E si
aRa implica (Naed) (xa) # (aa’) .

Si # es una equivalencia licita, el conjunto cociente E/Z puede estar provisto de una ley
externa por la izquierdad x (E/#) — E/%definida a partir de la de E (ley externa
“inducida”). En efecto, dada una clase 4 € E/#y un operador o €4, cualquiera que sea el
representante a de la clase A, el producto az pertenece a una misma clase Q: esta es, por
definicién, el producto dea € Apor 4 € E/R :

0 =uaAd.

Definicion. Toda equivalencia regular y licita definida en E(., 4) es una jconr
gruencia. Una equivalencia licita para 4 se llama también. A—equivalencia.

Aplicaciones notables

Sean E, E' dos conjuntos provistos cada uno de una ley de composicién interna,
denotada multiplicativamente, y de una ley de composicién externa por la izquierda
definida por medio del mismo dominio de operadores 4, denotada también multiplicati-
vamente.

Una aplicacién & de E en E’es un homomorfismo deE(.,A)enE'(e, A)si:

(1) (Vx y yeE) h(xy) = h(x) h(y) ,
(2) (VxeE) 'y (Vaed) h(ax) = oh(x)
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Designaremos tal homomorfismo por

h:E(.,4)— E'(., 4)

o, mis brevemente : h : E — E’ o también E -, E’

El conjunto de los homomorfismos de E en £’ se designa Hom (E, E’).

Resulta cémodo expresar las eventuales propiedades inyectiva, suprayectiva, biyec-
tiva, mediante el empleo de flechas especiales:

h inyectiva E— E’
h suprayectiva: E— E’
h biyectiva E»— E" .

Si una biyeccion f : E —» E'es un homomorfismo la biyeccion reciprocaf' : E'

> Elo es también: en efecto, siendo x "e y 'dos elementos cualesquiera de E y x, y sus
imdgenes reciprocas respectivas en E, la igualdad f (x) f (v) =f (x), es decir, x" y' =f(xy),
implica, tomando las imdgenes reciprocas en E, [ ~'(x’ y')=xy=f"!(x") f ~(").Igual-
mente

af (x) = f(ax) (xe 4)

implicaf ™~ '(ax") = af ~'(x’). Se dice entonces que f es un isomorfismo de E(. ,4)sobre
E'(.,4);f " 'es el isomorfismo reciproco. Un isomorfismo de E sobre si mismo(E' = E)es
un automorfismo. )

Un homomorfismo de E en si mismo es un endomorfismo.

Consideremos dos homomorfismos:

hy :E— E’, h, :E'"— E",

tales que la estructura de llegada del primero sea la de partida del segundo. La aplicacién
compuestah, o h, viene definida por

VxeE)  (hoh) () =h[hx]  (€E):

(con esta notacién, llamada funcional, la composicion se hace en sentido inverso de la
escritura: puede suprimirse el simbolo o ; se tiene entonces la notacién multiplicativa; en
algunos autores se encuentran con frecuencia las notaciones x/io »* en lugar de A(x) y por
consiguiente, /1, o h, en lugar de/, o h,: la composicién se hace entonces en el sentido de
la escritura).

Se ve inmediatamente que las condiciones (1) y (2) son respetadas por la composi-
cién: la aplicacion compuesta de dos homomorfismos es un homomorfismo (la misma
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propiedad se verifica para los isomorfismos, para los automorfismos, para los endomorfis:
mos). Por ser asociativa la composicién de aplicaciones, puede hablarse del compuesto de
n endomorfismos de la forma

h; 1 E;— E; (i=1,..,n,

tomados en el orden de los indices, y designarlo por 4,0 ... 0 hy, lo que se representa
mediante el diagrama:

h h h,- h,
Ey == By s By == Byi—5 By 1 5

Puede ocurrir que existan varios homomorfismos compuestos de £ en E’; se tiene
entonces un diagrama no lineal tal como:

Siayoa;= f;0p,0p,=17,07,,sedice que el diagrama anterior es conmutativo,
con frecuencia expresaremos esta propiedad por medio de las iniciales D.C. colocadas
cerca del diagrama.

Para todo homomorfismo & : E(., 4). = E'(., 4), tenemos las siguientes propiedades.

Proposicion 1. La imagen h(E)= EdeE enE’es una parte estable y licita de E’.
Six’, y' € E,es decir,six'= h(x),y'= h(y)(x.y € E),se tiene, segtin (1):

x"y' = h(x) h(y) = h(xy) e E;
por lo tanto Ees parte estable de
Anidlogamente, segin (2),

(Vaed), ax’ = ah(x) = h(ax) € E;

Ees parte licita de E'.

Asociemos al homomorfismo / la relacién binaria # definida en el conjunto de
partida £ por

(B) aZa  ssi(=siysblosi) h(a) = h(a') .

Proposicion 2. La relacion & que acabamos de definir es una equivalencia regular y
licita y, por lo tanto, una congruencia.
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Evidentemente £ es reflexiva, simétrica y transitiva. Es regular por la derecha (por
ejemplo), puesto que la igualdad h(a)=h(a") implica

(VxeE) h(a) h(x) = h(a’) h(x) ,
es decir
h(ax) = h(a' x) .
Como la misma igualdad implica también
(Vo e 4) h(oa) = h(aa’) ,
Z es una equivalencia licita.
Definici6n. La congruencia £ asi definida a partir de un homomorfismo % de E(., 4)

en E'(., A)recibe el nombre de congruencia nuclear asociada a h (o congruencia de
homomorfismo, equivalencia de homomorfismo).

Consideremos ahora la aplicacién canédnica y de E sobre el conjunto cociente E/Z,
siendo £ la congruencia nuclear de A4: para todo elemento x de E, y(x) = X es la clase
médulo £ a la cual pertenece x. Evidentemente, esta aplicacion y es suprayectiva. Ade-
mds, segiin la definicién misma de las leyes de composicion interna y externa de E/%, yes
un homomorfismo:

y: E—» E/R

llamado homomorfismo suprayectivo canonico de E sobre E/%R.

Todos los elementos x, x’, ..., de una clase X € E/Ztienen la misma imagen /(x) en
E’:pongamos pues i(X) = h(x). Definimos asi una aplicacién i de E/Z en h(E) que es
inyectiva segln la definicién de # y evidentemente suprayectiva. Ademds, si x e y son
respectivamente representantes de las clases X, Y y « un operador, tenemos:

i(XY) = h(xy) = h(x) h(y) = i(X) (Y),
i(aX) = h(ax) = ah(x) = ai(X) ;

y por lo tanto, finalmente, i es un isomorfismo del cociente E/Z sobre la imagen h(E): se
le llama isomorfismo candnico asociado a h. _
Finalmente, si j es la inyeccion candnica de h(E)=E en E, definida por

(Vx' € E) j&x) =x' (eE"),
tenemos:

(Vx e E) (joioy) (x) = jliX)] = j[h(x)] = h(x),

y por lo tanto

@ joioy=h.
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Hemos establecido, para el tipo de estructura algebraica considerada (*‘grupoide con
operadores”), el importante teorema de homomorfismo:

Teorema 1. Para todo homomorfismo h : E— E’,

1) existe un isomorfismo i del cociente E[# de E por la congruencia nuclear # de
h, sobre la imagen h(E)= E.

2) h se descompone en factores por medio del homomorfismo suprayectivo canni-
co ¥ de E sobre E|R, del isomorfismo i del cociente E|R sobre la imagen h(E) y de la
inyeccion canonica j de h(E) en E’:

Este tltimo resultado se expresa mediante el diagrama conmutativo:

E-, E

vl Ij DC.
E/R > h(E) = E

Observacion. Haciendo f§ = j o i,tenemos también la descomposicién factorial h =
Boyde h en un homomorfismo suprayectivo 7 y un homomorfismo inyectivo f8:

E-E

l/ DC.

E|R
Caso particular. Si & es suprayectivo, j es la aplicacion idéntica de h(E) = E'sobre
E’;B= iy (4) se escribe:
@) h=iays
tenemos aqui el diagrama

E-L E

l/ DC.

E|R

Resulta claro que, con la condicién de reemplazar los grupoides con operadores por
conjuntos, los homomorfismos por aplicaciones, etc., se tiene, en teoria de conjuntos, un
teorema andlogo al teorema 1. Inversamente, vamos a dar en forma general referida a
conjuntos un teorema que se aplica, en particular, a los homomorfismos.
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Teorema 2. En la composicion de aplicaciones,

a) toda aplicacion suprayectivah:A—-> B B es simplificable por la derecha;

!
4 B_2C
g
©) foh=goh .implica f=g;

b) toda aplicacion inyectivah: B— Ces simplificable por la izquierda:

hof=hog implica f=g.

La igualdad (6) significa: (Va € A), f[h(a)] = g[h(a)]; h suprayectiva, cuando
a describe A, h(a) = b describe B. Tenemos pues:

(Vb e B) f®) =g,
es decir, f = g.

La igualdad (7) significa:(Va €eA),h[ f(a)]= h[ g(a)], de donde, al ser A inyectiva:
(Ya €A), f(a)=g(a), es decir, f = g.

Demos aiin un teorema muy general, de nuevo en forma algebraica. En un grupoide
multiplicativo £ provisto de un dominio de operadores A, consideremos dos congruen-
cias € y 9 que verifican® < 2(“@contenida en”, o “mds fina” que 9) lo que significa:
x @yimplicax?y. Entonces la clase C =%(x)de los elementos equivalentes a x médulo®
estd contenida en Ja clase D = 9(x)de los elementos equivalentes a x modulo 9. Asocian-
do a todo elemento C del conjunto cociente E/g este elemento D de E£/9, definimos una
aplicacién u de E/gen E/9. Ademas, u es suprayectiva pues si damos una clase D € E/ @y
un representante x de esta clase, tenemos €(x)<.D= 2 (x), y, por lo tanto, D = u(C).
Finalmente, u es un homomorfismo: #(CC") = u(C) (C’) pues, si x es un representante de
C, x’ un representante de C’, x y x’ son también representantes de D = u(C) y de D' =
u(C")y el producto es un representante de CC' y de DD’ Tenemos pues

H(CC") = DD' = pu(C) u(C").

Dado esto, puede pasarse de un elemento cualquiera x de £ a su clase 9(x) médulo
9 asociando en primer lugar a x su clase C = €(x) médulo € y después, a ésta, la clase
imagen u(C) = D. Esto significa que el homomorfismo canénico 6 de E sobre E/9 es el



