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Prólogo 

Al estar actualmente dividida la enseñanza superior de las Matemáticas en "unida
des de valor" consagradas a materias importantes tales como Topología general, Integra
ción, etc., han considerado los matemáticos de la Universidad París VI que la Teoria de 
Gmpos debía figurar entre las unidades de valor fundamentales del Algebra. 

Desde 1969, estas ens~ñanzas atraen cada año a cientos de estudiantes que proceden 
directamente del primer ciclo y que por consiguiente todavía no han estudiado nunca una 
teoría algebraica en sí misma, con la excepción quizá del álgebra lineal elemental. Está 
claro, pues, que el presente libro constituye, no un tratado, sino un curso, e incluso un 
primer curso de la Teoría de grupos, un curso semestral por otra parte, y por ende 
inevitablemente incompleto. La selección tanto de las · cuestiones a tratar como de la 
presentación de éstas, ha resultado a menudo difícil. Ha sido el principal objetivo desper
tar el interés de los estudiantes, proponerles un esfuerzo fructífero pero a su alcance , así 
como estimular a los mejores de entre ellos por medio del estudio de algunos hermosos 
teoremas. 

Como profesor, no he querido prescindir de mjs preferencias personales. Esta es la 
razón por la que he dedicado el principio del curso a los "primeros principios para el 
estudio de una estructura algebraica" y especialmente a los homomorfismos . De esta 
forma la teoría de grupos se ·encuentra encuadrada ·en el Algebra general. Después he 
querido insistir en el estudio de los endomorfismos de un grupo, válidos casi sin necesidad 
de cambios para las álgebras universales (Capítulo IV, § 1, en especial teorema 3). Dentro 
del espíritu de Emmy Noether, me he esforzado en evidenciar las propiedades de dualidad 
de las descomposiciones directas (Capítulo IV, § § 1 y 2), en ocasiones un poco descui
dadas . Me he preocupado en fin de desarrollar un poco las cuestiones referentes a la 
generación de los grupos, en relación con los problemas universales (Capítulo IJI, § 3). 

Expreso mi profundo agradecimiento a la editorial DUNOD-BORDAS que ha hecho 
posible la publicación de este curso, considerándolo como una prolongación de las Leccio
nes de Algebra Moderna, escritas en colaboración con Marie Louise Dubreii-Jacotin y 
publicadas en 1961. *Espero que otros fascículos, dedicados por ejemplo a los Anillos y a 
los Cuerpos, constituirán prolongaciones análogas. 

Constituye para mi un agradable deber el reseñar las excelentes obras que he utiliza
do principalmente: figuran las mismas en la bibliografía situada inmediatamente a conti
nuación de este prólogo. Recomiendo con insistencia a los estudiantes que se remitan a 

* La traducción española de esta obra ha sido publicada por Editorial Reverté (Segunda edi
ción, 1971). N. de\T, 
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VI Prólogo 

ella y, en particular, que comiencen a leer libros de matemáticas escritos en una lengua 
extranjera. 

Es necesario también aconsejarles que hagan ejercicios. El libro de Bigard-Crestey 
-Grappy que se incluye en la bibliografía contiene dos capítulos dedicados a los grupos . 
Las soluciones vienen dadas en la misma obra. He afladido, al final de cada capítulo del 
presente libro, algunas cuestiones que han sido incluidas en exámenes parciales o finales ; 
son de una dificultad realmente moderada. 

En lo referente a los conocimientos previos que se suponen, éstos se limitan : 
1 o A la Aritmética elemental. 
2° A los elementos de la Teoría de Conjuntos: partes, conjunto producto, relacio· 

nes, aplicaciones. 
3° Al Algebra lineal (será conveniente que el lector complete, si procede, sus cono

cimientos sobre los espacios vectoriales de dimensión infinita). 

Paul Dubreil 
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capítulo I 

Nociones fundamentales 

§ l. PRIMEROS PRINCIPIOS PARA EL ESTUDIO 
DE UNA ESTRUCTURA ALGEBRAICA. 

HOMOMORFISMOS 

Una estructura algebraica es un conjunto E provisto de diversas leyes de composi
ción internas o externas, o de leyes con un número cualquiera de variables (aplicaciones 
de E" en E). Los grupos, los anillos, los cuerpos, los módulos, los espacios vectoriales son 
estructuras algebraicas especialmente importantes. 

Para estudiar una estructura algebraica, hay que interesarse en primer lugar en las 
partes notables (en particular en los elementos notables), en las relaciones notables, en las 
aplicaciones notables y en los lazos que existen entre ellas. 

Para fijar ideas, consideremos la estructura muy general que se obtiene al proveer a 
un conjunto no vacío cualquiera E: 

1) de una ley de composición interna: 

E x E---+E 

que denotaremos multiplicativamente : xy designa pues la imagen del par (x, y)E E x E 
diremos entonces que E es un grupo id e multiplicativo; 

2) de una ley de composición externa por la izquierda: 

LlxE---+E , 

siendo Ll un conjunto no vacío cualquiera, llamado dominio de operadores por la izquier
da : esta ley será denotada tamb.ién multiplicativamente : cxx designa la imagen del par(et, 
x) € Ll X E (no es de tener confusión alguna, puesto que los operadores, elementos de ¿j, 
vienen representados por letras griegas). 

Esta estructura algebraica de grupoide con operadores será designada por E(., ¿j) o, 
más brevemente, por E cuando no haya lugar a precisar más. Los grupos con operadores 
serán un caso particular de esto. 
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Partes notables 

Una parte S de E es estable {para la ley interna) si: 

(Vs1, s2 E S), 

Una parte P de E es Ucita (para la ley externa) si: · 

(Va E Ll) y (Vp E P) , !Xp E p . 

Observación. La parte vacía,0,posee estas dos propiedades. 

Elementos notables 

Un elemento a de E es idempotente si a?. =a. Por ejemplo, un elemento neutro por 
la derecha, o elemento unidad por la derecha e' : (Vx E E), xe' = x, es un idempotente. 
Recordemos que un elemento neutro, o elemento unidad bilateral e viene definido por: 
(Vx E E), ex = xe = x •. y que tal elemento es necesar~amente único. 

Relaciones notables 

Una relación binaria en un conjunto E se define como una parte 9t del producto 
cartesiano E2 = E X E. Será cómodo escribir a 9t b mejor que (a, b) e 9t . 

Especialmente importantes son las relaciones de equivalencia o, más brevemente, las 
equivalencias (relaciones reflexivas, simétricas y transitivas). 

Una relación 9t es compatible con la ley de composición interna si 

a 9t a' y b 9t b' implican (ab) 9t (a' b') . 

9t es regular por la derecha si 

a91a' implica (Vx E E) (ax) 9t (a' x) , 

regular por la izquierda si 

a 9t a' implica (Vy E E) (ya) 91 (ya' ) , 

y regular si posee las dos propiedades procedentes. 
En una relación 91 reflexiva, la compatibilidad implica la regularidad : 

a 9t a' con x 91 x implican (ax) 9t (a' x) , 

para todo x E E. 
En una relación 91 transitiva, la regularidad implica la compatibilidad: 

a 91 a' y b 91 b' implican (ab) 9t (a' b) y (a' b) 9t (a' b') 

en donde (ab) 91 (a' b') . 
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En particular, en una relación de equivalencia, la regularidad y la compatibilidad 
son ciertas al mismo tiempo. Pero la regularidad por un solo lado tendrá un interesante 
papel en la Teoría de Grupos. 

Sea ~ una equivalencia definida en E y que E 
suponemos compatible con ia ley interna de E. 
Consideremos el conjunto cociente Ej~ , es decir, 
el conjunto de las clases módulo~ y definamos en A 
este conjunto una ley de composición interna a 
partir de la de E (diremos que viene inducida por 
la de E). Sean A, B dos clases (distintas o no) . B 
Cualesquiera que sean el representante a de A y el 
representante b de B, el producto ab pertenece a 
una misma clase P, puesto que ~ es compatible p = AB 
con la multiplicación de E: por definición , esta 
clase P es el producto en E/~ de la clase A por la 
clase B 

P = AB . 

.a 

.b 

ab. 

Una relación~ definida en E es licita para la ley externa Ll x E___. E si 

a ~ a' implica (Va E Ll) (aa) ~ (aa') . 

.a' 

.b' 

. a' b' 

Si~ es una equivalencia lícita, el conjunto cociente E/~ puede estar provisto de una ley 
externa por la izquierdaLI x (E/~)---+ E/~definida a partir de la de E (ley externa 
"inducida"). En efecto, dada una clase A E E/~ y un operador a E·LI,cualquiera que sea el 
representante a de la clase A, el producto Cia pertenece a una misma clase Q: esta es, por 
definición, el producto de a E Ll por A E E/~ : 

Q = aA. 

Definición. Toda equivalencia regular y lícita definida en E(., Ll) es una 
1
con¡

grulencia. Una equivalencia lícita para Ll se llama también Ll - equivalencia. 

Aplicaciones notables 

Sean E, E' dos conjuntos provistos cada uno de una ley de composición interna, 
denotada multiplicativamente, y de una ley de composición externa por la izquierda 
definida por medio del mismo dominio de operadores Ll, denotada también multiplicati
vamente . 

(1) 

(2) 

Una aplicación h de E en E'es un homomorfismo deE(., Ll )enE '(•, Ll ).si: 

(Vx y y E E) 

(VxEE) y (VaELI) 

h(xy) = h(x) h(y) , 

h(ax) = ah(x) 
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Designaremos tal homomorfismo por 

h : E(. , Ll ) ----> E ' ( . , Ll ) 

o, más brevemente : h : E ----> E' o también E ~ E'. 
El conjunto de los homomorfismos de E en E' se designa Hom (E, E '). 
Resulta cómodo expresar las eventuales propiedades inyectiva, suprayectiva, biyec

tiva, mediante el empleo de flechas especiales : 

h inyectiva E >---+ E ' 

h suprayectiva : E--+-> E ' 

h biyectiva E >---++ E" . 

Si una biyección f : E ~ E 'es un homomorfismo la biyección recíproca f 1 :E' 

>-++ E lo es también: en efecto, siendo x 'e y' dos elementos cualesquiera de E y x, y sus 
imágenes recíprocas respectivas en E, la igualdad f (x) f (y)= f (xy ), es decir, x' y'= f(xy ), 
implica, tomando las imágenes recíprocas en E, ¡- 1(x' y' )=xy= f - 1(x ')f- 1(y'). Igual
mente 

af(x} = f(ax) (11. E Ll) 

implica/-
1
(ax') = af- 1 (x'). Se dice entonces que fes un isomorfismo de E(. ,Ll )sobre 

E'(. ,Ll );f- 1es el isomorfismo reciproco. Un isomorfismo de E sobre sl mismo( E ' = E) es 
un automorfismo. · 

Un homomorfismo de E en si mismo es un endomorfismo. 
Consideremos dos homomorfismos : 

h 1 : E---> E ' , h2 : E ' ----> E " , 

tales que la estru~tura de llegada del primero sea la de partida del segundo. La aplicación 
compuestah2 o h1 viene definida por 

(Vx E E) (E E"); 

(con esta notación, llamada funcional, la composición se hace en sentido inverso de la 
escritura : puede suprimirse el símbolo o ; se tiene entonces la notación multiplicativa ; en 
algunos autores se encuentran con frecuencia las notaciones xhto _\.h en lugar de h(x ) y por 
consiguiente, h 1 o h2 eri lugar deh 2 o h 1: la composición se hace entonces en el sentido de 
la escritura). 

Se ve inmediatamente que las condiciones{!) y (2) son respetadas por la composi
ción: la aplicación compuesta de dos homomorfismos es un homomorfismo (la misma 



Primeros principios para el estudio de una estructura algebraica 5 

propiedad se verifica para los isomorfismos, para los automorfismos, para los endomorfis· 
mos). Por ser asociativa la composición de aplicaciones, puede hablarse del compuesto de 
n endomorfismos de la forma 

(i= 1, ... ,17), 

tomados en el orden de los índices, y designarlo por h. o . .. o h 1, lo que se representa 
mediante el diagrama: 

hl /¡2 h, - 1 htt 
E¡ ----> E2----> .. . E.-t ----> E.----> E.+ 1 . 

Puede ocurrir que existan varios homomorfismos compuestos de E en E'; se tiene 
entonces un diagrama no lineal tal como : 

Si a2 o a 1 = {3 3 o {32 o {3 1 = y2 o y 1 , se dice que el diagrama anterior es conmutativo; 
con frecuencia expresaremos esta propiedad por medio de las iniciales D .C. colocadas 
cerca del diagrama. 

Para todo homomorfismo h :E(., ,1!). ~E'(., ,1 ), tenemos las siguientes propiedades. 

Proposició!!_l. La imagen h(E)== E de E en E' es una parte estable y lícita de E: 
Si x ', y' E E, es decir, si x ' = h(x ),y' = h(y )(x. y E E), se tiene, según (1): 

x' y' = h(x) h(y) = h(xy) E E ; 

por lo tanto E es parte estable de 
Análogamente, según (2), 

('v'a E L1) , ax' = ah(x) = h(ax) E E ; 

E es parte lícita de E ' . 

Asociemos al homomorfismo h la relación binaria ~ definida en el conjunto de 
partida E por 

(3) a~ a' ssi (=si y sólo si) h(a) = h(a') . 

Proposición 2. La relación ~ que acabamos de definir es una equivalencia regular y 
/{cita y, por lo tanto, una congruencia. 
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Evidentemente f1t es reflexiva, simétrica y transitiva . Es regular por la derecha (por 
ejemplo), puesto que la igualdad h(a) = h(a') implica 

(Vx E E) h(a) h(x) = h(a') h(x) , 

es decir 

h(ax) = h(a' xf . 

Como la misma igualdad implica también 

(Va E Ll) h(rxa) = h(rxa') , 

f1t es una equivalencia lícita . 

Definición. La congruencia f1t así definida a partir de un homomorfismo h de E(., L1) 
en E'(., Ll)recibe el nombre de congruencia nuclear asociada ah (o congruencia de 
homomorfismo, equivalencia de homomorfismo). 

Consideremos ahora la aplicación canónica y de E sobre el conjunto cociente E/f!t, 
siendo f1t la congruencia nuclear de h: para todo elemento x de E, y(x) = X es la clase 
módulo f1t a la cual pertenece x . Evidentemente, esta aplicación y es suprayectiva. Ade· 
más, según la definición misma de las leyes de composición interna y externa de E/f!t, y es 
un homomorfismo : 

y: E-+-+E/fll 

llamado homomorfismo suprayectivo canónico de E sobre E/f!t . 
Todos los elementos x, x', ... , de una clase X E E/f1ttienen la misma imagen h(x) en 

E ' : pongamos pues i(X) = h(x). Definimos así una aplicación i deE/fll en h(E) que es 
inyecti))(l según la definición de f1t y evidentemente suprayectiva. Además, si x e y son 
respectivamente representantes de las clases X, Y y a un operador, tenemos: 

i(XY) = h(xy) = h(x) h(y) = i(X) i( Y) , 

i(rxX) = h(rxx) = rxh(x) = rxi(X) ; 

y por lo tanto, finalmente , i es un isomorfismo del cociente E/f1t sobre la imagen h(E): se 
le llama isomorfismo canónico asociado a h. 

Finalmente, sij es la inyección canónica de h(E)=E en E, definida por 

(Vx' E E) j(x') = x ' (E E') , 

tenemos: 

(Vx E E) (jo i o y) (x) = J[i(X)] = j[h(x)] = h(x), 

y por lo tanto 

(4) joioy=h . 
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Hemos establecido, para el tipo de estructura algebraica considerada ("grupoide con 
operadores"), el importante teorema de homomorfismo: 

Teorema l. Para todo homomorfismo h : E-----+ E ', 

1) existe un isomorfismo i del cociente E/fl de E por la congruencia nuclear tJl de 
h, sobre la imagen h( E)= E. 

2) h se descompone en factores por medio del homomorfismo suprayectivo canóni
co Y de E sobre E/fl , del isomorfismo i del cociente E/fl sobre la imagen h(E) y de la 
inyección canónica j de h( E) en E': 

(5) h =Joioy. 

Este último resultado se expresa mediante el diagrama conmutativo: 

DC . 

Observación. Haciendo f3 = j o i, tenemos también la descomposición factorial h = 
{Joyde h en un homomorfismo suprayectivo y y un homomorfismo inyectivoJ): 

Caso particular. Si hes suprayectivo, j es la aplicación idéntica deh(E) =E' sobre 
E ' ;{3= iy (4) se escribe : 

(4') h=ioy ; 

tenemos aquí el diagrama 

Resulta claro que , con la condición de reemplazar los grupoides con operadores por 
conjuntos, los homomorfismos por aplicaciones, etc., se tiene, en teoría de conjuntos, un 
teorema análogo al teorema l . Inversamente, vamos a dar en forma general referida a 
conjuntos un teorema que se aplica, en particular, a los homomorfismos . 
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Teorema 2. En la composición de aplicaciones, 

a) toda aplicación suprayectiva h :A- B :B es simplificable por la derecha; 

J 
A --!!..... s-:::;c 

g 

(6) f o h = g o h . implica f = g ; 

b) toda aplicación inyectiva h': B>--+ Ces simplificable por la izquierda: 

h o f = h o g implica f = g . 

La igualdad (6) significa: (Va E A), f[h(a)] = g[h(a)]; h suprayectiva, cuando 

a describe A, h(a) = b describe B. Tenemos pues: 

(Vb E B) f(b) = g(b) , 

es decir, f = g . 

La igualdad (7) significa :(Va EA),h[j(a)] = h[g(a)], de donde , al ser h inyectiva : 
(Va EA),f(a)=g(a), es decir, f = g. 

Demos aún un teorema muy general , de nuevo en forma algebraica. En un grupoide 
multiplicativo E provisto de un dominio de operadores D., consideremos dos congruen
cias~ y !'J que. verifican~ 5:;; [ífi("~contenida en [ífi ",o "más fina" que [ífi) lo que significa : 
X ~y implicax!'Jy. Entonces la clase e =~(x)de los elementos equivalentes a X módulo~ 
está contenida en Ja clase D = !'J(x)de los elementos equivalentes a X módulo !'J. Asocian
do a todo elemento C del conjunto cociente E/~ este elementoD deE/!'J, definimos una 
aplicación ¡;. de Ef~en E/!'J . Además,¡;. es suprayectiva pues si damos una clase D € E/ !'J y 
un representante x de esta clase, tenemos ~(x )5;.D = [ífi (x ), y, por lo tanto, D = ¡;.(C). 
Finalmente,¡;. es un homomorfismo : ¡;.(CC) = ¡;.(C) ¡;.(C) pues, si x es un representante de 
C, x' un representante de C', x y x' son también representantes de D = ¡;.(C) y de D' = 
¡;.(C) y el producto es un representante de CC y de DD'. Tenemos pues 

p(CC ' ) = DD' = p(C) p(C'). 

Dado esto, puede pasarse de un elemento cualquiera x de E a su clase [ífi(x) módulo 
!'J asociando en primer lugar a x su clase C = ~(x) módulo~ y después, a ésta, la clase 
imagenJI(C) = D . Esto significa que el homomorfismo canónico o de E sobre E j[ífi es el 


