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Prélogo

Aunque es imposible ofrecer un curso que se adapte totalmente a los
planes de estudio de cada una de las carreras técnicas, es evidente que las
ecuaciones diferenciales ordinarias y la variable compleja, en mayor o menor
medida, forman parte fundamental de los contenidos de las asignaturas de
matemdtica aplicada de todas ellas. Pretendemos que este texto sirva de
base, apoyo o consulta, tanto al profesor como al estudiante de carreras de
ingenieria o ciencias que ya han cubierto al menos un primer curso de céalculo
y algebra lineal.

Nuestra intencién ha sido la de hacer un libro ameno, completo, pero lo
mads conciso posible en cuanto a los contenidos: creemos que la mejor forma
de presentar un resultado —al menos en un libro de texto— no es casi nunca la
mds general. También nos hemos propuesto mantener un razonable equilibrio
entre el rigor y la intuicién, procurando desterrar el formalismo (rigor no es
formalismo) que en muchas circunstancias sélo les sirve a los estudiantes
para oscurecer y hacer ininteligible aquello que era claro y perfectamente
comprensible.

Por otra parte, hemos intentado dar a nuestro texto una cierta origi-
nalidad en la presentacion de la materia, aunque somos conscientes de la
dificultad de esta empresa en un tema tan bien conocido y sobre el que se
han escrito textos de gran calidad cientifica y pedagdgica.

Probablemente, la novedad mds aparente radica en una cierta violacién
de la tradicién docente: que nosotros sepamos, tanto en las escuelas técni-
cas como en las facultades de ciencias o de matemadticas, el estudio de las
ecuaciones diferenciales ordinarias suele preceder al de la variable compleja.

Esta tradicion estd posiblemente justificada desde el punto de vista his-
torico pero, a nuestro parecer, no lo estd desde una perspectiva didactica:
por una parte, la teoria de ecuaciones diferenciales presenta escollos dificiles
de salvar sin el apoyo de la variable compleja (el primero de ellos puede ser
el tratamiento de las ecuaciones lineales con coeficientes analiticos); por otra
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VI Prélogo

parte, es imposible fundamentar su estudio sin una cierta base de topologia
de espacios métricos o de convergencia uniforme, lo cual supone un grado de
abstraccion considerablemente superior al que se requiere para una razonable
introduccién de la variable compleja (bdsicamente, los prerrequisitos para tal
introduccion consisten en un buen conocimiento del cdlculo infinitesimal de
una y dos variables reales).

Asi pues, hemos alterado el orden clasico en la presentacién de la ma-
teria, desarrollando en primer lugar el estudio de las funciones de variable
compleja.

De este modo, el texto constard de dos partes. La primera, la presente,
constituye en si misma un curso de variable compleja.

La segunda, en fase de preparacién, consistird en un curso de ecuaciones
diferenciales ordinarias complementado con temas relacionados con ellas y de
gran importancia en matematica aplicada, como las ecuaciones en diferencias
y las transformadas de Laplace.

Por razones de cardcter diddctico, este primer volumen se ha organizado
en tres bloques y dos apéndices. El primero de estos bloques comienza con
un capitulo introductorio sobre las propiedades elementales de los niime-
ros complejos y contiene las propiedades acerca de sucesiones de niimeros
complejos y de funciones complejas de variable compleja que pueden consi-
derarse como la generalizacion légica de las correspondientes propiedades en
el contexto real.

El segundo bloque constituye el cuerpo del texto y contiene los resultados
clasicos de la variable compleja. Hemos procurado ofrecer un tratamiento
moderno, claro y elemental, evitando entrar en temas que podrian resultar
escabrosos para un alumno que toma su primer contacto con la teoria. Asi,
el lector no encontrard ninguna alusién a funciones multiformes (definimos
con precision las determinaciones del logaritmo como distintas funciones uni-
formes) o a la topologia de los conjuntos simplemente conexos (a todos los
efectos que nos incumben, el concepto de conjunto estrellado, perfectamente
claro tanto intuitiva como analiticamente, es suficiente).

Finalmente, el tercer bloque se dedica al estudio de la convergencia uni-
forme de sucesiones y series de funciones y de integrales paramétricas en el
campo complejo, finalizando con la aplicacién de los resultados obtenidos al
estudio de las funciones T' y § de Euler. Los dos apéndices finales retoman
el problema de la convergencia uniforme, ahora en el caso de la variable real.
Su inclusién como tales apéndices se justifica por varias razones. Por una
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parte, es obvio que los estudiantes a los que va dirigido el texto poseen dis-
tintos niveles de conocimiento del andlisis de una variable real y en concreto
no todos ellos han estudiado el problema de la convergencia uniforme (real).
Por otra parte, nos parece muy interesante la comparacién de los resultados
en los dos casos (real y complejo*). Finalmente, el conocimiento de las pro-
piedades bdsicas de la convergencia uniforme (en variable real y compleja)
va a ser imprescindible en la segunda parte de este libro.

Un curso elemental de variable compleja podria estar constituido por los
dos primeros bloques de este texto. Si se opta por el estudio de la convergen-
cia uniforme, sugerimos la lectura previa al menos del primer apéndice, ya
que es aqui donde hemos intentado justificar las ideas intuitivas, dando por
sentado en el capitulo 11 que el lector ya estd familiarizado con el concepto
de convergencia uniforme.

En todo caso, si se ha de proseguir con el tratamiento de las ecuaciones
diferenciales es necesario, como ya se ha dicho, estudiar también el tercer
bloque y los dos apéndices.

La estructura del texto (con la relativa salvedad de los dos apéndices
finales) es perfectamente lineal: cada capitulo sucede de forma Idgica al an-
terior y presupone leidos todos los que le preceden. Los capitulos se dividen
en secciones y ocasionalmente en subsecciones, con la intencién de hacer méds
aparente la estructura de la materia.

Al final de cada uno de ellos el alumno encontrard una coleccién de
ejercicios y problemas, que van desde los ejercicios de calculo destinados a
la consolidacién de las técnicas estudiadas en el texto hasta los problemas
que permiten al lector interesado la profundizacién en la teoria, pasando por
otros problemas que se resuelven por aplicacién mds o menos directa de la
teoria o que anticipan o sugieren el desarrollo posterior de la mismat. Los
ejercicios y problemas de cada capitulo se clasifican, aproximadamente, en
las mismas secciones que éste.

Tal vez la resolucion de algin problema puede presentar serias dificulta-
des. En todo caso, no nos interesan los problemas dificiles, sino aquellos que
tienen interés en si mismos, ya sea por los resultados que se obtienen o por
las técnicas que se precisan para resolverlos.

*Evidentemente, los autores pretenden convencer al lector de la excelencia de la
variable compleja.

"Hasta llegar al capitulo 7 nos hemos dedicado a perseguir a la funcién exponen-
cial a través de las sucesivas secciones de problemas.
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Este texto es el resultado de un largo periodo de trabajo, costoso pero
muy satisfactorio, porque nos ha obligado a estudiar en profundidad algunas
obras, como las que citamos en la bibliografia, verdaderamente hermosas.
Debemos, y lo hacemos con sumo placer, agradecer a nuestros compafieros
sus miltiples consejos y sugerencias (de todo tipo: cientificas, literarias o
estéticas). A editorial Reverté que ha tenido la amabilidad de publicar esta
obra. Y muy especialmente a nuestros amigos Antonio Marquina —que nos
ensefié variable compleja— y Josep H. Cands, Cristina Corral, Vicent del
Olmo, Juan Carlos Ferrando y Josep Mas. Todos ellos han corregido errores,
sugerido problemas y mejorado el texto en muchos aspectos.

R.F. e ILG.
VALENCIA, MAYO DE 1992
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Capitulo 1

Los numeros complejos

Los nimeros reales suelen introducirse, sea definiéndolos en forma
axiomatica, sea construyéndolos a partir de los numeros racionales,
con el fin de asegurar la existencia de raices cuadradas para todos los
ntimeros positivos, lo que resulta conveniente desde el punto de vista
geométrico, dado que el cuerpo de los nimeros racionales no es el ido-
neo para medir longitudes. Ahora bien, los nimeros reales también
resultan deficientes, al menos si adoptamos una postura algebrista, ya
que, por ejemplo, no nos permiten extraer raices cuadradas de nume-
ros negativos. Como consecuencia de ello, sabemos que la ecuacion
polinémica

az’+brx+c=0

s6lo puede resolverse (en R) cuando b* — 4ac > 0. Para subsanar esta
dificultad, entre otras, se introducen los niimeros complejos.

1.1. Los NUMEROS COMPLEJOS: INTRODUCCION

Nuestro objetivo es ampliar el cuerpo R de los nimeros reales de tal
modo que obtengamos un conjunto de numeros complejos, que repre-
sentaremos por C, en el cual se puedan realizar las operaciones suma
y producto y que éstas tengan las mismas propiedades que en el caso
real: esto es, C deberd ser un cuerpo conmutativo que contenga a R.
Y queremos que en este cuerpo existan las raices cuadradas de todos
los nimeros. El método que vamos a seguir para ello es el de dar por
supuesto que dicho cuerpo existe y deducir asi su estructura.
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Dado que —1 no tiene raiz cuadrada real, en C existirda un numero,
que representaremos por i, que no es real y posee la propiedad siguien-
te: 2 = —1. Como C es un cuerpo, debemos poder multiplicar y
sumar ¢ con todos los nimeros reales, de manera que expresiones como
a + b deberan tener sentido en C. En otras palabras, si a y b son dos
ndmeros reales, a+ bi es un nimero complejo (mas tarde veremos c6mo
no necesitaremos anadir mas numeros al conjunto C).

Consideremos entonces dos nimeros complejos de la forma a + bz y
¢+ di y veamos qué podemos decir sobre ellos.

Es fundamental saber cudndo a + b2 = ¢ + di: dado que C es un
cuerpo conmutativo, aplicando las propiedades de esta estructura, te-
nemos que

at+bi=c+de

es equivalente a
a—c=(d—b) (1.1)

a—c¢

Ahora bien, si tuviéramos b # d, resultarfa: : = §=5, lo cual es imposible
dado que 7 no es un numero real. Asi pues, b = d y entonces, de (1.1)
se sigue que a = c.

Hemos, pues, obtenido asi el primer resultado importante sobre los
numeros complejos:

Sean a,b,c y d nimeros reales. Entonces, a+ bi = ¢+ di si y sdlo
sia=cyb=d*

Volviendo a los dos numeros a + b2 y ¢ + di, pasemos a calcular su
suma y su producto: teniendo en cuenta las propiedades conmutativa
y asociativa, obtenemos sin dificultad que

(a+bi)+ (c+di) = (a+¢) + (b+d)i

donde podemos observar que se mantiene la estructura inicial de nimero
real + nimero real x1; para el producto debemos trabajar un poco mas:

*Si el lector considera que la anterior propiedad era evidente, le sugerimos que
considere los nimeros racionales 1/2 y 3/6.
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(a + bi)(c+di) = ac+ adi+ bei + bdi?
= ac+ (ad + be)i — bd
= (ac—bd)+ (ad + be)

Llegados a este punto, debemos observar una cuestiéon importante:
la suma y el producto de dos nimeros de la forma a + b son de la
forma a 4 bi. Este detalle tampoco es una trivialidad, dado que no
hemos supuesto todavia que todos los nimeros complejos son de la
forma a + bi. Sin duda, este es el momento apropiado, no sélo para
hacer tal suposicién, sino para convertirla en la definicion de C.

1.2. LoS NUMEROS COMPLEJOS Y EL ALGEBRA

Definicion 1.1 Sea : un objeto cualquiera que no sea un nimero real.
Un nimero complejo es cualquier expresion de la forma a + bi donde
a y b son nimeros reales. El conjunto de todos los nimeros complejos
se representa por C, es decir

C={a+bi : a,beR}

Se dice que dos numeros complejos a + bi y ¢ + dv son iguales cuando
a=pyb=4d,

La suma y el producto de dos numeros complejos se definen res-
pectivamente por

(a+b)+(c+di) = (a+¢)+ (b+d)
(a+bt)(c+di) = (ac—bd)+ (ad + bc)i

Se adoptan las siguientes convenciones con el fin de simplificar el uso
de los ntmeros complejos:

* Los numeros complejos de la forma a + 07 se representan sim-
plemente por a. Es evidente que forman un subconjunto de C
algebraicamente idéntico a R. Por lo tanto, estos nimeros se
llamaran reales y podemos considerar que R C C.
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* Los nimeros complejos de la forma 0 + b: se representan simple-
mente por b: y se llaman imaginarios puros. (El nimero 0 + 0z,
aunque también responde a esta descripcion se representa por 0,
como en el primer caso.)

* El niimero 1 se representa por ¢ y se llama unidad imaginaria.
(También a + 1i se escribe simplemente como a + ¢.)

Para denotar niimeros complejos se suelen utilizar mas comiunmente
las letras z y w. Asi, 2 = a + bt quiere decir el numero complejo z de
la forma a + b, donde a y b son reales. Ademas, se utiliza la siguiente
terminologia:

* @ se llama la parte real de z y se escribe a = re(z)

* b se llama la parte imaginaria de z y se escribe b = 1m(z).

Veamos ahora que C, asi definido, tiene las propiedades que desea-
bamos.

Teorema 1.1 El conjunto C con las operaciones suma y producto de-
finidas arriba tiene estructura de cuerpo conmutativo.

Demostracion.- Las propiedades asociativa y conmutativa de la suma y
del producto y la distributiva se comprueban sin dificultad. El elemento
neutro de la suma es el nimero 0, ya que

(a+b)+0=(a+b)+(04+0:)=(a+0)+(b+0)i=a+ b

El opuesto de z = a + b1, —z, es —a + (—b)i (que escribiremos como
—a — br), el neutro del producto es el numero 1 y, finalmente, si z =
a+ bi # 0, su inverso, 2~ = ¢ + di, deberd cumplir que

zz7' =1 = (ac — bd) + (ad + bc)i
es decir,

ac—bd =
ad+bc = 0
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sistema lineal cuya solucion es

a d —b
C = ——— — ————
a2 + b2 a? + b2
es decir,
e a—b
Ca? 4 b2
Teorema 1.2 1> = (—1)? = —1.

Demostracion.- 1% = (0+1:)(0+17) = (0 — 1) 4+ (0 4+ 0)i = —1.
Ademas, sabemos que en cualquier cuerpo se verifica la regla de los
signos, luego (—i)> = -1 O

Nétese que este resultado era evidente puesto que desde él prac-
ticamente hemos construido el conjunto C. Asi, hemos obtenido las
raices cuadradas de —1 y de este resultado podriamos deducir las raices
cuadradas de cualquier nimero real (positivo o negativo) en C; hemos
pues alcanzado uno de los objetivos iniciales. Veamos a continuacién
como el resultado es aun mejor.

Teorema 1.3 @) Dado z € C, existe w € C de manera que w? =

(—w)? = 2.t

b) Toda ecuacion polinomica de sequndo grado admite raices com-
plejas.
Demostracion.- a) Sea z = a+ bi. Supondremos en principio que b > 0.
Buscamos un w = z + yi que verifique (z + y2)? = a + bi, es decir,
?—y? = a
2cy = b

Si elevamos estas dos expresiones al cuadrado y las sumamos, obtene-
mos

tw y —w se representan conjuntamente como /z 6 £+/z. Si z es un nimero real
positivo, entonces se representa como /z la raiz cuadrada positiva de . Dado que
en C no podemos hablar de niimeros positivos o negativos, no existe ninguna razén
objetiva para representar como /z a una u otra de las dos raices cuadradas de 2.
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ot 4yt — 2222 + 42%y? = (22 + y2)? = a? + B

luego

y puesto que z? —y? = a
2¢2 = a4+ Va®+ b2
292 = —a+Vat+b?

es decir,

\/a+\/a2+b2 +\/—a+\/a2+62,
3
2 2

=k (1.2)

y se comprueba facilmente la primera parte del teorema. (Se deja como
ejercicio para el lector la demostracién de los casos b< 0y b=0.)

b) Dada la ecuacién az? + bz + ¢ = 0, multiplicando por 4a y
sumando y restando convenientemente b?, podemos escribirla como:

(2az +b)* + 4ac—b* =0

de donde, despejando z, obtenemos la férmula clasica para la ecuacién
de segundo grado, que ahora sabemos que tiene soluciéon en C para
cualesquiera a, b, ¢ numeros reales o complejos. O

Ejemplo.- Calculemos las raices cuadradas de z = 1 + i. Segtn la

férmula (1.2)
Enfr==% [\/14’2‘/5“/_1;\/52}

Como la férmula (1.2) no parece sencilla de memorizar, podemos
repetir el proceso utilizado en la demostracién para llegar hasta las
raices pedidas:

(z+yi)’ =141 < 22—y’ +2zyi=1+41
= 2?—y’=1, 22y=1
= 2'4+yt—22%t=1,42% =1
= oyt oyt = (2 4y?)P =2
= 22 +y*=V2 (=2 no puede ser )
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2—y’=1,ent
y como z“ — y“ = 1, entonces,

z =44 1+2\/§ y=i\/——1;—\/§

y dado que 2zy = 1, z e y tienen el mismo signo, y se obtiene la misma
solucién?.

1.3. LoS NUMEROS COMPLEJOS Y LA GEOMETRIA

La suma de numeros complejos y el producto de un niimero complejo
por un nimero real dan a C estructura de espacio vectorial sobre R (de
hecho, todo cuerpo es siempre espacio vectorial sobre sus subcuerpos,
incluido él mismo). Ademas, es absolutamente trivial que la aplicacién

C R?
a+bt — (a,b)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

_ 1 eje tmaginario
bi T--—- ta+bi T #

T : T z4+w
1 i 1

7 el | His

Z | eje real
11 a 1 w

.n <+ ° a4~ bl <+
—(a+ b2)

Figura 1.1: Interpretaciéon geométrica.

Este isomorfismo nos permitird trasladar muchas propiedades del
plano euclideo R? a C. En primer lugar, podemos identificar el nimero

tPosteriormente veremos métodos mas rapidos para calcular raices.
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complejo a + bi con el punto (a,b) en un sistema plano de coordenadas
cartesianas rectangulares (véase en este sentido la figura 1.1). Por este
motivo, el conjunto C suele llamarse también plano complejo (obsérvese
la analogia con la expresién recta real).

Llamaremos eje real y eje imaginario a los ejes de coordenadas hori-
zontal y vertical respectivamente. Desde el punto de vista geométrico,
la suma se puede identificar con la suma de los vectores libres segtin
la clasica ley del paralelogramo. El opuesto viene también dado por el
vector opuesto, es decir el simétrico del punto (a,b) respecto al origen.

Por analogia con el plano euclideo, se define el médulo de un nimero
complejo como sigue:

Definicién 1.2 Dado z = a + bi € C definimos su médulo como el
numero real positivo \/a? + b%, que representaremos por | z |.

Geométricamente, | z | representa la longitud del vector (a, b), de la
cual conoce ya el lector muchas propiedades:

|z|> 0 VzeC

|z]|=0 siysélosiz=0

lz+w |<|z| + |w]| Vz,we C (desigualdad triangular)
|az|=]a||z| VYaeR VzeC

| —z|=|z| VzeC

lz—wl|>[lz]~wl|| VeweC

Otras propiedades del mddulo se enuncian en el préximo teorema. Es
conveniente introducir previamente la definicién del conjugado de un
numero complejo.

Definicién 1.3 El conjugado del nimero complejo z = a+bi se define
como zZ = a — bi.

El conjugado de z se representa graficamente por su simétrico res-
pecto al eje real (ver figura 1.1). Sus propiedades se resumen a conti-
nuacién junto con otras del médulo:
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Teorema 1.4 Dados dos nimeros complejos z y w,

W |2]=|7]
b) 27 =| 2 °

c) si z # 0 entonces z7} =|f—|2

dzFw =2z+w, z—w =2zZ—-0W, —w = —-W
e) zw0 = zZW, |zw|=|z||w|

flz=z

9 1=t =z7 zT=7"

La demostracion se deja como ejercicio para el lector. O

1.3.1. LA FORMA POLAR

Con el fin de dar un significado geométrico al producto de nimeros
complejos, resulta conveniente introducir las coordenadas polares en el
plano complejo (figura 1.2): sea z = a + b un nimero complejo no
nulo de médulo r y cuyo vector de posicién forma un angulo « con la
direccién positiva del eje real. Entonces, ¢ = rcosa, b =rsena y por
lo tanto,

z =r(cos a + isen ) (1.3)
La expresiéon 1.3 se denomina forma polar o trigonométrica de z.

Conocidos | z | y a, a partir de la expresién (1.3) podemos deter-

minar el nimero z. Reciprocamente, conocidos a y b, las partes real e

imaginaria de z, podemos calcular su médulo | z |= Va? + b2, pero el
angulo a no esta univocamente determinado por el sistema

= |z|cosa

= |z|senc

ya que dos numeros reales tienen el mismo seno y el mismo coseno
siempre que difieran en un multiplo entero de 27 (ver la figura 1.2).
Este hecho resulta de extraordinaria importancia en el estudio de las
funciones de variable compleja, por lo que vamos a tratarlo de forma
precisa.



12 Capitulo 1: Los niimeros complejos

4 4 T z

4+ T L
=N a /j_ a4+ 27
It ] } } R % i : : K: | } }

I
T
T

Mddulo y argumento de z Otro argumento de z

Figura 1.2: Forma polar de un nimero complejo.

Definicién 1.4 Dado el nimero complejo no nulo z = a+ bi, se llama
argumento de z al conjunto

Argz={a€R : cosa= %,
Cada elemento a € Argz se dice que es un argumento de z. Puesto
que en cada intervalo semiabierto de longitud 27 ([z — 7,z + 7[) exis-
te un unico elemento de Argz, representaremos a €éste por arg,z. Se
llama argumento principal de z al argumento que se encuentra en el
intervalo [—m, [, es decir al arg,, que representaremos sencillamente
por arg z.

Antes de seguir adelante con las propiedades del argumento, re-
calquemos que Argz es un conjunto de nimeros reales (de forma que
dos cualesquiera de ellos difieren en un multiplo entero de 27) y que
arg, z, arg z son elementos de aquel conjunto.’

Otra cuestion importante es que para el nimero 0 no tiene sentido
el concepto de argumento: desde el punto de vista geométrico, el vector

$También debemos sefialar que esta notacién no estd adoptada con carécter
general, cosa que el estudiante deberd tener en cuenta al consultar otros textos.
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de posicion se reduce a un punto, que no forma ningin angulo con el
eje real; desde el punto de vista analitico,

0=]0](cosa+isenc)
se verificaria para todo numero real a.

Ejemplo.- El nimero 1 + 7, cuyo médulo es v/2, se escribe en forma
polar como

V2(cos a + isen )

donde « es cualquier elemento del conjunto
Arg(1+i)={%+2k7r . keZ)

. L4 L3 s
siendo su argumento principal §.

Como ejemplos simples, podemos ver que el argumento principal
de los numeros reales positivos es 0 y el de los negativos —x, el de
- segin que la parte imaginaria sea

los imaginarios puros es 7 6 —7,
positiva o negativa respectivamente. La forma polar (1.3) de z suele

abreviarse escribiendo simplemente
2 =T, (1.4)
donde r =| z | y @ € Arg z, de forma que
ra=ry <= r=rya=f+2kr paraalgin k€ Z.

Ahora podemos entender el significado geométrico del producto de
nimeros complejos: sean z = r, y w = r5. Multiplicindolos obtene-
mos:

zw = r(cosa+isena)r’(cos B+ isenf3)
= rr'[(cos acos B —senasen f) + i(cosasen B + sena cos 3)]
= rr'[cos(a+ B) + isen(a+ B)]
= TToip

Es decir, para multiplicar dos numeros complejos, debemos multi-
plicar sus médulos y aumentar los argumentos de uno de ellos en un
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argumento del otro. Geométricamente, realizar en el plano una ho-
motecia de centro el origen de coordenadas y razén | z | y un giro de
amplitud un argumento de z. En particular, multiplicar por un numero
real positivo equivale a una homotecia y multiplicar por un complejo
de médulo unidad equivale a un giro. (Figura 1.3.)

AT

w2

Figura 1.3: Producto de dos niimeros complejos.

La expresion del producto en forma polar tiene otras consecuencias
importantes; por supuesto, permite sospechar las siguientes propieda-
des del argumento:

Teorema 1.5 Sean z y w dos nimeros complejos no nulos. Entonces,

Arg(zw) = Argz + Argw
Arg(z7")

Argz = —Argz
Arg(z/w) = Argz — Argw

= —Argz

El lector debe encargarse de demostrar este teorema: téngase en
cuenta que se trata de igualdades entre conjuntos. O

Por otro lado, es razonable pensar que la potenciacién y la extrac-
cién de raices deben simplificarse en forma polar. Efectivamente, si

Z =Ta,
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z = 1, = r(cosa + isena)
22 = r2, = r*cos2a + isen2a)
2" = r, = r*(cosna + isenna)

expresion que se conoce como formula de De Moivre. Su consecuencia
mas importante es la que sigue.

Teorema 1.6 Todo nimero complejo no nulo z = r, tiene ezacta-
mente n raices n-ésimas distintas, wg, Wy, ..., Wr_1, que vienen dadas
por

k
Wy = Yraigie = Yr [cos (ﬂ) + isen (ﬂ)] (1.5)
n n n

k=0,1,...,n—1

Demostracion.- Si aplicamos la formula de De Moivre a la expresién de
los wy obtendremos

(wi)" = (Tl/n):a_t%_w = Tat2kr = 2
n

Con lo que queda probado que todos los niimeros wy, son raices n-ésimas
de z.

Veamos a continuaciéon que son todos distintos: supongamos que
wy = wj; esto significa que

2k + 27
HmEZ/a+ A I 4 omn
n n

de donde
2km =27 + 2mnrw

o bien k — j = mn, es decir, k — j es miltiplo de n . Pero
0<kj<n—-1= —n+1<k—-j3<n-1

luego el tinico multiplo de n posible es £ — j = 0. En definitiva, k£ = ;.
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Finalmente, sélo queda por probar que las wy, son las tinicas raices
n-ésimas de z: observemos que las raices n-ésimas de z son las raices
del polinomio w™ — z, que por ser de grado n tiene a lo sumo n raices
distintas. O

El simbolo {/z representa las n raices n-ésimas de z.

Ejemplo.- Vamos a calcular las raices sextas de —1.

| =1|=1, arg(—1) = —7 — wi = 1(cos a;, + i sen ay,)
donde, a = %?k” k=0,1,2,...,5 es decir,

wo = cosF+isen T = Y= %
w, = cos I fisen? = i“ w3 le
w, = cosE -I— 1sen =& 3" = q ' ;
wy = cos =4 sen = "‘/25“ Wy Wo
wy = cosE e sen T = —

! 9§r —/3—i 5
ws = cos & -|—zsen s = 7 L

Notese que las raices n-ésimas se sitian en una circunferencia de
centro el origen de coordenadas y radio | z |, formando los vértices de
un poligono regular de n lados.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Los NUMEROS COMPLEJOS Y EL ALGEBRA

1.1 Determinar las partes real e imaginaria de los siguientes nimeros com-
plejos:
241 .
%, 62, (a + b1)2
-1

1.2 Hallar las dos raices cuadradas de 3 + 47,4 — 31y —i.

i, 1, 1414, (14+19)(1-1),

1.3 Completar la demostracién del teorema 1.3.

1.4 Hallar las raices de los siguientes polinomios:

a)’z2+z+1 b) 2zt +22+1 c) 22+ (3—-1)z -3¢



