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PROLOGO A LA «TEORiA DE LA ELASTICIDAD»

En esta edicion la teoria de la elasticidad se ha separado formando volumen
aparte, como se habia proyectado en el plan primitivo (el hecho de reunirla en
un sélo libro con la hidrodindmica se debié a causas puramente accidentales).

Junto con pequefias correcciones e insertos, se ha completado.la obra con un
nuevo capitulo acerca de la teoria macroscépica de las dislocaciones. Este capitulo
se ha escrito en colaboracién con A. M. Kosevich, Quisiera expresarle aqui mi
sincera gratitud por la ayuda que asi presto.

Doy las gracias también a G. I. Barenblatt, V. L. Ginzburg, M. A. Isakovich,
I. M. Lifshitz y a I. M. Shmushkevich por sus ttiles observaciones.

Al estudiar el libro dentro del «minimo tedrico» para fisicos tedricos, cabe
recomendar que se prescinda de los §§ 8, 9, 11-21, 25-31.

Diciembre de 1964 E. M. LiFsHITZ

DEL PROLOGO A LA MECANICA DE LOS MEDIOS CONTINUOS

... En el libro, escrito por fisicos y en primer lugar destinado a fisicos, nos han
interesado, naturalmente, cuestiones que de ordinario no se exponen en los: cursos
de teoria de la elasticidad; tales como, por ejemplo, ciertas cuestiones relativas
a la conductibilidad térmica y a la viscosidad de los sélidos, o toda una serie de
problemas de teoria de las vibraciones elasticas y de las ondas. A la- vez, tan sdlo
de manera muy sucinta hemos tocado un cierto numero de problemas especiales
(por ejemplo, complicados métodos matematicos de teoria de la elasticidad, teoria
de las céscaras, etc.), en los que, ademds, en modo alguno los autores pueden ser
considerados como especialistas.

1953 L. Lanpau, E. LiFsHITZ



ALGUNOS S{IMBOLOS UTILIZADOS

Densidad de materia o
Vector de desplazamiento u
.. 1 [ ou; ouy,
Tensor de deformacién v = X (8—)(1\ + 6—x,>
Tensor de tensiones oy,
Moddulo de compresion hidrostdtica K
Moédulo de extension (mddulo de Young) E
Coeficiente de Poisson o
Velocidades longitudinal y transversal del sonido c¢; y ¢, (para sus expresiones en
funcién de K, u, E, o, v. pag. 142).
Las cantidades K, u y E, o estdn ligadas por las formulas:

9Ku 3K—2u
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CapiTuLO |

ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIiA
DE LA ELASTICIDAD

§ 1. El tensor de deformacion

La reoria de la elasticidad estudia la mecdnica de los cuerpos solidos, considera-
dos como medios continuos (¥).

Bajo la accion de fuerzas aplicadas, los sdlidos se deforman, o sea, cambian de
forma y volumen, en mayor o menor grado. La deformacion de un cuerpo se describe
analiticamente de la siguiente manera. La posicion de cualquier punto del cuerpo
queda definida mediante su radio vector r (con componentes x; = X, Xy = J, X3 = Z
en cierto sistema de coordenadas. En general, cuando el sélido se deforma, cada
punto se desplaza. Consideremos un punto particular; sear su radio vector antes
de la deformacidn, r’ (con componentes x';) después dé la misma. El desplazamiento
de este punto debido a la deformacidn estd determinado por el vector r' —r, que
llamaremos u:

u = x';—x;. (1.1)

Al vector u se le denomina vector de desplazamiento. Las coordenadas x'; del
punto desplazado son, claro esta, funciones de las coordenadas x; del mismo punto
antes de desplazarse. En consecuencia, el vector u; es también funcion de las coorde-
nadas x;. Si se da u como funcidn de las coordenadas x;, la deformacion del cuerpo
queda totalmente determinada.

Cuando un cuerpo se deforma, varian las distancias entre sus puntos. Conside-
remos dos puntos muy proximos entre si. Si el radio vector que los une antes de la
deformacion es dx;, el radio vector que una los mismos puntos en el cuerpo defor-
mado serd dx; = dx;+du;. La distancia entre los puntos es:

dl = I/ dx'f+dx§+dx§

(*) Las ecuaciones fundamentales de la teoria de la elasticidad fueron establecidas por Cauchy y
Poisson en la década de 1820.
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y después de la deformacidn resulta:

dI' = |fdx' 2+dx' 2 4dx' 2
Utilizando la regla general de las sumatorias (*) podemos escribir:

di?2 = dx} dI"? = dx{? = (dx;+du;)>

du;
Substituyendo du; = ?—xL dx;, expresemos d/’> en la forma:
35
T R . I L S
=E axy, s oxy ox, kN

Como la sumatoria en el segundo término de la derecha se extiende sobre los subin-
dices i v k, podemos escribir:

61,{,' auk
‘a_x‘l— dX,‘ka = 'K dxia'xk.

En el tercer término intercambiamos los subindices i y /. Asi, d/'?> toma finalmente
la forma

dl'? = dI2+ 2uyy, dx; dxg, (1.2)

donde el tensor u;;. se define como

Uk =

2

1/0u; Oup Ou Ou
( ) (1.3)

0xy a_x, ox; Oxp

Estas expresiones dan la variacion de una longitud infinitesimal cuando el sdlido se
deforma.

El tensor u;;, recibe el nombre de tensor de deformacién. Vemos por su definicion
que se trata de un tensor simétrico, o sea:

Uik = Uki. (1.4)

(*) De acuerdo con la regla general, omitiremos en todas partes los signos de suma sobre indices
vectoriales y tensoriales; por todo par de indices repetidos (en una expresion dada) entenderemos, en todas
partes, suma sobre los valores 1, 2, 3.
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Ui

Este resultado se ha obtenido escribiendo en d/'? el término 2 dx; dx; en

Xk
la forma evidentemente simétrica

( aui+ auk) ded
—+t+— dx .
Oxp  0x; Y

Como se trata de un tensor simétrico, u;, puede ser diagonalizado en cualquier
punto. Esto significa que, en cualquier punto del sdlido, puede elegirse un sistema
de ejes coordenados — los ejes principales del tensor — de tal manera que solamente
las componentes diagonales u,,, Uy, y Usg del tensor sean diferentes de cero. Estas
componentes — llamadas valores principales del tensor de deformacién — se re-
presentardn en lo que sigue por u'V, u® y u®. Debe recordarse, sin embargo, que
si el tensor estd diagonalizado en un punto del cuerpo, en general no estard diagona-
lizado en otros.puntos del mismo.

Si el tensor de deformacidn estd diagonalizado en un punto, en sus proximidades
el elemento de longitud (1.2) serd:

dl'2 = (8¢k+2u¢k) dx; daxy
= (1+24) s+ (1 +2u®) dag? + (1 -+ 2u9) dicg2.

Vemos que esta expresion es la suma de tres términos independientes. En conse-
cuencia, la deformacion de un elemento de volumen puede considerarse compuesta
por deformaciones a lo largo de tres ejes mutuamente perpendiculares, los ejes
principales del tensor u;. Cada una de estas deformaciones es una dilatacion (o
contraccion) simple en la direccion correspondiente: la longitud dx,, medida a lo

largo del primer eje principal, se convierte en dx; = |/1+2u“’dx1;lo mismo ocurre

en los otros dos ejes. Por consiguiente, ]/1+2u‘”—1 es el alargamiento relativo
dx'; — dx;

( dx;
Casi siempre, en la prdctica, las deformaciones son pequefias. Esto significa
que la variacién de una longitud, comparada con la longitud misma, es pequeiia.
En otras palabras, los alargamientos relativos son pequefios comparados con la
unidad. En todo lo que sigue, consideraremos que las deformaciones son de este tipo.
Si un cuerpo estd sujeto a pequefias deformaciones, todas las componentes del
tensor de deformacion son pequeiias, porque sus elementos dan, como ya hemos
sefialado, las variaciones relativas de longitud en el cuerpo. Sin embargo, a veces
el vector de desplazamiento u; puede ser grande, atin para pequeflas deformaciones.
Consideremos, por ejemplo, el caso de una varilla larga y delgada. Aun en el caso

> a lo largo del i-ésimo eje principal.
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de una gran flexion, en la cual el extremo libre de la varilla se desplaza una dis-
tancia considerable, las tracciones y compresiones dentro de la varilla misma son
pequeiias.

Excepto en tales casos particulares (*), el vector de desplazamiento de una pe-
queiia deformacion también es pequeiio. En efecto, ninglin cuerpo « tridimensional »
(esto es, un sélido en el cual ninguna de las tres dimensiones es pequefia) puede
deformarse de tal manera que algunas partes de él se muevan considerablemente
sin que ocurran extensiones o compresiones importantes dentro del cuerpo.

En el capitulo 2 se discutird en detalle el caso de las barras delgadas. En todos
los demds casos, por consiguiente, u; es pequeiio para pequefias deformaciones y
podremos despreciar el ultimo término en la expresion general (1.3) por ser de segundo
orden de pequefiez. El tensor de deformacidn resulta, pues, para pequefias defor-
maciones:

u 1(6u¢+ auk)
k= sl=—+—].
E T 2\ o o (1.5)

Las dilataciones relativas de los elementos de longitud a lo largo de los ejes prin-
cipales del tensor (en un punto dado) resultan ser, salvo términos de orden superior:

l+2u(i)__l ~ u(i)
es decir, son directamente los valores principales del tensor uy,.

Consideremos un elementos de volumen infinitesimal dV y calculemos el volu-
men dV’ después de la deformacion. Para hacerlo, hagamos coincidir los ejes coor-
denados con los ejes principales del tensor en ¢l punto considerado. Los elementos
de longitud dx;, dx,, dx; a lo largo de estos ejes se convertirdn, después de la defor-

macion, en dx; = (1+u')dx,, etc. El volumen dV es el producto dx; dx,dx,,
mientras que dV’ serd dx’, dx’, dx’;, o sea, serd

dV’ = d[/(] +u(1)) (l Tu(z)) (] +u(:;)).
Despreciando términos de orden superior, obtenemos:
dV’ = dV(l +u" +u® 4u®),

La suma u"+u®++u'® de los valores principales de un tensor es, como es sabido,

(*) Entre los que figura, ademas de las deformaciones de las varillas delgadas, el de la flexion que
transforma una placa delgada en una superficie cilindrica.
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su invariante, igual a la suma de los elementos diagonales u;; = uy; +ugy+uz; en
cualquier sistema de coordenadas. Resulta pues:

dv’ = dr( +uy). (1.6)

Observemos que la suma de los elementos diagonales del tensor de deformacion es
igual al cambio relativo de volumen

dv'—dv
dv

A menudo es conveniente expresar las componentes del tensor de deformaciones
en coordenadas esféricas o cilindricas. Daremos aqui las férmulas que expresan
las componentes en términos de las derivadas del vector de desplazamiento en tales
coordenadas. En coordenadas esféricas r, 0, ¢ tenemos:

_ uy 1 Ou, u, 1 au,, Uy 0 u,

e = M= g T T = Teend o Ty SO
1 (ou 1 ou ou, u 1 oy,

2, = — ? —u, ct 6)+ S N TS s NP B Nl i

S ( a6 e rsend op ' or > T (1.7)

1 7 7
21, = e
rsenl op or r

En coordenadas cilindricas r, ¢, z:

ou, 1 ou, Uy ou,
Upp = g Wy == s Uy = 5
" or " r Op “ 0z
o — L ou, . ou,, . — ou, n ou,
i r o oz " 0z or’ (1.8)
oy — ou, u, 1 ou
i or r roop

§ 2. El tensor de tensiones

En un cuerpo que no se halla deformado, la distribucion de las moléculas corres-
ponde a su estado de equilibrio térmico. Todas las partes del cuerpo se hallan en
equilibrio mecdnico. Esto significa que si consideramos una porcion del sélido, la
resultante de las fuerzas que sobre ella actuan debidas a todaslas demds es cero.
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Cuando ocurre una deformacién, cambia la distribucion de las moléculas y el
cuerpo deja de encontrarse en su estado de equilibrio original. Aparecen entonces
fuerzas que tienden a llevarlo nuevamente al equilibrio. Estas fuerzas internas que
aparecen cuando el cuerpo se deforma se llaman tensiones internas. Si no hay defor-
macion, no existen tensiones internas.

Las tensiones internas se deben a las fuerzas moleculares, o sea, a las fuerzas de
interaccion entre las moléculas. Un hecho muy importante para la teoria de la elas-
ticidad es que estas fuerzas tienen un «radio de accién » muy corto. Su efecto se
extiende solamente a la vecindad de la molécula que la ejerce, hasta una distancia
del mismo orden que la distancia entre moléculas, mientras que la teoria de la elas-
ticidad, por ser una teoria macroscopica, sélo considera distancias grandes com-
paradas con las distancias intermoleculares. El « radio de accién » de las fuerzas
moleculares deberd tomarse, pues, como igual a cero en la teoria de la elasticidad.
Podemos decir, entonces, que las fuerzas que producen las tensiones internas son
fuerzas « de corto alcance ». Por consiguiente, las que ejercen sobre cualquier parte
del sdlido las partes vecinas, solo se ejercen sobre la superficie de dicha parte.

Debe hacerse aqui la siguiente salvedad: la afirmacion que precede no es vdlida
en el caso de materiales en los que una deformacién produce campos eléctricos
macroscopicos (materiales piroeléctricos y piezoeléctricos). Sin embargo, no discu-
tiremos el comportamiento de estas substancias en el presente volumen.

Consideremos la fuerza total que se ejerce sobre un volumen del cuerpo. Ante
todo, esta fuerza total es la suma de todas las fuerzas que actian sobre cada uno de
los elementos de volumen de la parte considerada, o sea, puede escribirse como la

integral de volumen |F dV donde F es la fuerza por unidad de volumen y FdV

la fuerza que se ejerce sobre el elemento de volumen dV. Por otra parte, las fuerzas
que los distintos elementos de la porcidn considerada ejercen unos sobre otros, se
anulan mutuamente en virtud de la igualdad de la accién y la reaccién. La fuerza
total requerida puede entonces considerarse como la suma de las fuerzas que ejercen
sobre el volumen en cuestion las porciones de solido que lo rodean. Pero, por lo
dicho anteriormente, estas fuerzas actiian sobre la superficie de la region considerada,
de modo que la fuerza resultante puede representarse como la suma dc las fuerzas
que se ejercen sobre todos los elementos de superficie, o sea, mediante una integral
de superficie.

Entonces, para cualquier porcion del sélido, cada una de las tres componentes

F; dV de la resultante de todas las tensiones internas puede ser transformada en
una integral de superficie. Por el andlisis vectorial sabemos que la integral de un
escalar en un volumen arbitrario puede transformarse en una integral sobre la super-
ficie si el escalar es la divergencia de algun vector. En nuestro caso, como tenemos
la integral de volumen de un vector, y no de un escalar, este vector debe ser la diver-
gencia de un tensor de segundo rango, o sea, F; tiene la forma:
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F— %%k @.1)

ox;,

Asi, la fuerza ejercida sobre cualquier volumen puede expresarse como una integral
sobre la superficie cerrada que limita dicho volumen (*):

a "
fFidV = f w dV = %(Sik dfk, (2.2)

axk

donde df; son las componentes del vector elemento de superficie df, dirigido, como
siempre, seguin la normal exterior de la superficie (**).

El tensor oy recibe el nombre de tensor de tensiones. Como vimos en (2.2),
gy, df;. es la i-ésima componente de la fuerza que actua sobre el elemento de super-
ficie df. Tomando elementos de superficie en los planos xy, yz, zx, encontramos
que la componente ;. del tensor de tensiones es la i-ésima componente de la fuerza
que actua sobre la unidad de drea perpendicular al eje x,. Por ejemplo, la fuerza
sobre la unidad de drea perpendicular al eje x normal a dicha drea (o sea, a lo
largo del eje x) es 04, y las fuerzas tangenciales (paralelas a los ejes y y z) son gy, y 0.

Es necesario hacer aqui la siguiente observacion respecto del signo de la fuerza
o, df,. La integral de superficie que aparece en (2.2) es la fuerza que actia sobre
el volumen encerrado por esa superficie, ejercida por las partes del cuerpo que lo
rodean. Reciprocamente, la fuerza que el volumen considerado ejerce sobre dicha
superficie es igual y de signo contrario. Asi, por ejemplo, la fuerza ejercida por las
tensiones internas sobre toda la superficie del cuerpo es

- § ik fs

donde la integral se toma sobre toda la superficie del cuerpo y df tiene la direccion
de la normal exterior al mismo.

Determinemos el momento de las fuerzas que actian sobre una porcidn del cuerpo.
El momento de la fuerza F puede escribirse como un tensor antisimétrico de segundo
rango, cuyas componentes son F;x; — F.x;, donde x; son las coordenadas del
punto donde se aplica la fuerza (t). Por consiguiente, el momento de las fuerzas

(*) Por el teorema de Green la integral sobre una superficie se transforma en una integral en el volu-
men encerrado por ella reemplazando el elemento de superficie df; por el operador d ¥(0/0x:).

(**) En realidad, para determinar la fuerza total que se ejerce sobre una porcién deformada del cuerpo
deberiamos integrar, no sobre las viejas coordenadas x; sino sobre las coordenadas x;” de los puntos del
cuerpo deformado. En correspondencia con esto también las derivadas en (2.1) deberian tomarse respecto
de x;’. Sin embargo, considerando que la deformacidn es pequeiia, las derivadas respecto de x; y x’; difieren
en cantidades de orden superior, de manera que las derivadas pueden tomarse respecto de las coordenadas x;.

() El momento de la fuerza F se define como el producto vectorial F x r; sabemos por andlisis
vectorial que las componentes de un producto vectorial forman un tensor antisimétrico de rango dos,
como estd escrito en el texto.
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que actuan sobre el elemento de volumen dV es (F;x, — Fpx;)dV, y el momento
que actia sobre todo el volumen es

My = [ (Fx,— Fox) dV.

Al igual que la fuerza total ejercida sobre un volumen cualquiera, este momento
puede expresarse como una integral sobre la superficie que rodea el volumen. Usando
la expresion (2.1) para F; obtenemos:

0 ]
Mik = f( O'ilxk = 0 x;) dV

oxy 0x;
o(oux, X 0 0
J‘ (caxy— orl Z)dV J‘(Gdﬂ - 5 _xi_) av.
0x; 0x;

En el segundo término observamos que la derivada de una coordenada respecto
de si misma vale uno y respecto de las otras vale cero (debido a que son variables

6)(/\.

independientes). Resulta entonces = d,;» donde Jy; es el tensor unidad;

la multiplicacion por oy da 0,40y = 0y, 050, = 03 En el primer término, el in-
tegrando es la divergencia de un tensor; por el teorema de Green, la integral de volu-
men puede transformarse en una de superficie. El resultado es:

My = § (ouxy — oxy) dff + f (04i — oy) dV.

Para que M;, sea expresable como una integral sélo sobre la superficie, el segundo
término debe ser idénticamente nulo, o sea, debe cumplirse que g;; — 0;; = 0, es
decir,

Otk = Oki. (2.3)

Llegamos asi a un resultado importante: el tensor de tensiones es simétrico. El mo-
mento de las fuerzas que actiian sobre una porcion del cuerpo es simplemente:

My = f(F wr— Frxg) dV = fﬁ(dnxk — opxg) dfy. (2.9)
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Es fdcil hallar el tensor de tensiones para un cuerpo que sufre una compre-
sion uniforme en todas direcciones (compresion hidrostdtica). En este caso, sobre
cada elemento unitario de superficie actia una presion de igual magnitud y con la
direccion de la normal interior al cuerpo. Si denotamos con p esta presién, sobre
el elemento df; actua una fuerza — p df;. Esta fuerza, en términos del tensor de ten-
siones, debe ser igual a oy, df;. Escribiendo — p df; = — p d;; df}, vemos que el
tensor de tensiones para la compresion hidrostdtica es

o = —pdi. (2.5)

Sus componentes no nulas son simplemente iguales a la presion.

En el caso general de una deformacion arbitraria, las componentes no diagonales
del tensor de tensiones tendrdn un valor distinto de cero. Esto significa que sobre
cada elemento de superficie no sélo actuard una fuerza normal a la misma, sino que
también aparecerdn tensiones tangenciales « de corte ». Estas tensiones tienden a
desplazar a los elementos de superficie paralelos, unos respecto de otros.

En el equilibrio, la resultante de las tensiones internas en cada elemento de volu-
men debe anularse, o sea, debemos tener F; = 0. Las ecuaciones de equilibrio para
un cuerpo deformado serdn entonces:

P, (2.6)
0x).

Si el cuerpo se halla en el campo gravitatorio, la suma F+pg de las tensiones inter-
nas y de la fuerza de gravedad (og por unidad de volumen) debe anularse; o es la
densidad (*) y g el vector de aceleracion de la gravedad, dirigido verticalmente hacia
abajo; en este caso la ecuacion de equilibrio es:

oy,
—— g =1, :
2%, + 08 (2.7)

Las fuerzas externas aplicadas sobre la superficie de un cuerpo (que habitual-
mente son la causa de las deformaciones) aparecen en las condiciones de contorno
de las ecuaciones de equilibrio. Sea P la fuerza externa por unidad de superficie
del cuerpo; una fuerza P df actuard sobre el elemento df. En el equilibrio deberd
ser anulada por la fuerza — o;; df;, producida por las tensiones internas que
actian sobre ese elemento de superficie. Por consiguiente, debe ser

Pi df_aikdfk =0.

(*) En sentido estricto, la densidad de un cuerpo cambia al deformarse. Sin embargo, para pequefas
deformaciones este efecto no tiene importancia, pues el cambio de densidad involucra cantidades peque-
nas de orden superior.
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Reemplazando df). por n, df, donde n, es un vector unitario en la direccion de la
normal externa a la superficie, obtenemos:

Cixty = Py (2.8)

Esta es la condicidn que debe satisfacerse en cada punto de la superficie de un cuerpo
en “equilibrio.

Obtendremos ahora una formula para el valor medio del tensor de tensiones
de un cuerpo deformado. Para hacerlo, multiplicamos la ecuacidn (2,6) por x;. e in-
tegramos en todo el volumen del cuerpo:

00, (o 0.
f L dV = fMdV—fcuﬁ“dV= 0.
0x; 0x;

sz

La primera integral de la derecha se transforma en una integral de superficie; en la

’ ox;.
segunda integral ponemos 8—" = 0,1. Resulta entonces:
)

(ﬁ o1 X}, dﬁ _,,“ Tipe dVv = 0.
Substituyendo (2.8) en la primera integral resulta
fﬁ Pix) df = J oy dV = Vg,

donde V es el volumen del cuerpo, y o, el valor promedio del tensor de tensiones
en todo el volumen. Como o, = gy, esta formula se puede escribir en la forma simé-
trica

1 ,
51 = o P(Pixi + Pox) o 2.9)

Resulta, pues, que el valor medio del tensor de tensiones puede hallarse inmediata-
mente a partir de las fuerzas externas que actuan sobre el cuerpo sin necesidad de
resolver las ecuaciones de equilibrio.

§ 3. Termodinamica de las deformaciones

Consideremos un cuerpo deformado y supongamos que se varia un poco la
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deformacion, de manera tal que el vector de desplazamiento u; cambia en una pe-

quefia cantidad du;; determinemos ahora el trabajo realizado por las tensiones in-
. 90 :

ternas en este cambio. Multiplicando la fuerza F; = a—”‘ por el desplazamiento
A Xy

ou; e integrando en todo el volumen resulta:

JéRdV:j a”" dup dV,

Xk

donde OR es el trabajo realizado por las tensiones internas, por unidad de volumen.
Integrando por partes, obtenemos:

00u;
fSR dv = §sz3ui dfk_fo'ik auz

dar.
Xk

Considerando un medio ilimitado no deformado en el infinito, podemos hacer ten-
der a infinito la superficie de integracion en la primera integral; entonces sobre
ella g;, = 0 y la integral se anula. La segunda integral, en virtud de la simetria del
tensor o, puede escribirse como:

SRAV = — s 88uk) av
f B —2 sz( Oxp  0x;

1 Ou; Ouy
——| oid —+——) dv
2f o (axk 0x;
= f ouduy dV.

Il

De este modo, hallamos:
SR = — oidusk. (3.1

Esta formula nos da el trabajo realizado al variar el tensor de deformacion.

Si la deformacion de un cuerpo es suficientemente pequefia, éste retorna a su
estado inicial cuando dejan de actuar las fuerzas externas que originaron la defor-
macion. A este tipo de deformaciones se las llama eldsticas. Cuando las deformacio-
nes son grandes. al suprimir las fuerzas externas la deformacion no desaparece total-
mente; queda una deformacion residual y el estado final del cuerpo no coincide
con el estado en el cual se hallaba antes que se aplicasen las fuerzas. Estas defor-
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maciones se conocen con el nombre de pldsticas. A continuacion, sélo estudiaremos
las deformaciones eldsticas.

Supondremos, ademads, que el proceso de deformacion ocurre tan lentamente
que el cuerpo estd en equilibrio termodindmico con el medio exterior en todo ins-
tante. (Esta hipOtesis casi siempre estd justificada en la préctica.) El proceso serd
entonces termodindmicamente ‘reversible.

A continuacion referiremos las magnitudes termodindmicas como la entropia S,
la energia interna & etc., a la unidad de volumen (*) (y no a la unidad de masa
como en la mecdnica de los fluidos) y las representaremos por letras maytsculas.

Un cambio infinitesimal d& en la energia interna es igual a la diferencia entre
el calor adquirido por el volumen unitario considerado y el trabajo dR realizado
por las tensiones internas. Para un proceso reversible, la cantidad de calor es TdS,
donde T es la temperatura. Asi, pues, d & = TdS — dR; si utilizamos para dR
la expresion dada por (3.1), obtenemos:

d& = TdS+ oy duyy. 3.2)
Esta es la relacion termodindmica fundamental para cuerpos deformados.
En la compresion hidrostdtica, el tensor de tensiones es o, = — pdy;. (2.5). En
este caso:
iy, duy, = — poy, duy, = — p duy;.

Hemos visto, sin embargo (v. 1.6), que la suma u;; es el cambio relativo de volumen
debido a la deformacion. Si consideramos un volumen unitario, u; es simplemente
la variacion de ese volumen y du;; es el elemento dV de esta variacion. La relacion
termodindmica toma entonces su forma habitual:

d€ = TdS—pdV.

Introduciendo la energia libre del cuerpo F= &— TS, escribimos la relacidn
(3.2) en la forma:

dF = —SdT+ oy duix (3.3)

(*) Debe senalarse lo siguiente: En general el volumen unitario, antes y después de la deformacién
contiene diferente cantidad de materia. Nosotros referiremos siempre las magnitudes termodiniamicas
al volumen unitario del cuerpo no deformado; o sea, a la cantidad de materia contenida en su interior,
que, a su vez, puede ocupar un volumen diferente luego de la deformacion. De acuerdo con esto, por
ejemplo, la energia total del cuerpo se obtiene siempre integrando & ¢n el volumen del cuerpo no defor-
mado
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Finalmente, el potencial termodindmico @ se define por

O=8E-TS—- CixUix = F- CikUik. (3.4)

Esta es una generalizacién de la expresion usual ® = & — TS+pV (*). Substitu-
yendo (3.4) en (3.3) obtenemos:

d® = —SdT—u,;; doy. (3.5)

Las variables independientes en (3.2) y (3.3) son S, uy y T, u;, respectivamente.
Las componentes del tensor de tensiones pueden obtenerse derivando & o F res-
pecto de las componentes del tensor de deformaciones, a entropia constante o a
temperatura constante, respectivamente:

o0& oF
Oy = (—) = (—) : (3.6)
Ouyy /s Ouy. /1
Andlogamente, derivando @ respecto de las componentes o;;,, obtenemos las com-
ponentes u;,:
oo
um=—( )_ (3.7)
doy |1

§4. Ley de Hooke

A fin de poder aplicar las formulas generales de la termodindmica a cualquier
caso particular de deformacidn, debemos conocer la energia libre F del cuerpo como
funcidn del tensor de deformaciones. Esta expresion se obtiene facilmente teniendo
en cuenta que las deformaciones son pequeiias y, de acuerdo con esto, desarrollando
la energia libre en serie de potencias de u;;. Por ahora, consideraremos solamente
el caso de cuerpos isétropos. Los resultados correspondientes a cristales se ob-
tendrdn mds adelante, en el § 10.

Al considerar un cuerpo deformado que se encuentra a cierta temperatura (la
misma para todo el cuerpo), tomaremos como estado no deformado el del cuerpo
en ausencia de fuerzas externas y a la misma temperatura; esta condicion es nece-
saria teniendo en cuenta la existencia de la dilatacion térmica (§ 6). Entonces, para

(*) Para la compresion hidrostdtica, la expresion (3.4) se convierte en ® = F+pui; = F+p(V — V),
donde V' — ¥, es el cambio de volumen que ‘resulta de la deformacién. Vemos, pues, que la definicion
de @ dada aqui difiere de la definicion usual ® = F+pV en la cantidad — pV,.
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. - s oF
uy. = 0 las tensiones internas también son cero, o sea ¢y, = 0. Como oy, = —— ,
Uik
vemos que en el desarrollo en serie de F en potencias de u;, no podran aparecer
términos lineales.

Ademds, como la energia libre es un escalar, cada término del desarrollo de F
debe ser también un escalar. Con las componentes del tensor simétrico u;; se pueden
formar dos escalares independientes de segundo grado: éstos pueden ser, por ejem-
plo, el cuadrado % de la suma de los elementos diagonales y la suma %, de los cua-
drados de todas las componentes del tensor u;.. Por consiguiente, desarrollando F
en potencias de u;;, tenemos, hasta el segundo orden, una expresién de la forma:

Ao ;
F=Fy+ —u, + pud @)

Esta es la expresion general para la energia libre de un cuerpo isétropo deformado.
Las cantidades 1 y u se llaman coeficientes de Lamé.

Hemos visto en § 1 que el cambio de volumen estd dado por la suma u;;. Si esta
suma es cero, entonces no cambia el volumen durante la deformacion y sélo se
produce un cambio de forma. Tales deformaciones en las que no varia el volumen,
se llaman deformaciones de corte.

El caso opuesto es aquél en que’la deformacidn produce un cambio de volumen,
pero sin cambiar la forma del cuerpo. Cada elemento de volumen en tal deformacion
retiene su forma. Veremos luego que el tensor para esta deformacion es u;;, = cons-
tante X d;.. Esta deformacion se llama compresién hidrostdtica.

Cualquier deformacién puede representarse como la suma de un corte o desliza-
miento y una compresion hidrostdtica. Para hacerlo basta utilizar la identidad:

wix = (wix— 38ixun) + 40uun. 4.2)

El primer término de la derecha es evidentemente un corte puro, porque la suma de
sus términos diagonales es cero (recordemos que d;; = 3). El segundo término es
una compresiéon hidrostdtica.

Como expresion general de la energia libre de un cuerpo isétropo deformado, es
conveniente reemplazar (4.1) por otra formula, utilizando esta descomposicion de
una deformacion arbitraria en un corte puro y una compresion hidrostdtica. Tome-
mos como escalares independientes de segundo grado las sumas de los cuadrados
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de las componentes de los términos primero y segundo de (4.2). F serd entonces (*):

I, ¢ K,
F:,u,(u“\.—T (5,-kuu> = 7 e (43)

Los coeficientes Ky u se llaman mddulo de compresion hidrostdtica y médulo de rigidez,
respectivamente. K estd relacionado con los coeficientes de Lamé por la expresion:

K = A 3p. ()

Como es sabido, en el estado de equilibrio termodindmico, la energia libre es mi-
nima. Si no actuan fuerzas externas sobre el cuerpo, F como funcién de u;, debe
tener un minimo para u; = 0. Esto significa que la forma cuadratica (4.3) debe
ser positiva. Si el tensor u;, es tal que uy = 0, sélo queda en (4.3) el primer término;
si, por otra parte el tensor es de la forma u;;, = constante x 0y, sélo queda el se-
gundo término. Vemos en consecuencia que una condicidn necesaria (y, evidente-
mente, suficiente), para que la expresion (4.3) sea positiva, es que ambos coeficientes,
K y u, lo sean. Resulta, pues, que los médulos de compresién y rigidez son ambos
positivos.

K>0,p>0. (4.5)

Ahora, utilizaremos la ecuacién termodindmica (3.6) para determinar el tensor

de tensiones. Para calcular las derivadas escribiremos la diferencial total dF

Ui,
(a temperatura constante). Tenemos:

dF = Kuy duy+ 2p(usr— undix) d(uik — 3undir)-

En el segundo término, el producto del primer paréntesis por d;, es cero. con lo que
resulta:

1 :
dF = Kuu dLl” —+ 2‘l.l. (Ll“\. == -3 un (),-k) duik

o. reemplazando du; por d;, duy,

(*) El término constante F, es la energia libre del cuerpo no deformado y no presenta particular
interés. Por simplicidad, lo omitiremos y tomaremos para F la energia libre de la deformacién o, como
suele llamarsela, la energia libre elastica.



