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PREFACIO

Resumiendo las caracteristicas de su contenido podemos decir que este noveno
volumen del Curso de Fisica Tedrica trata de la teoria cudntica del estado conden-
sado de la materia. Se inicia con una exposicion detallada de la teoria de los liquidos
cudnticos de Bose y Fermi. Esta teoria, establecida por L. D. Landau a partir de los
descubrimientos experimentales de P. L. Kapitza, constituye ahora una rama inde-
pendiente de la fisica tedrica. Su importancia reside no sélo en los notables fenémenos
que se presentan en los isétopos liquidos del helio, sino en el hecho de que los conceptos
de un liquido cudntico y su espectro son esencialmente el fundamento de la descrip-
cién cudntica de los cuerpos macroscdpicos.

Por ejemplo, un entendimiento completo de las propiedades de los metales implica
el tratamiento de los electrones como un liquido de Fermi. Sin embargo, las propie-
dades del liquido electrénico son complicadas por la presencia de la red cristalina
y para el desarrollo de la teoria es necesario como etapa preliminar el estudio del
caso mds simple de un liquido homogéneo isotrépico. De igual modo, la superconduc-
tividad de los metales, que puede considerarse como la superfluidez del liquido electrd-
nico, es dificil de entender claramente sin un conocimiento previo de la teoria mds
simple de la superfluidez en un liquido de Bose.

El enfoque mediante la funcion de Green es una parte indispensable del formalismo
matemdtico de la fisica estadistica moderna. No sélo por la conveniencia del cdlculo
de las funciones de Green por la técnica de diagramas, sino especialmente por el hecho
de que las funciones de Green determinan directamente el espectro de las excitaciones
elementales del cuerpo y por tanto, constituyen el lenguaje que ofrece la descripcion
mds natural de las propiedades de estas excitaciones. Por ello, en este volumen se ha
dedicado una atencion considerable a los problemas metodolégicos en la teoria de las
Jfunciones de Green de los cuerpos macroscdpicos. Aunque las ideas bdsicas del método
son las mismas para todos los sistemas, la forma especifica de la técnica diagramdtica
es diferente en cada caso. Es, en consecuencia, natural el desarrollo de estos métodos
para los liquidos cudnticos isotrdpicos, en donde la esencia del procedimiento se ve
en su forma mds pura, sin las complicaciones que surgen de la inhomogeneidad espa-
cial, la presencia de mds de un tipo de particulas, etc.

Por razones semejantes, la teoria macroscopica de la superconductividad viene
descrita por el modelo simple de un gas isotrépico de Fermi con interaccion débil,
prescindiendo de las complicaciones debidds a la presencia de la red cristalina y a la
interaccién de Coulomb.

En cuanto a los capitulos que tratan de los electrones en la red cristalina y de la
teoria del magnetismo, debemos insistir en que este libro es parte de un curso de fisica
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tedrica y de ningin modo intenta ser un texto de teoria del estado sdlido. En conse-
cuencia, sélo se discuten aqui los tdpicos mds generales y no se hace ninguna referen-
cia a los problemas que llevan consigo el uso de resultados experimentales especificos
ni a los métodos de cdlculo que no tienen una evidente base tedrica. Ademds este volu-
men no incluye las propiedades de transporte de los sélidos, de las cuales trataremos
en el siguiente y ultimo volumen del Curso.

Finalmente este libro discute también la teoria de las fluctuaciones electromagné-
ticas en medios materiales y la teoria de las fluctuaciones hidrodindmicas. Laprimera
se incluyo previamente en el volumen 8, Electrodindmica de los medios continuos.
Su transferencia al presente volumen es una consecuencia de la necesidad del uso de
las funciones de Green con lo cual la teoria completa puede simplificarse y hacerse
mds conveniente en sus aplicaciones. También es mds razonable tratar en el mismo
volumen las fluctuaciones electromagnéticas e hidrodindmicas

Este es el volumen 9 del Curso de Fisica Tedrica (la parte 1 de la Fisica estadis-
tica es el volumen 5). La ldgica de la distribucion es que los tdpicos tratados aqui
estdn intimamente relacionados con los de la mecdnica de fluidos (volumen 6) y la
electrodindmica macroscdpica (volumen 8).

L. D. Landau no se encuentra entre los que han escrito realmente este libro. Pero
el lector observard fdcilmente la frecuencia con que aparece su nombre en el mismo:
una parte considerable de los resultados dados aqui son debidos a él, solo o con sus
alumnos y colegas. Nuestra asociacion con Landau durante muchos afios nos permite
pensar que hemos reflejado exactamente sus puntos de vista en estos temas, aunque
naturalmente se han tenido en cuenta los desarrollos habidos en los 15 afios transcu-
rridos desde que su trabajo concluyé trdgicamente.

Deseamos expresar aqui nuestro agradecimiento a A. F. Andreev, 1. E. Dzyalo-
shinskii e I. M. Lifshitz por muchas de las discusiones sobre temas de este libro. Una
gran ayuda ha sido el libro bien conocido Quantum Field Theoretical Methods in
Statistical Physics (Pergamon, Oxford 1965) de A. A. Abrikosov, L. P. Gor’kov
e I. E. Dzyaloshinskii, uno de los primeros textos en la bibliografia de fisica relacio-
nados con los nuevos métodos de fisica estadistica. Por ultimo, agradecemos a L. P.
Gor’kov y Yu. L. Klimontovich por la lectura del libro en su etapa de manuscrito
Yy Sus numerosos comentarios.

E. M. LiFsHITZ
L. P. PiTAEvSKIi



NOTACION

Los subindices que se asignan a los vectores utilizan letras latinas i, k,... Los subindices del
spin se designan con las letras griegas «, f3,... La operacién de sumar aparece implicada en todos
los subindices que aparezcan repetidos.

Los «4-vectores» [ver la nota a pie de pagina correspondiente a la ecuacién (13.8)] se designaran
con letras mayusculas X, P,...

Elemento de volumen dV o d3x.

Limite al tender a cero desde arriba o desde abajo + 0 o —O.

Los operadores se designan mediante un acento circunflejo.

Hamiltoniano A, A'=H — uN.

Operador perturbacién 7.

Operadores ¥ en la representacién de Schrodinger(), ¥*; en la representacién de Heisenberg
W P+ en la representacion de Matsubara Yum Pu,

Funciones de Green G, D.

Las magnitudes termodindmicas se designan del mismo modo que en la Parte 1, por ejemplo,
T temperatura, V volumen, P presioén, u potencial quimico.

Campo magnético H; induccién magnética B; campo magnético externo 9.

Referencias a otros volimenes anteriores del curso de Fisica Te6rica:

Mecdnica = Vol. 1 (Mecdnica).

Campos = Vol. 2 (Teoria cldsica de campos).

MC = Vol. 3 (Mecdnica Cudntica).

TCR = Vol. 4 (Teoria Cudntica Relativista).

Parte 1 = Vol. 5 (Fisica Estadistica, Parte 1).

MF = Vol. 6 (Mecdnica de Fluidos).

EMC = Vol. 8 (Electrodindmica de Medios Continuos).

Todos estan publicados por la Editoral Reverté.
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LIQUIDO NORMAL DE FERMI

§ 1. Excitaciones elementales en un liquido cuintico de Fermi

A temperaturas tan bajas que la longitud de onda de Broglie correspondiente al
movimiento térmico de los 4tomos en un liquido resulte comparable con las distan-
cias existentes entre los 4&tomos, las propiedades macroscopicas del liquido estan de-
terminadas por los efectos cuanticos. La teoria de dichos liquidos cuanticos es de un
interés fundamental considerable, aunque en la naturaleza sélo existan dos de ellos
que sean realmente liquidos; son los liquidos correspondientes a los is6topos He?
y Het del helio a temperaturas ~ 1 — 2 K. Todas las demdas sustancias solidifican
mucho antes de que empiecen a resultar importantes en ellos los efectos cuénticos.
En conexién con este punto puede recordarse que de acuerdo con la mecanica
clasica, todos los cuerpos deberian ser sélidos en el cero absoluto (ver Parte 1, § 64).
Sin embargo, el helio debido a la interaccién peculiarmente débil que existe entre
sus atomos, permanece liquido hasta temperaturas suficientemente bajas para que
se hagan notar los efectos cuanticos, de tal modo que no es necesario que llegue
a solidificar.

El calculo de las magnitudes termodindmicas paraun cuerpo macroscopico exige
el conocimiento de su espectro de niveles de energia. En un sistema de particulas
fuertemente interactivas tal como un liquido cuéntico, podemos referirnos, como
es natural, sélo a aquellos niveles que corresponden a estados estacionarios del
liquido total, y no a estados de los atomos individuales. Al calcular la funcién de
particién a temperaturas suficientemente bajas, hemos de tener en cuenta tinica-
mente los niveles de energia débilmente excitados del liquido, los cuales estan bas-
tante préximos al estado fundamental.

El extremo siguiente tiene una importancia fundamental en toda la teoria. En
mecénica cuantica, cualquier estado débilmente excitado de un cuerpo macrosco-
pico puede considerarse como un conjunto de excitaciones elementales separadas.
Estas se comportan como cuasiparticulas que se mueven dentro del volumen ocii-
pado por el cuerpo y que poseen energias ¢ e impulsos p definidos. Una caracteris-
tica importante del espectro energético del cuerpo es la forma de la funcién &(p),
o relacion de dispersion para las excitaciones elementales. Debe resaltarse de nuevo
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que el concepto de excitaciones elementales surge como un procedimiento de des-
cripciéon mecénica-cudntica del movimiento colectivo de los 4tomos de un cuerpo
¥y que no pueden identificarse las cuasiparticulas con los 4&tomos o moléculas indi-
viduales.

En los liquidos cuanticos pueden en principio existir diversos tipos de espectros
de energia. Existirdn también propiedades macroscdpicas completamente diferentes
que dependeran de la clase del espectro. Empezaremos considerando un liquido
con un espectro que muy bien podria denominarse de tipo Fermi. La teoria de dicho
liquido de Fermi se debe a L. D. Landau (1956-58), quien dedujo los resultados
que se van a resumir en §§ 1-4.1

El espectro de energia de un liquido cuantico de Fermi tiene una estructura que
en cierta medida es semejante a la de un gas de Fermi ideal (de particulas con spin ).

. El estado fundamental de este Gltimo corresponde a la ocupacion por las particulas
de todos los estados contenidos dentro de la esfera de Fermi, que es una esfera en
el espacio de los impulsos cuyo radio p esté relacionado con la densidad del gas N/V
(ntimero de particulas por unidad de volumen) por la expresién

NIV = 2-4mp}[3(2nh)®
= p}/3nh3; (1.1)

ver Parte 1, § 57. Los estados excitados del gas aparecen cuando las particulas pasan
desde estados del interior de la esfera ocupada a algin otro estado con p > pg.

Como es natural, en un liquido no existen estados cuanticos para las particulas
individuales, de modo que para construir el espectro de un liquido de Fermi debemos
partir de la hipétesis de que la clasificacion de los niveles de energia permanece
invariable cuando se «conectan» gradualmente las interacciones entre los 4tomos,
es decir cuando pasamos del gas al liquido. En esta clasificacidn, el papel de particu-
las de gas lo juegan las excitaciones elementales (cuasiparticulas), cuyo numero es
igual al nimero de 4tomos y que obedecen a la estadistica de Fermi.

Es evidente que dicho espectro sélo puede aparecer en un liquido de particulas
con spin semientero: el estado de un sistema de bosones (particulas con spin entero)
no puede describirse en funcién de cuasiparticulas que obedecen la estadistica de
Fermi. Al mismo tiempo debe resaltarse que un espectro de esta clase no puede
ser una propiedad universal de todos los liquidos de esta clase. El tipo de espectro
depende también de la naturaleza especifica de la interaccién entre los atomos.
Esto resulta evidente a partir de la consideracién siguiente: si la interaccién es tal
que tienda a asociar los 4tomos en parejas, entonces en el limite obtenemos un li-
quido molecular compuesto de particulas (moléculas) con spin entero para el cual
es ciertamente imposible la existencia del espectro que estamos considerando.

t Para anticiparnos a cualquier dificultad, podemos mencionar aqui que para evitar malas interpre-

taciones nos estamos refiriendo a un liquido de Fermi no superfluido (normal), como es el caso del isétopo
liquido He?, con la reserva hecha en la tercera nota a pie de pagina a § 54.



Ligquido normal de Fermi 3

Cada una de las cuasiparticulas tiene un impulso definido p (volveremos mas
adelante a considerar la validez de esta afirmacién). Sea n(p) la funcién de distri-
bucién de los impulsos de las cuasiparticulas, normalizada mediante la condicién

J'n dv = NIV, dv = d/(2nh);

esta condicién se hard mis precisa en su momento. El principio de clasificacién
mencionado anteriormente consiste en suponer que, si se especifica esta funcion,
la energia E del liquido queda univocamente determinada y que el estado funda-
mental corresponde a una funcién de distribucién en la que todos los estados estan
ocupados dentro de la esfera de Fermi, cuyo radio p, est relacionado con la den-
sidad del liquido mediante la misma férmula (1.1) que es valida para un gas ideal.

Es importante subrayar que la energia total E del liquido no es simplemente la
suma de las energias ¢ de las cuasiparticulas. En otras palabras, E es una magnitud
funcional de la funcién de distribucién que no se reduce a la integral [ ne dv (como
ocurre en el caso de un gas ideal, en donde las particulas coinciden con las particu-
las reales y no interaccionan entre sf). Puesto que el concepto primario es E, se plan-
tea la cuestion de cémo hay que definir la energia de las cuasiparticulas, para tener
en cuenta su interaccion.

Con este objetivo, consideremos la variaciéon que experimenta E debida a un
cambio infinitesimal de la funcién de distribucién. Esti claro que puede definirse
como la integral de una expresion lineal respecto a la variacién on, es decir, tiene
la forma

OE|V = _" &(p)on dr.

La magnitud ¢ es la derivada funcional de la energia E respecto a la funcién de dis-
tribucion. Corresponde a la variacion de la energia del sistema cuando se adiciona
una sola cuasiparticula con impulso p. Esta magnitud juega el papel de la funcién
de Hamilton de una cuasiparticula en el campo de las deméas cuasiparticulas. Es
también una funcional de la funcién de distribucidn, es decir, la forma de la fun-
cidn ¢(p) depende de la distribucién de todas las particulas en el liquido.

En conexién con esto debe sefialarse que una excitacion elemental en el tipo
de espectro considerado puede considerarse en cierto sentido como un atomo si-
tuado en el campo autoconsistente de los demas 4tomos. Esta autoconsistencia no
ha de entenderse, como es natural, en el sentido usual de la mecanica cuintica.
Aqui su naturaleza es mas profunda; el hamiltoniano del 4tomo se ve modificado
no sélo lo previsto para tener en cuenta el efecto de las particulas que la rodean
sobre la energia potencial, sino también la dependencia del operador de energia
cinética sobre el operador del impulso.

Hasta ahora hemos ignorado el posible spin de las cuasiparticulas. Puesto que
el spin es una magnitud cudntica, no puede tratarse clasicamente y, por consiguiente,
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debemos considerar la funcién de distribucion como una matriz estadistica respecto
al spin. La energia ¢ de una excitacion elemental no es en general sélo una funcién
del impulso sino que es también un operador respecto a las variables de spin, que
puede expresarse en funcién del operador del spin de la cuasiparticula S. En un
liquido homogéneo isétropo (no en el interior de un campo magnético ni ferromag-
nético) el operador § sélo puede aparecer en la funcidn escalar ¢ en la forma de los
escalares §2 y (8.p)?; es inadmisible la primera potencia del producto §'p puesto
que el vector spin es un vector axial y, por tanto, este producto es un pseudoescalar.
El cuadrado 8 = s(s + 1) y en el caso del spin s = } el escalar (8.p)* = p?/4 se
reduce también a una constante independiente de S. Asi pues, en este caso la energia
de una cuasiparticula es independiente del operador de spin y todos los niveles
energéticos de las cuasiparticulas tienen una degeneraciéon doble.

La afirmacién de que una cuasiparticula posee spin expresa esencialmente el
hecho de que existe esta degeneracion. En este sentido podemos decir que el spin
de las cuasiparticulas en un espectro del tipo considerado es siempre %, cualquiera
que sea el spin de las particulas reales del liquido. En efecto, en el caso de cualquier
otro spin diferente de 4 los términos de la forma (8.p)* originarian una descomposi-
cién de los niveles con degeneracion (2s + 1) en %(2s 4 1) niveles doblemente
degenerados. En otras palabras, aparecerian 4(2s 4 1) ramas diferentes de la fun-
cién &(p), correspondiendo cada una de ellas a «cuasiparticulas con spin 4».

Como ya se ha mencionado, cuando se tiene en cuenta el spin de las cuasiparticu-
las, la funcién de distribucién se transforma en una matriz o un operador 7(p) res-
pecto a las variables de spin. Este operador puede escribirse explicitamente como
una matriz estadistica hermitica n,(p), en donde a y f son indices de la matriz
de spin que toman los valores + 4. Los elementos diagonales de la matriz determi-
nan el nimero de cuasiparticulas que pertenecen a estados de spin particulares. La
condicion de normalizacién para la funcién de distribucion de las cuasiparticulas
debe escribirse ahora, por consiguiente, en la forma

tr {fide = [ne dv = NIV, dv= dp/(2nh), 1.2)

en donde tr designa la traza de la matriz respecto a los indices de spin.t
La energia & de la cuasiparticula es en general también un operador (una matriz
respecto a las variables de spin). Debe definirse mediante

SEIV =tr [ & 0hdr = [ cup Onp, du. (1.3)

Si no existe ninguna dependencia o relacion entre la funcién de distribucién
y la energia con el spin, de modo que 7, y &, se reducen a matrices unidad:

Hep = naaﬁs Eup = 861/3’ (14)

t En esta expresion y en todas las siguientes, la repeticion de indices implica la suma, como es usual.



Liquido normal de Fermi 5

entonces la operacién de obtener la traza en (1.2) y en (1.3) equivale a multiplicar
simplemente por 2:

2 (nde=N/V, OEIV=2[eéndr (1.5)

Es fécil ver que en el equilibrio estadistico la funcién de distribucidn de las cuasi-
particulas es una distribucién de Fermi ordinaria, en la cual la energia esti repre-
sentada por la magnitud & definida en (1.3). En efecto, como los niveles de energia
del gas de Fermi ideal y del liquido se clasifican del mismo modo, la entropia S
del liquido se determina mediante una expresién estadistica semejante

S|V = —tr [{alog i—(1—#) log (1—A)} dr (1.6)

a la correspondiente a un gas (Parte 1, § 55). Variando esta expresién con las con-
diciones adicionales de nimero de particulas total constante y energia total cons-
tante,

SNJV = tr [dadt =0, OE[V =tr[&dndv=0,
obtenemos la distribucién buscada:
A= [eGMIT+1]71, 1.7y
siendo y el potencial quimico del liquido.

Cuando la energia de la cuasiparticula es independiente del spin, la férmula
(1.7) equivale a una relacion andloga entre n y &:

n = [ee=wT+1]71, (1.8)

A T = 0, el potencial quimico es igual a la energia limite que corresponde a la super-
~ ficie de la esfera de Fermi:

[plr=0 = er = &(pr). 1.9y

Debe resaltarse que, a pesar de la analogia formal entre la expresién (1.8) y la dis-
tribucién de Fermi ordinaria, no es idéntica a la tltima: puesto que la propia &
es una funcional de n, la férmula (1.8) es hablando estrictamente una expresidn
implicita complicada de n.
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Volvamos ahora a la hipétesis de que puede asignarse a cada cuasiparticula un
impulso definido. La condicién precisa para que sea valida esta hipdtesis es que la
incertidumbre del impulso (debido al recorrido libre medio finito de la cuasiparticula)
sea pequefia no sélo en comparacion con el propio impulso, sino también en rela-
cién con la anchura 4p de la «zona de transicién» de la distribucién, en la que di-
fiere apreciablemente de una funcién escaldn:f

0(p) = 0(p) = 1 Para p < pp, (1.10)
=0 para p > pp. '

Es facil ver que se satisface esta condicién si la distribucién n(p) difiere de (1.10)
s6lo en una pequeiia regién cerca de la superficie de la esfera de Fermi. Esté claro,
por el principio de Pauli, que Gnicamente las cuasiparticulas que se encuentran en
la zona de transicién de la distribucién pueden sufrir el scattering o dispersién
mutua, como resultado del cual deben aparecer estados libres en dicha zona. De
aqui que la probabilidad de la colisién sea proporcional al cuadrado de la anchura
de la zona. De acuerdo con ello, la incertidumbre en la energia y, por consiguiente,
en el impulso de la cuasiparticula son ambas proporcionales a (Ap)‘Z. Por consiguiente
resulta claro que, cuando 4p es suficientemente pequefia, la incertidumbre en el
impulso sera pequefia no s6lo en comparacién con pg, sino también con /p.

Asi pues, el método descrito es valido solamente para los estados excitados del
liquido que resultan descritos mediante una funcién de distribucién de cuasiparticu-
las, la cual difiere de una funcién escalén justo en una estrecha regiéon préxima
a la superficie de Fermi. En particular, y en el caso de funciones de distribucién
de equilibrio sélo son permisibles temperaturas suficientemente bajas. La anchura
(en energia) de la zona de transicién de la distribucién de equilibrio es del orden
de T. La incertidumbre cuintica en la energia de una cuasiparticula, debida a las
colisiones, es del orden de //r, siendo v el tiempo correspondiente al recorrido
libre medio de la cuasiparticula. Por tanto, la condicién para que sea aplicable la
teoria es

fijt < T. (1.11)

De acuerdo con el anilisis precedente, el tiempo 7 es inversamente proporcional al
cuadrado de la anchura de la zona de transicidn:

Toc T72
de modo que (1.11) se satisface ciertamente cuando 7 — 0. En el caso de un liquido

en el que no sea débil la interaccién entre particulas, todos los pardmetros de la

t Para futuras referencias, puede sefialarse que la derivada &(p) = — 3(p — pr), puesto que ambos
miembros dan la unidad al integrar sobre un intervalo cualquiera de valores de p que incluya el punto
P = PF.
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energia son del mismo orden que la energia limite &; en este sentido la condicién
(1.11) es equivalente a T < | &g |.T

En el caso de distribuciones que sean casi una funcién escalén (es decir, todas
aquellas que son aproximadamente iguales a la distribucién para T = 0), se puede
sustituir en primera aproximacién la funcién ¢ por su valor calculado con n(p) = 0(p).
Entonces ¢ resulta una funcién definida del médulo del impulso y (1.7) se convierte
en la distribucién de Fermi ordinaria.

Cerca de la 'superficie de la esfera de Fermi, en donde unicamente la funcién
&(p) tiene un significado fisico directo, puede ésta desarrollarse entonces en poten-
cias de la diferencia p — pr. Tenemos

e—er ~ vr(p—pr), (1.12)

en donde
Ve = [0¢/0], - 5, (1.13)

es la «velocidad» de las cuasiparticulas en la superficie de Fermi. En un gas de
Fermi ideal, en donde las cuasiparticulas son idénticas a las particulas reales, tene-
mos & = p?/2m y, por tanto, v, = pg/m. Por analogia, podemos definir para un
liquido de Fermi la magnitud

m* = pr|vr, (1.14)

denominada masa efectiva de la cuasiparticula y resulta ser positiva (ver el final
de §2).

En funcién de las magnitudes asi definidas, la condicién para que pueda ser
aplicable la teoria puede escribirse como T < vgpr, y s6lo aquellas cuasiparticulas
con impulsos p tales que | p — pr| < pp tienen un significado real. En particular
este hecho importante hace que deje de ser trivial la relacién (1.1) existente entre
pr Y la densidad del liquido, puesto que su deduccién intuitiva (en el caso de un gas
de Fermi) se basa en el concepto de particulas en estados que ocupan la totalidad
de la esfera de Fermi y no sélo en la proximidad de su superficie.

La masa efectiva determina, en particular, la entropia S y el calor especifico C
del liquido a temperaturas bajas. Estas magnitudes vienen dadas por las mismas
férmulas que en el caso de un gas ideal (Parte 1, § 58), bastando sustituir en ellas
la masa de la particula m por la masa efectiva m*:

S =C = VyT, y = m*pg/3# = (Fn)23(m*/H2) (N/V)¥3;  (1.15)

t Sin embargo, en el caso del He® liquido, se demuestra experimentalmente que el margen de aplica-
bilidad cuantitativa de la teorfa estd de hecho limitada a T < 0,1 °K (mientras que | e | & 2,5 °K).
t La demostracion de (1.1) exige el empleo de métodos mateméticos mas complicados y se dar4 en § 20.
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debido a que la dependencia lineal entre T, S'y C es la misma. Esto es consecuencia
de que la expresién (1.6) que nos da la entropia en funcién de la funcién de distri-
bucién es la misma, tanto para un liquido como para un gas y en el cilculo de esta
integral sdélo tiene importancia el intervalo de valores de los impulsos cercanos
a pr, en donde la funcién de distribucion de cuasiparticulas en el liquido y la fun-
cién de distribucion de particulas en el gas vienen dadas por la misma expresi6n (1.8).}

Antes de desarrollar mas a fondo estas teorias, debe sefialarse el punto siguiente.
Aunque este método de definir las cuasiparticulas en un liquido de Fermi por una
analogia exacta con las particulas de un gas es el mas conveniente a la hora de dedu-
cir sistematicamente la teoria, la descripcion fisica correspondiente tiene el incon-
veniente de hacer intervenir la inobservable esfera de Fermi llena de cuasiparticulas.
Esta dificultad podria eliminarse mediante una formulacién en la que sélo apareciesen
las excitaciones elementales cuando T s 0. En dicha descripcidn, las excitaciones
elementales estdn representadas mediante cuasiparticulas fuera de la esfera de Fermi
y por «huecos» dentro de ella; a los primeros hay que asignarles, en la aproximacién
correspondiente a (1.12), la energia ¢ = vz(p — pr) y a los ultimos la energia ¢ =
= vp(pr — p). La distribucién estadistica de cada una de ellas viene dada por la
férmula de la distribucién de Fermi con potencial de Fermi nulo (de acuerdo con
el hecho de que ahora no es constante el nimero de excitaciones elementales, sino
que esta determinado por la temperatura)*

n=[elT+1]L, (1.16)

En esta descripcién las excitaciones elementales aparecen o desaparecen sélo en
parejas y, por tanto, los nimero totales de excitaciones con p >pr y p << pr SON
siempre iguales.

Con esta definicién de las excitaciones elementales, su energia es ciertamente
positiva y corresponde al exceso de energia del nivel excitado sobre la que posee
el nivel fundamental del sistema. La energia de las cuasiparticulas definidas mediante
(1.3) puede ser o positiva o negativa.

Ademas, en el caso de un liquido a temperatura cero y presién cero, la magnitud
&r = W es ciertamente negativa y los valores de ¢ préximos a e son, por consiguiente,
también negativos. Esto es evidente puesto que, cuando T=0y P=0, —pu es
una magnitud positiva, que corresponde al valor limite del calor de vaporizacién
del liquido por particula.

1 En el caso del He® liquido a presion cero, pg/fi = 0,8 x 10® cm™; m* = 3,1 m (He®); ppr se halla
a partir de la densidad del liquido y m* a partir de su calor especifico.

1 Deberd recordarse (cf. Parte 1, § 63) que bajo estas condiciones el niimero de cuasiparticulas N,y
est4a determinado por la condicion correspondiente al equilibrio termodindmico: la energia libre F en
funcién de Ngp €s un minimo para un volumen y temperatura dados: (OF/0Ngp) 7,y = 0. Sin embargo,
esta derivada es precisamente el «potencial quimico de las cuasiparticulas»; no deberd confundirse con
el potencial u del liquido, que estd determinado por la derivada de F respecto al niimero de particulas
reales N.
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§ 2. Interaccion de cuasiparticulas

La energia de las cuasiparticulas, al ser una funcional de su funcién de distri-
bucidn, varia con dicha funcién. La variacion de la energia en el caso de una pe-
queiia desviacién on de la funcién de distribucién respecto a la funcién escalén
(1.10) debe ser

82.p(B) = [ fay. po(D, ') S1iay(B') ¥’ @1

o, en forma mas simbdlica,

8%(p) = tr’ [ 7(p, p") 0A(p") dv’,

en donde tr’ designa la traza respecto al par de indices de spin que corresponden al
impulso p’. La funcién f puede denominarse funcién de interaccién de las cuasi-
particulas; en un gas de Fermi, /'=0. Por definicién representa la segunda derivada
variacional de la energia total E del liquido y, por tanto, es simétrica en las variables
p, P’ y los pares de indices correspondientes:

Jar, 850> P') = fra,06(D’s P)- (2.2)

Con la variacién (2.1), la energia de las cuasiparticulas cerca de la superficie
de la esfera de Fermi viene dada por la suma

&p)—er = vp(p—pr)+tr’ [ F(p, p) S5(p) dv'. (23)

En particular, en el caso de distribucién de equilibrio termodinamico, el segundo
término en (2.3) da la dependencia con la temperatura de la energia de la cuasi-
particula. La desviacion én’ es apreciablemente diferente de cero s6lo en una banda
estrecha de valores de p’ cerca de la superficie de la esfera de Fermi y en ella se
contienen los impulsos p de las cuasiparticulas reales. La funcién f(p, p’) en (2.1)
y (2.3) puede, por consiguiente, sustituirse en la practica por su valor en esta super-
ficie, haciendo p = p’ = pp, de modo que / dependera solamente de las direcciones
de los vectores p y p'.

La dependencia con el spin de la funcién /'se debe tanto a los efectos relativistas
(interacciones spin-spin y spin-érbita) como a la interaccion de canje o intercambio.
Esta 1ltima es la mas importante. Cuando se tiene en cuenta, la funcién de interac-
cion de las cuasiparticulas tiene la forma (en la superficie de Fermi)

(pem* [71%) f (p, p') = F(9)+0.6'G(d), (2.4)

en donde ¢ y ¢’ son las matrices de Pauli que actiian sobre los indices de spin corres-
pondientes (es decir, que corresponden a las variables p y p’) mientras que Fy G
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son dos funciones del angulo ¢ formado entre p y p't. La forma de esta expresion
se debe a la propiedad caracteristica de la interaccion de intercambio, que es inde-
pendiente de la orientacion espacial del momento angular total del sistema, de
modo que en ella sélo pueden aparecer los dos operadores de spin como un producto
escalar. Las funciones F'y G, segin estin definidas en (2.4), son adimensionales. El
factor separado con este objeto a la izquierda de (2.4) en su primer miembro es el
numero de estados de cuasiparticulas sobre la superficie de Fermi por unidad de
intervalo de energia:

v(er) = [2dv/de)m., = 2( 2‘::;1))5 (dp)

o sea,
vy = p}[nhBvp = prm®[n?h3. (2.5)

Como la traza de una matriz de Pauli es nula, se hace cero el segundo miembro
de (2.4) cuando se toma la traza tr’ y tr'f es también independiente de 6. De hecho,
esto ocurre también cuando se tienen en cuenta las interacciones spin-érbita y spin-
spin. La razén es que la funcién escalar tr'f sélo podria contener el operador de
spin en forma de producto $-pXP’ de los dos vectores axiales § y p X p’; no es
necesario considerar expresiones cuadraticas de las componentes de § puesto que
en el caso de spin 4 todas ellas se reducen a términos lineales en § o independientes
de 8. Pero este producto no es invariante bajo la inversién del tiempo y, por consi-
guiente, no puede aparecer en la magnitud invariante tr’ /.

Resultard conveniente la siguiente notacién:

j;:y, ﬁy(p, pl) = 6aﬂf(pa p’)a f= %trtr’f. (2'6)

A partir de la expresién (2.4) tenemos
(prm* [P f () = 2F (). 2.7)

La funcién de interaccién de las cuasiparticulas satisface una cierta relacién
integral que se deduce del principio de relatividad de Galileo. Una consecuencia
directa de este principio es que el impulso del liquido por unidad de volumen es
igual a su densidad de flujo masico. La velocidad de una cuasiparticula es ¢/ ap, de
modo que el flujo de cuasiparticulas es

tr [ 7(8%/0p) dr.

1 En forma matricial explicita.

(PPm*/”zha)fay, B8 = Faaﬂéya + chp < Oy8. (2.4a)
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Como el nimero de cuasiparticulas en el liquido es el mismo que el de particu-
las reales, es evidente que la transferencia de masa total mediante cuasiparticulas
se encuentra multiplicando su flujo numérico por la masa de la particula real m.
Asi obtenemos la ecuacién

tr | pide = tr | m(8%/6p) i d. (2.8)

Haciendo n,s = nd,g, €4 = €85, podemos obtener la variacién de ambos miem-
bros de (2.8) para lo cual utilizaremos (2.1) y tomaremos f de (2.6):

pondt=m —afén dr+m Mm on' drv dv',
op op
=m J i;’Eéndt—mj‘f(p, p’)%én dvdr,

en donde n’ = n(p); en la segunda integral hemos vuelto a denominar a las varia-
bles e integrado por partes. Como 6n es arbitrario, esto nos da la relacion buscada:

p/m = 9¢/op— [ f(p, p') [On(p')/OP' 7. (2.9)

En el caso de una funcién escalén n(p’) = 6(p’), la derivada on'/op’ se reduce
a la funcién delta

20(p)/op = —(p/p) 8(p—prF)- (2.10)

Sustituyendo en (2.9) la funcidén &(p) tomada de (1.12) y sustituyendo luego el impulso
p = pn en todas partes por el valor p = pn sobre la superficie de Fermi y multipli-
cando ambos miembros de la ecuacién por pg, se consigue la relacién siguiente
entre la masa m de las particulas reales y la masa efectiva de las cuasiparticulas:

i_
m

(2nfi)3 j £(#) cos ® do’, (2.11)

en donde do’ es el elemento de 4dngulo sélido en la direccién de p’. Si sustituimos
aqui la expresién (2.7) para f(0), esta ecuaciéon se reduce a

m*/m = 1+ F(9)cos 9, (2.12)

en donde la barra designa el proceso de promediar respecto a las direcciones, es
decir, la integracion respecto a do’/4mw = 4 sen 9 d6.



12 Liquido normal de Fermi

Calculemos también la compresibilidad de un liquido de Fermi en el cero abso-
luto, es decir la cantidad u2 = 9P/dp.t La densidad del liquido es p = mN/V, de
modo que

u* = —(V?/mN) oP/oV.

Para calcular esta derivada es conveniente expresarla en funcién de la derivada del
potencial quimico. Como este tltimo depende de Ny V a través solamente del co-
ciente N/V y puesto que para T = constante = 0 se tiene du = VdP/N, resultando

op _V ou _ V* 0P
ON N oV NV’

y, por tanto,

N op
2
= N 2.13)

Como u = & para T = 0, la variacién du que se obtiene cuando el nimero de
particulas varia en 0N es

du= [f(pr,¥) dn’ du'+(Ber/0pr) bpr . (2.14)

El primer término de esta expresion nos da la variacién de &(pr) debida a la varia-
cién de la funcién de distribucién. El segundo término aparece porque una varia-
cién en el numero total de particulas influye también sobre el valor del impulso
limite a partir de (1.1), tenemos que 0N = Vp%dpr/n2h3. Como on’ es apreciable-
mente diferente de cero sélo cuando p’ & pr, podemos escribir, si sustituimos f
en la integral por su valor en la superficie de Fermi,

1 2dv 1 ON
on' dv’ ~ — ! 4 = "
ffn 4 2deof6n i 24nf4nV'

Sustituyendo esta expresién en (2.14) y haciendo der/0pr = prm*, se obtiene

op _ f
N ﬁ-i-—me,,V . (2.15)y

t Cuando T = 0 también S = 0 y entonces no es necesario distinguir entre compresibilidad isoterma
y adiabdtica. Se define la magnitud # mediante la expresién usual para la velocidad del sonido en el li-
quido. Sin embargo, debe recordarse que a T = 0 el sonido ordinario no puede realmente propagarse
en un liquido de Fermi; ver al principio de § 4.
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Finalmente, sustituyendo 1/m* de (2.11) y utilizando una vez mas (1.1), resulta

2

1 3 ,
W2 = %“LW(%) f £(9) (1—cos 9) do'. (2.16)

Con (%) tomada de (2.7) y utilizando (2.12) podemos poner esta expresién en la
forma

w = 2 [+ )L @17)
3mm

La funcién / debe satisfacer ciertas condiciones que son el resultado del requi-
sito de estabilidad del estado fundamental del liquido. Este estado corresponde a la
ocupacién de todos los estados de cuasiparticulas que hay dentro de la esfera de
Fermi y su energia debe ser un minimo respecto a cualquier pequefia deformacién
de la esfera. No daremos todos los calculos detalladamente, sino unicamente los
resultados finales,} que pueden expresarse de modo conveniente mediante el desarro-
llo de las funciones F(8) y G(0) definidas en (2.4) en serie de polinomios de Legendre:

F(#) = ¥ 21+ 1) FiP(cos ), G(#) = Y, (21+1)GiPicos B);  (2.18)
1 l

con esta definicidn, los coeficientes F; y G; son los valores medios de los productos
FP, y GP,. Entonces las condiciones de estabilidad son las desigualdades

Fi+1=0, (2.19)
Gi+1 = 0. (2.20)

Una comparacién de (2.19) para / = 1 con la expresién (2.12) de la masa efectiva
muestra que esta ultima es positiva. La condicién (2.19) para [ =0 asegura que
(2.17) es positiva. t

§ 3. Susceptibilidad magnética de un liquido de Fermi

Una cuasiparticula con spin no nulo tiene en general también un momento mag-
nético. En el caso de spin 4, el operador de este momento es fo (la componente z
del momento magnético es 4- §). La constante 28/A que da el cociente entre el mo-
mento magnético de la cuasiparticula y su momento angular 4% es igual a la cons-

t Ver 1. Ya. Pomeranchuk, Soviet Physis JETP, 8, 361, 1959.
1 En el caso / = 1, tenemos también la desigualdad F; > G, como ha demostrado A. J. Leggett,
Annals of Physics 46, 76, 1968.
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tante correspondiente para las particulas reales; evidentemente el valor de este co-
ciente resulta invariable cualquiera que sea el modo de adicionar spines de particula
al spin de la cuasiparticula.

La existencia del momento magnético de la cuasiparticula conduce a su vez
al paramagnetismo del liquido. La susceptibilidad magnética correspondiente puede
calcularse del modo siguiente.

En el caso de una cuasiparticula «libre», el operador de su energia adicional
cuando esta en el interior del campo magnético H sera—pfo-H. Sin embargo, en un
liquido de Fermi, debemos tener en cuenta que la interaccién entre las cuasiparticulas
hace que varie la energia de cada una de ellas, puesto que la funcién de distribucién
resulta alterada en presencia del campo magnético. Por consiguiente, al calcular
la susceptibilidad magnética debemos escribir el operador de variacién de la energia
de la cuasiparticula como

88 = —poH+tr' [ for' dr'. (3.1)

La variacién de la funcién de distribucién viene dada en funcién de & por on =
= (0n/de)dc;t asi pues, tenemos

08(p) = —BoH+tr' [ f(p, p') (dn'/de’) S2(p") . (3.2)

Sdlo necesitamos la solucién de esta ecuacién en la superficie de la esfera de
Fermi y la buscaremos en la forma

0 = —1fec H, 3.3)
siendo g una constante. En el caso de una funcién escalén n(p’) = 6(p), tenemos
dr'[de’ = —b('—ez),

de modo que la integracién sobre dp’ = d¢’[vp se reduce a tomar el valor del inte-
grando en la superficie de Fermi. Sustituyendo f a partir de (2.4) y observando
que las matrices de Pauli satisfacen

tre¢ =0, tr(c.c’)e’ = 3otr ¢'.c’ =20,

se tiene

+ Al calcular el incremento dependiente del tiempo dn, podemos despreciar la variacién del potencial
quimico. La variacién de la magnitud macroscépica 4 en un liquido isétropo sélo puede ser cuadrética
con el campo H (que se supone que es pequefio al calcular la susceptibilidad) mientras que 62 es del pri-
mer orden en el campo. Como la susceptibilidad magnética del liquido es pequeiia, no necesitamos dis-
tinguir entre el campo y la induccién en él.
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o bien
g =2/[1+G®], (3.4)

en donde de nuevo designamos con la barra un promedio respecto a las direcciones
como en (2.12).

La susceptibilidad y se determina a partir de la expresién que nos da el momento
magnético por unidad de volumen del liquido:

yH = Btr (e dndr = ptr | ad&(0n/0¢) dv
o0, después de integrar con la funcidn escalén n(p),

m* .
H=-3 %tr 6é(pr).

Finalmente sustituyendo (3.3) y (3.4) y observando que tr (6- H)e = 2H, se encuentra

:82 me‘ 37:32 (35)

L=+ 6G) | 2(1+G)

en donde y es el coeficiente de la ley lineal del calor especifico (1.15). La expresion
x = 3yL2/n* nos da la susceptibilidad de un gas de Fermi degenerado de particulas
con momento magnético B; ver Parte 1, (59.5). El factor 1/(1 + G) representa la
diferencia entre un liquido de Fermi y un gas de Fermi.f

La condicidon de estabilidad (2.20) con / = 0 es la misma que la condicién y > 0.

§4. Sonido cero

Los estados de no equilibrio de un liquido de Fermi se describen mediante fun-
ciones de distribucién de cuasiparticulas que dependen no sélo de los momentos,
sino también de las coordenadas y del tiempo. Estas funciones 7(p, r, ¢) satisfacen
una ecuacién de transporte

dajdt = I(h), 4.1)

en donde I(n) es la integral de colisién que da la variacién del ntimero de cuasi-
particulas en un elemento dado del volumen de fases debida a las colisiones entre
ellas.

t En el caso del He?, G ~ —2/3.

1 Esta seccion presupone que el lector estd familiarizado con la ecuacién de transporte y en este as-
pecto se sale del objetivo del libro. Sin embargo, la teoria de los liquidos de Fermi resultaria incomple-
tamente formulada sin la ecuacién de transporte (y su apliacién en §84 y 5). Sélo necesitaremos la ecua-
cion sin la integral de colisién; los problemas en que interviene la forma especifica de esta integral se
estudiardn en otro volumen que trata de cinética fisica.
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La derivada total respecto al tiempo en (4.1) incluye tanto la dependencia ex-
plicita de 7 con ¢ como la dependencia implicita debida a la variacién de las coor-
denadas, impulso y variables de spin de las cuasiparticulas de acuerdo con sus ecua-
ciones del movimiento. La caracteristica distintiva del liquido de Fermi puesto que
la energia de la cuasiparticula es una funcional de la funcién de distribucién, en un
liquido inhomogéneo, es que tanto ¢ como 7 dependen de las coordenadas.

En el caso de distribuciones n que difieren sélo ligeramente de la distribucién
de equilibrio n,, escribiremos

ﬁ(P, r, t) = nO(P)'I‘aﬁ(P, L, ). (42)

La energia de la cuasiparticula es entonces & = ¢, + g, siendo ¢, la energia corres-
pondiente a la distribucién de equilibrio mientras que &¢ viene dada por (2.1), de

modo que

08  06¢

= =t ff ®, p’)@%dﬁ (4.3)

Si no existe ningun campo magnético externo, ¢, y n, son independientes del spin.
La dependencia temporal explicita de # da un término en dn/dt
0A/0t = ddn/ot.
La dependencia de las coordenadas y el impulso da los términos

on 3.0 5
" ™ -p-

La energia & de la cuasiparticula juega el papel del hamiltoniano. A partir de las
ecuaciones de Hamilton,

t = 0¢/0p, p= —0o%/or.
Asi tenemos, hasta los términos de primer ordén en o,

0% Oeo Dmo 9%
or"op op or

Finalmente, la variacién respecto al tiempo de la funcién 7 considerada como un
operador respecto a las variables de spin viene dada, de acuerdo con las reglas
generales de la mecénica cudntica, por el conmutador

@i/h) [&, Al (4.4)
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Sin embargo, cuando 7, y &, son independientes del spin, no existen en este con-
mutador términos de primer orden en dn.
Reuniendo los diversos términos, obtenemos la ecuacién

00 0Oeo OO 00F Ono .
ot o L) @.5)

Antes de pasar a aplicar la ecuacion de transporte, estudiemos las condiciones
para que resulte valida. Al utilizar las ecuaciones clésicas respecto a las coordenadas
y el impulso, hemos admitido que el movimiento de las cuasiparticulas es cuasi-
clasico; la misma hipdtesis subyace ya de modo esencial en la descripcion del liquido
mediante una funcién de distribucién que depende a la vez de las coordenadas y de
los impulsos de las cuasiparticulas. La condicién para que se tenga el movimiento
cuasicldsico es que la longitud de onda de Broglie %4/pr de la cuasiparticula sea
pequefla en comparacioén con la longitud caracteristica L sobre la cual varia n de
modo considerable. Si se utiliza en lugar de L el «nimero de ondas» de la inhomo-
geneidad, k£ ~ 1/L, podemos escribir esta condicién comof

fik < pr. (4.6)

La frecuencia w de la variacién de la funcién de distribucién que se establece para
un k dado es del orden de vr-k y automéiticamente satisface la condicion

fiw << ef. 4.7)

Puede existir cualquier relacion entre Zw y la temperatura 7. Si Aw > T, la anchura
de la zona de transicién de la funcién de distribucién es %w; entonces (4.7) es la
condicién necesaria para que sea valida toda la teoria, asegurando que la incerti-
dumbre cudntica de la energia de la cuasiparticula (debida a sus colisiones) es pe-
quefia en comparacion con /w.

Apliquemos ahora la ecuacién de transporte para estudiar el movimiento de
vibracion en un liquido de Fermi.

A temperaturas bajas (pero no cero), se producen colisiones entre las cuasi-
particulas de un liquido de Fermi y el tiempo libre medio es = « T2 La naturaleza
de las ondas que se propagan en el liquido depende esencialmente del valor de wr.

Cuando wtr <€ 1 (que es efectivamente la condicién para que el recorrido libre
medio de las cuasiparticulas / sea pequefio en comparacion con la longitud de onda 1),
las colisiones son capaces de llevar al equilibrio termodinamico en cada elemento
de volumen del liquido (pequefio en comparacién con 4). Esto significa que tenemos
ondas sonoras hidrodindmicas ordinarias propagindose con velocidad u = |/@P]ap.

T Dc'e 'acuerdo con la definicién (1.1), &/pp es del orden de las distancias interatémicas, de modo que
la condicidn (4.6) es muy débil.
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La absorcién de las ondas sonoras es pequefia cuando wt < 1, pero aumenta con
wt, y para wt ~ 1 resulta muy intensa, de modo que se hace imposible su pro-
pagacion.t

Cuando wr aumenta atin mas, hasta ser w v > 1, resulta de nuevo posible la propa-
gacién de las ondas sonoras en el liquido de Fermi, pero ahora las ondas tienen un
caricter fisico diferente. En estas vibraciones, carecen de importancia las colisiones
de las cuasiparticulas y no se establece el equilibrio termodinamico en cada elemento
de volumen. Puede considerarse que el proceso ocurre como si se produjese en el
cero absoluto de temperatura. Estas ondas se denominan sonido cero.

De acuerdo con el analisis anterior, puede omitirse la integral de colisién en la
ecuacion de transporte cuando wr > 1; entonces

@+v.@f—%.a—as= 4 4.8)
ot or Op or
en donde v = 9¢/dp es la velocidad de la cuasiparticula calculada a partir de la
energia sin perturbar ¢ (v = vgn, en donde n es un vector unitario en la direccién
de p); en esta ecuacién y en lo sucesivo se omite el subindice 0.

Cuando T = 0, la funcién de distribucién de equilibrio 7, es una funcién esca-
16n 0(p) que corta en el impulso limite p = pr. Su derivada es

Ono/0p = —nd(p—pr) = —vO(e—&F).

Suponiendo que la dependencia con el tiempo y las coordenadas de Jn en la
onda viene dada por el factor exp i(k-r — wt), buscaremos una solucién de la ecua-
cién de transporte en la forma

8 = 8(e— er) () eiler—on (4.9)

Entonces (4.8) con 96&/or dada en (4.3), se transforma en

(w—vrnk)$(n) = n.k (2‘;’!__%:,1_)3 tr’ j f(n, n")3(n’) do, (4.10)

en donde n y n’ son vectores unitarios en las direcciones p y p’ y la integracién se
realiza sobre las direcciones de n’.

Consideremos vibraciones (sonido cero) que no afecten a las propiedades de
spin del liquido. Esto significa que tanto la distribucién de equilibrio como su «per-

t Cuando wt < 1, el coeficiente de absorcién del sonido y ~ w?n/pu® siendo 7 la viscosidad del
liquido. En 6rdenes de magnitud, u ~ vp, 9/o ~ vp/l ~ g7, siendo vp la velocidad de la cuasiparticula
(independiente de la temperatura), de modo que 7 oc T2 (I. Ya. Pomeranchuk 1950). Entonces yu/w ~
~ wt 0 wl?



