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Prodlogo

Una parte importante de este libro esta centrada en resultados fundamenta-
les de dos jévenes matematicos: Niels Abel (Noruega, 1802-1829) y Evariste
Galois (Francia, 1811-1832), cuyos trabajos revolucionaron el desarrollo del
Algebra a partir del Siglo XI1X. Sin embargo, consideramos que una intro-
duccién a la Teoria de Cuerpos, como es ésta, no debe tener como tnico
objetivo la demostracién del Teorema de Abel (que prueba “la irresolubili-
dad de la ecuacién de quinto grado”, en términos que seran precisados en
el texto), lo cual puede lograrse en unas pocas pdginas. Mds bien, pensa-
mos que es beneficioso para el lector la exposicién, junto con lo anterior,
de otros temas incluidos en el texto, en cuya creacién intervinieron otros
matematicos brillantes, como Newton, Lagrange, Gauss, Dedekind, Artin y
Hilbert.

Aunque todas las demostraciones se presentan detalladamente, se espe-
ra del lector cierto grado de madurez matematica, asi como suficientes cono-
cimientos bésicos de Teoria de Grupos y Algebra Lineal para los Capitulos
1 a 12, y también de Algebra Conmutativa para el Capitulo 13. Por ello, no
incluimos Apéndices destinados a revisar estos temas, contribuyendo asi a la
brevedad del material. En cuanto a los ejercicios propuestos, algunos de los
cuales vienen acompanados de sugerencias, deben interpretarse como parte
fundamental del aprendizaje, ya que no solamente sirven para afianzar los
conceptos nuevos y clarificar ideas, sino para estimular la creatividad del
estudiante.

Con la finalidad de complementar el material presentado, hemos in-
cluido un apartado de Comentarios al final de cada capitulo, algunos de
naturaleza histérica y otros esencialmente técnicos.

Como lectura adicional recomendamos el tratamiento histérico dado
por Bell [4], y el libro de Edwards [8] basado en las Memorias originales de
E. Galois.
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Nuestra experiencia en el dictado de este curso en la Universidad Simén
Bolivar indica que el material puede ser tratado en cuarenta y ocho clases
de cincuenta minutos cada una.

Para aclarar su lectura y comprension y mejorar la presentacién de esta
obra se incorporaron sugerencias y observaciones hechas por Manuel Caste-
llet, Ferran Cedé y José Sosa, a quienes estamos profundamente agradecidos
por ello.

La escritura en BTEX 2¢ ha correspondido a Yolanda Perdomo y Jean
Pierre Veiro, a quienes agradecemos su esmero y dedicacién. Extendemos
nuestro reconocimiento a los profesionales de Editorial Reverté, en especial
a Julio Bueno por su continuo y acertado asesoramiento en las correccio-
nes finales, y a Mercé Aicart por su eficiencia en la tarea de llevarlas a
cabo, ya que sin la participacién de ellos este proyecto no hubiera finalizado
exitosamente.

Afirmaba D’Alembert que el Algebra es muy generosa, pues con fre-
cuencia nos da méas que lo que se le pide. Estaremos satisfechos si al recorrer
estas paginas el lector comprueba cuanto de cierto encierra esa afirmacién.

Caracas Ana M. de Viola-Prioli
Jorge E. Viola-Prioli
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Capitulo 1

Preliminares

En lo que sigue A indicard un anillo conmutativo con identidad no nula y
Alx] el anillo de polinomios con coeficientes en A. F' indicard un cuerpo,
Z representard el anillo de los ntmeros enteros, y Q,R y C los cuerpos
de los nimeros racionales, reales y complejos, respectivamente, mientras
que Z, denotard el cuerpo de los enteros médulo p, si p es un nimero
primo. Utilizaremos indistintamente las notaciones f y f(z) para indicar
los polinomios de A[z].

Definicién 1.1. Sea f un elemento no nulo de A[x]. Se dice que el grado
de fesnsi f(z) => " ja;z" con a, no nulo, y se denota el grado de f por
gr(f). Por definicién, el polinomio nulo no tiene grado.

Definicién 1.2. Se dice que un polinomio es constante si tiene grado cero
o es el polinomio nulo.

Definicién 1.3. Se dice que un polinomio es mdnico si tiene grado n y el
coeficiente de ™ es igual a 1.

A continuacién recordamos algunos resultados y hechos conocidos.

I. Si D es un dominio de integridad y si f y g € D[z], entonces gr(fg) =
gr(f) +er(g)-

II. F[x] es un DIP (dominio de ideales principales) y cada ideal de F|[z]
estd generado por un tnico generador monico.
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1. Algoritmo de Divisién en Flx]: si f,g € Flx] y g es no nulo, entonces
existen t,r € F'[x] Gnicos tales que f = tg+r, con r nulo 6 gr(r) < gr(g).

Iv. Si F es un cuerpo, el cuerpo de fracciones de F[z] es
_ I
F(z) = pt f,9€Flz],g#0p.
Definicién 1.4. Sea f un elemento no nulo de A[z]. Se dice que f es
irreducible en Alx] si se cumplen las dos condiciones siguientes:
1. f no es invertible en A[z];

2. sl f =gp con p,q € Alx], entonces ¢ es invertible o p lo es.

Diremos que f es reducible si f no es irreducible.

Ejemplos:
a. p(x) = 2 es irreducible en Zlz].
b. p(z) = 2 no es irreducible en Q[z], pues es invertible en Q|z].

c. p(x) = 3z + 3 es irreducible en Q[z], pero no en Z[x], pues
343z =3(z+1).

d. p(z) = 2% + 1 es irreducible en R[z], pero no en C[z], pues
2?2+ 1= (z+14)(x —1i).

e. Todo polinomio de grado 1 es irreducible en F/[z].

Recordemos otros resultados conocidos.

v. Sea p € F[z]. Entonces p es irreducible en F[z] si, y sélo si, (p) (el
ideal generado por p en F[z]) es maximal.

VI. Sea p un elemento no nulo de F[z]. Entonces p es irreducible en F[z]
si, y sélo si,
a) p no es constante,

b) p no es producto de dos polinomios de F[z] de grado estricta-
mente menor que el grado de p.
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vil. F[z] es un DFU (dominio de factorizacién tnica), es decir: para todo
polinomio no constante f € F[z] existen polinomios py,...,p, irredu-
cibles en F[z] tales que f = p1...p,. Esta descomposicién es tnica
salvo invertibles y orden de los factores, o sea que, si f = ¢1,...qs,

con qi, ..., qs irreducibles en F[z], entonces r = s y existe una permu-
tacién « del conjunto {1,...,r} tal que p; = Ui(a(i), cON u; invertible
paratodoi=1,...,r.

Definicién 1.5. Se dice que f(z) = Y1 ja;2" € Afz] es un polinomio pri-
mitivo si el ideal de A generado por los coeficientes de f es igual a A, es
decir, A = (ag, a1,-..,ay).

Lema 1.1 (Lema de Gauss). Sean f(z) =Y. ja;2' y g(z) = > bix’
elementos de A[z]. Entonces f y ¢ son primitivos si, y sélo si, fg lo es.

m—+n

Demostracion. (<) Supongamos f(z)g(z) = > i-y"c;z’. Por hipétesis,

A= (co,C1y s Cmin) C (ag,a1,...,a,) y

A = (C(),Ch. .. »Cn+m) Q (bo,bl, . ,bm)
Luego A = (agp,a1,...,a,) = (bo,b1,...,bm), es decir, f y g son primitivos.
(=) Si fg no fuese primitivo existirfa un ideal maximal M de A tal que
(co,¢1y- vy Cnym) € M. Como f es primitivo, entonces existe algin a; ¢ M.
Sea a, el primer elemento del conjunto {ag,as,...,a,} tal que a, ¢ M.
Andlogamente, sea by el primer elemento del conjunto {bg,b1,...,b,} tal

que bs ¢ M. Por lo tanto, a.bs ¢ M. Pero
Cris = aobrys +a1brys 1+ +ar_1bsy1 +arbs +arp1bs_1+ -+ argsbo,

de donde, usando la eleccién de a,- y despejando, se obtiene que a..bs esté en
M, resultando una contradiccién. Asi pues, fg es primitivo. u

Lema 1.2. Para cada f € Z[z] existen d € Z y p € Z[z] primitivo tales

que f(z) = dp(x) y gr(f) = gr(p). Més atn, si f(z) = eq(z), cone € Zy
q € Z[x] primitivo, entonces d = e 6 d = —e.

Demostracion. Si f(z) = Z?:Oaim’: y d = mcd{ag,a,...,a,}, entonces
f(z) =dp(z), y p(z) = > d ta;x" € Zz].

Como (d~tag,d"tay,...,d " a,) = d71(d) = (1), p es primitivo. Si
flz) = dX27 bz’ = €Y. jcix’, con by, ¢;,dy e € Z, y si dy e son no
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invertibles se tiene d = (£1) p1---pr vy € = (£1) ¢1 - ¢m, cOn p; v ¢
primos positivos. Entonces

(£1) p1--pr (Zmﬂ) = (1) q1- g <Zczxz> : (1.1)
=0 =0

Supongamos r < m. Como ¢ es primitivo, existe ¢x tal que p; no divide a
¢. Pero py divide a py -+ -pbr = (£)q1 - - gmck, y entonces p1 = g;, para
algun 7. Sin pérdida de generalidad se puede suponer ¢ = 1. Cancelando p;
en (1.1) se obtiene

(£1)p2 - pr (be> =(£1) g2 qm (Z”) '
=0 =0

Se continda el proceso hasta agotar todos los p; y se obtiene p; = ¢;
paratodoi=1,...,ry

n
(#) p(x) = (£1) 41+ gm (Zcx> : (1.2)

i=0
Pero entonces ¢,41|b; para todo i, y como p(z) es primitivo resulta g1 = 1,
que es una contradiccién. Luego debe ser r = m, y entonces e = (£1) d. Si
d (6 e) es invertible, nos remitimos a (1.2). =

Proposicion 1.3. Si f € Z[z], gr(f) noes ceroy f esreducible en Q[x], en-
tonces f es reducible en Z[z]. Més ain, si f(z) = r(x)s(z) en Q[z], entonces
f(@) = r1(z)s1(z) en Z[z] con gr(r) = gr(r1) y gr(s) = gr(s1).

Demostracion. Por hipétesis f no estd en Q, por lo que f(z) = r(x)s(x) en
Q[z], con 0 < gr(r) < gr(f) y 0 < gr(s) < gr(f). Si d es el minimo comin
miultiplo de los denominadores de los coeficientes de r y de s, entonces
d®f(x) = ra(z)s2(z), con ro, so € Zlx] y gr(r) = gr(rz) y gr(s) = gr(sa).
Por el Lema 1.2 f(z) = cg(x) con ¢ € Z, g € Z[z] primitivo y gr(f) =
gr(g), ra(x) = crrs(z) con ¢1 € Z, r3 € Z[x] primitivo y gr(ra) = gr(rs) y
s2(x) = cas3(x) con g € Z, s3 € Z[x] primitivo y gr(ss) = gr(ss). Asi,

d?cg(x) = d*f(x) = ro(x)sa(x) = crears(z)s3(z). (1.3)

Pero por el Lema de Gauss r3(x)sz(x) es primitivo, y entonces por el Lema
1.2 se tiene d?c = (£)cico. Reemplazando en (1.3) y cancelando se obtiene

f(x) = cg(x) = (F)ers(z)ss(x) = (£) ra(z)ess (@),



Capitulo 1. Preliminares 13

con gr(rsz) = gr(r) > 0, gr(css) = gr(s) > 0. Si denotamos 1 = £r3 y
s1 = cs3, resulta f = rys; y la proposicion queda demostrada. ™

Proposicién 1.4. Si f € Z[z] y si f es irreducible en Q[z] y primitivo en
Z[z], entonces f es irreducible en Z[z].

Demostracion. f no es constante, pues es irreducible en Q[z]. Si f(z) =
p(x)q(x) con p,q € Zx], por hipdtesis debe ser p é ¢ invertible en Q[z].
Supongamos, por ejemplo, p invertible, o sea p(xz) = ¢ € Q. Pero p € Z|z],
por lo cual f(x) = cq(z), con ¢ € Z. Como f es primitivo, el Lema de Gauss
implica que p(x) = ¢ es primitivo, es decir (¢)Z = Z, y por lo tanto ¢ es
invertible en Z. Como consecuencia p(z) es invertible en Z[z]. n

Corolario 1.5. Sea f € Z[x] ménico con gr(f) > 1. Entonces f es irredu-
cible en Q[z] si, y sélo si, f es irreducible en Zx].

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las proposiciones anteriores.
||

Proposicién 1.6. Para cada f € Q[z] existen d € Q y p € Z[z] primitivo
tales que f(x) = dp(z). Mds adn, si f(x) = eq(z), con e € Qy ¢ € Z[z]
primitivo, entonces d = e 6 d = —e.

Demostracion. Si f(z) = Y.i_,a;z' y sir es el producto de los denomina-
dores de los a;, entonces f(x) = r~'q(z), con q(z) € Z[z]. Por el Lema 1.2
q(z) = sp(x), con s € Z y p(x) € Z[z] primitivo. Por lo tanto f(z) = dp(z),
con d =r"ts € Qy p € Z[x] primitivo. Si f(x) = eq(z), con e € Q y
q(z) = Y7 obiz" € Z[z] primitivo, y si de™! = 2 € Q, con (m,n) =1, en-
tonces mp = nq. Si t es un divisor primo de m, como (¢,n) = 1, resulta que
t divide a b; para todo 4, lo cual es una contradicciéon. Por tanto m = +1.
Andlogamente, n = +1, y entonces de™! = £ 1. n

Corolario 1.7. Sien Q[z] se tiene 2" —1 = f(z)g(x) con f ménico, entonces
f€Za]yge ]
Demostracion. Por la Proposicién 1.6

e — 1= f(z)g(x) = (dp(x))(bg(x)) = dbp(x)q(x),

con d,b € Qy p,q € Z[z] primitivos. Por el Lema de Gauss pq es primitivo,
y como xz" — 1 también lo es, por la unicidad debe ser db = +1, o sea



