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So iibst du mit diesem Buch

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

der KomplettTrainer Mathematik Gymnasium 10. Klasse ist genau das
Richtige fiir dich, denn mit diesem Buch kannst du den kompletten Lern-
stoff wiederholen und tben.

Alle Kapitel sind gleich aufgebaut, so findest du dich schnell zurecht.
Gehe am besten so vor:

1.

Suche dir aus dem Inhaltsverzeichnis das Thema heraus, das du wieder-
holen mochtest.

Sieh dir zuerst an, was im Wissenskasten T steht.

Wir haben fir dich wichtige Regeln, Formeln und Merksatze mit Bei-
spielen zusammengestellt. Wenn du in dem Thema schon fit bist, ge-
nigt dir sicher ein kurzer Blick. Bist du unsicher, lies die Erklarungen
genau durch.

Mit den (unterschiedlich schwierigen) Ubungsaufgaben kannst du
jetzt Uiben, liben, Gben. Schwierige Aufgaben haben wir mit einem
Sternchen ™ versehen.

Mit den ausfiihrlichen Losungen am Ende des Buches tberprtifst du
deine Ergebnisse.

Wenn du eine Abwechslung brauchst oder lieber am Computer
arbeitest, gehe doch einfach ins Internet und tibe online auf unseren
Ubungsseiten. Wie du dahin kommst, erfdhrst du auf der nichsten
Seite.

Hast du ein Kapitel durchgearbeitet, mache den TEST am Kapitel-
ende. Vermischte und Ubergreifende Aufgaben Uberpriifen deinen
Kenntnisstand. Vergleiche deine Ergebnisse mit den Lésungen und
gib dir Punkte.

Mithilfe der Checkliste E siehst du dann sofort, was du gut gelernt
hast. Du kannst dort auch ablesen, welche Themen und Aufgaben du
wiederholen solltest.
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1 Rund um die Ableitung

© Rund um die Ableitung

1.1 Die durchschnittliche Anderungsrate

Mit Funktionen und ihren Graphen kdnnen viele Vorgange und Situationen
beschrieben und damit auch interpretiert werden. Haufig spielt dabei
auch das Anderungsverhalten der Graphen, z.B. wann der Graph am steils-
ten ist oder wann der Graph seinen Hochpunkt hat, eine Rolle. Solche
Aussagen (iber das Anderungsverhalten von Graphen kannst du mithilfe
der Ableitung treffen.

Was ist die durchschnittliche Anderungsrate?

Statt durchschnitt-  Gegeben ist eine Funktion f und ihr zugehdriger Graph. Die durchschnitt-

licher Anderungs-~ |iche Anderungsrate kann man geometrisch und rechnerisch beschreiben.
rate findest du auch

den Begriff mittlere
Anderungsrate. geometrisch: rechnerisch:

Die Steigung der Geraden durch Die Steigung m einer Geraden
Eine Gerade durch  zwei  Punkte P(a|f(a)) und  durchzweiPunkte und damitauch
zwei Punkte eines (| f(b)) des Graphen gibt die die durchschnittliche Anderungs-

Graphen heift --
agzz 527(0529_ durchschnittliche Anderungsrate rate wird berechnet durch
in dem Intervall [a;b] an. i f(b)-f(@)
" b-a

Dieser Quotient heifdt auch Diffe-

QbIf®)  renzenquotient.

f(b)-f(a) Beispiel:
a= —1; b= 3; f(a) = 1,5; f(b) =4
m = s = 2= 0,625

>  Die durchschnittliche Anderungs-
rate im Intervall [-1;3] betragt
also 0,625.

Die durchschnittliche Anderungsrate kennst du aus dem Alltag, z.B.
die Durchschnittsgeschwindigkeit, den durchschnittlichen Benzinver-
brauch, die durchschnittliche Steigung in einem Geldnde oder auch die
durchschnittliche Temperaturdnderung. In der Regel haben solche An-
gab(in im Anwendungsbezug immer einen Quotienten als Einheit, wie
z.B.Tm.
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So kannst du die durchschnittliche Anderungsrate

rechnerisch bestimmen

Beispiel:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz -1.
Bestimme die durchschnittliche Anderungsrate im Intervall [-1;3].

0. Skizziere den Graphen. Eine
Skizze kann dir helfen zu tber-
priifen, ob du richtig gerechnet
hast.

1. Bestimme f(a) und f(b), indem
du die Werte fiir a und b in den
Funktionsterm von f einsetzt.

2. Berechne den Differenzenquo-
tienten

f(b) -f(a)
b-a

1

Skizze:

fa) = f(-1) =5 (-1~

21
2

1
1
7371
1

7=

f(b)=1(3) =
-19-1=3-1

_7_

-£-35

fb)-f@ _fG)-fC1

b-a  3-(-1

_35-(:05 _4_,
e

Die durchschnittliche Anderungs-
rate im Intervall [-1;3] betragt 1.

Bestimme rechnerisch den Differenzenquotienten der Funktion

im angegebenen Intervall.
a) f(9=75; [-1:4]
9 f(X)—-—XZ; (2;5]

b) f(x) =-x>+3; [-2;1]
d) f(x)=x2+4; [1;3]



1 Rund um die Ableitung

Beachte die
Einheiten. Auch
hier gilt wie bei
der Steigung
Einheit y
Einheit x*

10

2

Bestimme anhand der Graphen die durchschnittliche Anderungsrate im

Intervall [1;5].

a)
Ay
3_-
2_-
1_-
Il Il Il Il Il Il Ii
2 -1/% 19 3 45
.-1_-
_2_-
_3_-

b)

y

Die Tabelle gibt einen Uberblick iiber die erwartete GroRe eines Kindes
(Grofde Mutter: 167 cm, Grofde Vater: 182cm).

Alter (in Jahren) 0 1

2

3 4 5 6 7 8

Grofde (incm) 51 | 74

87

94 1102 | 109 | 115 | 122 | 128

a) Wie viel wéachst das Kind durchschnittlich pro Jahr in den ersten 5 Jahren?
b) Wie grof ist die durchschnittliche Anderungsrate im Alter von 3 bis

6 Jahren?

4

Die Abbildung zeigt die Gewichts-
zunahme eines Cocker-Spaniel-
Welpen in den ersten 2 bis 12 Mo-
naten.

a) Bestimme mithilfe der Grafik

die durchschnittliche Gewichts-

zunahme in den ersten 2 bis
8 Monaten.

b) Wie viel Gewicht nimmt der
Hundewelpe im Schnitt vom
8. bis zum 12. Monat zu?

A Gewicht in kg

Alter in Monaten

2 3 4 5

T T

6 7 8 9 10 11 12
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5
Ordne die passenden Graphen zu.
@ @
| i ;y‘ ”l i y\
4
\ | A
\\ Saay A
\ ~ AT 1T\
AV / A
/ N / L \ B
\/ X X
g =32 -1 A 3 321 %23y
_\1 _\1
I [
7 F !
® @
ERRwY b
InE :
{1 | / N \
ENEEEAE (i
7 I ! \ [T
2 / X
AN 7 f——s——le;— 312 -10 177\2
N T I . \
X I I
-2
32 1 Y 2 3y | \
| | \_1 | | | | -3
REEEEiSEEEREEE | damEE

a) Die durchschnittliche Anderungsrate im Intervall [1;3] betragt 1.
b) Die durchschnittliche Anderungsrate im Intervall [-1;1,5] betragt —%.
¢) Die durchschnittliche Anderungsrate im Intervall [-3;1] betrégt 0.

d) Die durchschnittliche Anderungsrate im Intervall [-4;0] betrégt - 1.

’

6

Skizziere den Graphen einer Funktion f, der im angegebenen Intervall die
angegebene durchschnittliche Anderungsrate hat.

a) [-1;2]; durchschnittliche Anderungsrate 2

b) [-1;3]; durchschnittliche Anderungsrate -1

¢) [-1;2]; durchschnittliche Anderungsrate 0

"
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1.2 Die momentane Anderungsrate -
die Ableitung

Was ist die momentane Anderungsrate?

Die momentane Anderungsrate ei-
ner Funktion f an einer Stelle x, gibt
die Steigung des Graphen von f im
Punkt P(x, | f(x,)) an.

T y
P(x, [ f(x,))

Die Tangente Diese entspricht der Steigung der :
(lat. tangere = Tangente im Punkt P(x |f(x,)) an ! X
beriihren) ist U v of |y
RETE, CE den Graphen und heif3t Ableitung & o )
den Graphen in der Funktion f an der Stelle x,. «’b(\%q, flx)=7=1
einem Punkt P i o 2
Dot Bezeichnung: f (Xo)

Tipp:

Geht man vom Punkt P(x, | f(x,)) aus am Steigungsdreieck 1 Einheit nach
rechts, entspricht der zugehdrige y-Wert des Steigungsdreiecks der Stei-
gung f'(x,) des Graphen im Punkt P(x0 | f(xo)). Dann kannst du die Ablei-
tung direkt ablesen.

Beachte: y

Die Tangente im Punkt P(x,|f(x,)) {angente
kann den Graphen noch in weiteren ;

Punkten beriihren oder schneiden. 7 of

So kannst du die Ableitung bzw. die momentane
Anderungsrate in einem Punkt grafisch bestimmen

1. Zeichne die Tangente im Punkt P
ein.

2. Zeichne ein (geeignetes) Stei-
gungsdreieck so ein, dass du die
zugehorigen x- und y-Werte gut P(0”(0))\—1,5
ablesen kannst. 8

3. Berechne

f(x,) - f(x,)
f(x) = )?2—X1 =.

y

<

12
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7
Bestimme grafisch die Ableitung des Graphen von f im Punkt P.
a) b)

12
_2__
8
Bestimme die Steigung des Graphen y
in den angegebenen Punkten mithilfe 3T
der Tangenten. 2+ D(11-0,5)
1__
| | 1 1 | ] | X
—41-3%-2-+-1 0_/
c@ol-1
B(-1512,25)
A(-2]-2,5) +
9

Zeichne die Graphen der Funktionen in ein Koordinatensystem und
bestimme zeichnerisch die Steigung im Punkt P(2 | f(2)).

a) f(x) =x2 b) f() =1 0 fO=2¢-1  d) fo=vx

1 0 *

Ein Gegenstand bewegt sich so, dass er in t Sekunden s(t) = %tz Meter

zurticklegt.

a) Zeichne den Graphenvon s fir 0=t=4 in ein Koordinatensystem und  Beachte
bestimme zeichnerisch (ndherungsweise) die momentane Anderungs- 9 Einheit.
rate fur t;=1 und t, =3.

b) Welche Bedeutung hat die momentane Anderungsrate in diesem Sach-
zusammenhang?

13
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1.3 Vokabular zum Beschreiben von Graphen und
Anderungsraten

Diese Fachbegriffe kannst du zum Beschreiben von
Graphen verwenden

(1) lokale Eigenschaften

Lokale Eigenschaften eines Graphen sind besondere Punkte bzw. Stel-
len. Ein Punkt ist eine Ortsangabe im Koordinatensystem und besteht
aus einer x-Koordinate und der zugehdrigen y-Koordinate bzw. dem zu-
gehérigen Funktionswert f(x). Ein Punkt P wird mit P (x | y) bzw. P (x| f(x))
bezeichnet. Besondere Punkte sind Extrempunkte wie Hochpunkte oder
Tiefpunkte. Die zugehorigen x-Werte nennt man Extremstellen, die y-
Werte Maximum bzw. Minimum.

Eine Stelle besteht nur aus einem Wert, in den meisten Fallen dem x-
Wert (z.B. Nullstelle x, = 1, Extremstelle x, = -2), in selteneren Fallen
auch aus dem y-Wert (Stelle, an der der Graph die y-Achse schneidet,
z.B. y=2).

(2) globale Eigenschaften

Globale Eigenschaften eines Graphen beschreiben den ganzen Graphen
bzw. Bereiche, die so genannten Intervalle. Besonders wichtig sind hier
Intervalle, in denen der Graph streng monoton wachst (also f’ > 0) oder
streng monoton fallt (also f' < 0).

1
X v
: Hochpunkt
' S x*
| s
% | s‘?’\% | Strg,,
<. ! o I P
2 1 xO' I lfg/ /770
8 [ & | &, 2
()
%% ! < , %%,
00,0050 i Extrem- ?}‘q’ i
“ | stelle & i X
\ & . * .
Nullstelle 1 Nullstelle Extrem-
S stelle
Tiefpunkt T

!
]
T
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So beschreibst du Anderungsraten im Sachzusammen-

hang

In der Regel beschreibt die Funktion f die Zuordnung zu einem Bestand
(in Abh&ngigkeit z.B. von der Zeit), die Anderungsrate die Anderung des
Bestandes z.B. in einem bestimmten Zeitabschnitt oder zu einem be-

stimmten Zeitpunkt.

Funktion f / Bestand

durchschnittliche
Anderungsrate [Einheit]

momentane
Anderungsrate f' [Einheit]

Zeit [h] Durchschnitts- Momentangeschwindig-
— Weg [km] geschwindigkeit [km/h] keit [km/h]

Zeit [min] durchschnittliche Steigung | momentane Steigung
— Hohe [m] [m/min] [m/min]

Zeit [min] durchschnittlicher momentaner

— Wassermenge [(] Zu-/Abfluss [l/min] Zu-/Abfluss [l/min]

Zeit [Jahre] durchschnittliches momentanes

— GroBe [m] Wachstum [m/Jahre] Wachstum [m/)ahr]

Zeit [s] durchschnittliche momentane

— Geschwindigkeit [m/s]

Beschleunigung [m/s%]

Beschleunigung [m/s%]

1

Ordne die passenden Fachbegriffe zu.

- — -

f) /x

d)‘@

12

streng monoton wachsend -
streng monoton fallend -
Hochpunkt - Tiefpunkt -

Sattelpunkt — Nullstelle -
Extremstelle

Ergédnze die Bedeutung von ' bzw. f im jeweiligen Sachzusammenhang.

f

fl

a) Tauchvorgang eines U-Bootes
Zeit [min] — Tiefe [m]

b)

Wachstumsgeschwindigkeit
von Hefepilzen [Anzahl/Tag]

¢) Ein Ruderer rudert
Zeit [min] — Strecke [m]

Den Bruchstrich
bei der Einheit
liest du ,pro’,
also z.B. km pro
Stunde.

15



1 Rund um die Ableitung

1.4 Ubersicht iiber den Zusammenhang von f und f’

lokale Eigenschaften

Der Graph von f hat Der Graph von f" hat
an der Stelle x; ... an der Stelle x; ...
... einen Hochpunkt ... eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel
von + nach -
| ! | !
| A
Ay \} y‘
3 o
‘ I
1 T\
2 2
\ \
1 1
/ \ X[ X[
3 -2 -1 0 17727\37747—7 32 1% N2 3 s
[} \ ik S
8 2 g
... einen Tiefpunkt ... eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel
von — nach +
\ | L/ | !
\ v/ Ay
\ }3 / }3
2 2@
[
! T / T
X X
T R A B R
-1 -1
| HEa |
\ \
-2 Q -2
.. Sattelpunkt ... eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel
| ! T |
4y Ny
; / ; ,
: dRSy
1 11\
X X
32 -t 1234 -3 ) O La1t213141+
_47 -1
1 1
) -2
Solch eine Nullstelle ohne Vorzeichenwech-
sel nennt man auch doppelte Nullstelle.

16
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globale Eigenschaften

Der Graph von fist ... Der Graph von f"ist ...
... streng monoton wachsend ... Uberall gréf3er Null, d.h. er verlauft Der Graph
oberhalb der x-Achse (kurz: f'(x) > 0) heif3t monoton
| | | | wachsend,
l y l Ay wenn gilt:
}3 == }3 Fx)z0
Zal 2
[
1 . 1
X u I —— X
+-a4t-3a b0 a3t | a3ttt a3
_\1 _\1
[ [
/ -2 -2
Der Graph hier ist erst steil, dann wird er Der Graph hier ist weiter weg von der Null
flacher. und nahert sich ihr immer mehr an.
... streng monoton fallend ... Uberall kleiner Null, d.h. er verlauft Der Graph
unterhalb der x-Achse (kurz: f'(x) < 0) heist monoton
| | | | fallend,
l y l y wenn gilt:
‘3 ‘3 f'(x)=0
[ [
‘ 2
[ N [
1 ~_ T 1 T
X X
321 % 3|32 1 Y a3
—"I —— ’—‘1
[ - [
-2 -2
Der Graph hier ist erst steil, dann wird er Der Graph hier ist weiter weg von der Null
flacher. und nahert sich ihr immer mehr an.

17
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13

Gegeben ist Ay
der Graph einer
Funktion f.
Markiere alle 1+
Bereiche, in denen X
der Graph von f
streng monoton
wachst bzw. streng
monoton fallt.

14

Die Abbildung zeigt Ay
den Graphen von f.
Welche Aussagen
sind wahr, welche 2+
falsch? Kreuze an

und begriinde deine

Entscheidung. | | , |

Aussage richtig | falsch | Begriindung

a) Fir -5<x<0 istder Graph von f’ ] ]
oberhalb der x-Achse.

b) Fir x =-3 hat der Graph von f’ eine
Nullstelle mit Vorzeichenwechsel.

c) Fir 0<x<2 verlauft der Graph von
f" unterhalb der x-Achse.

oberhalb der x-Achse.

e) Fir -3 <x<1 verlduft der Graph
von f" unterhalb der x-Achse.

f) Fir x>1,5 verlduft der Graph von f’

[] []
[] []
d) Fur x < -3 verlduft der Graph von f’ ] ]
[] []
oberhalb der x-Achse. [ [
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15
Gegeben ist der Graph einer Funktion f i y
(s.rechts). )2, II
Welcher Graph gehdrt zur Ableitung 2 /! 1T
Begriinde deine Entscheidung. T O TN AT 4T
-1
f >
-3
a) b) 9]
4 P P
; \ A / P
0 - : 1/ X \\ / X
25 lf 1 2\7 . 10 234 -2 1 10 1 ”,zf” 34
7f2 _ _ /
‘ \ _\ _\
Ly \ ¢ :
16 |
Die Abbildung zeigt den Graphen v/ o
von f'. >
54 3\ -2 4231+
Welche Aussagen lber den // \ -/ \
Graphen von f sind wahr, welche / i \
falsch? Kreuze an und begriinde [ 1 I
deine Entscheidung. II _}3 |
| -4
Aussage richtig | falsch | Begriindung
a) Fir -3>x istder Graph von f ] ]

monoton wachsend.

b) Fir x =0 hat der Graph von f einen
Hochpunkt.

c) Fur 0<x<1 istder Graph von f
streng monoton wachsend.

d) Fur -1<x<0,5 ist der Graph von f
monoton wachsend.

e) Fir -3 =x hatder Graph von f
einen Sattelpunkt.

f) Fir x<0 istder Graph von f
monoton fallend.

O o O O
O o O O

19



1 Rund um die Ableitung

1.5 Funktionen grafisch ableiten

Das Ermitteln Das Steigungsverhalten eines Graphen kann nicht nur in einzelnen Punk-
des Steigungs- ten, sondern fiir den ganzen Graphen beschrieben werden. Damit erhalt
verhaltens nennt . . . " . .

man ableiten. man einen Uberblick tiber das Anderungsverhalten der Funktion und kann

Aussagen dartiber machen, z.B. wann der Graph ansteigt, fallt oder gar
nicht steigt, d.h. die Steigung null hat.

Bemerkung:

Da beim grafischen Ableiten die Gleichung der Funktion keine Rolle spielt,
kann man den Graphen der Ableitung, d.h. den Graphen, der das Stei-
gungsverhalten beschreibt, nur ndherungsweise angeben. Genaue Werte
spielen dabei nur eine untergeordnete Bedeutung.

So kannst du den Graphen der Ableitung skizzieren

Tipp:
Bei der Beschreibung des Steigungsverhaltens einer Kurve hilft es dir,
wenn du dir vorstellst, dass du den Graphen als Berg- und Talfahrt mit
dem Fahrrad abfahrst.
Du kannst den 1. Markiere die Stellen, an denen
Graphen der die Steigung null ist. Zeichne

Ableitung auch

] ]
Ay |
] ]
I I
in das gleiche in das Koordinatensystem von : besonders
I
]
I
+

Koordinaten- f" Geraden parallel zur y-Achse _____|__|_ I steil |
SR A durch diese Stellen. Markiere E
evtl. auch die steilsten Stellen. ~=7& /7 "7~ il ] sl s
Dort hat f' seinen grofiten oder : :

| |

kleinsten Funktionswert.

2. Markiere die Bereiche, in denen @
- f steigt bzw. wachst,
also f'>0
(also oberhalb der x-Achse)
- ffallt,also f'<0
(also unterhalb der x-Achse).

Y=

©

3. Skizziere den Graphen von f
durch die markierten Punkte und nur in den markierten Bereichen.
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