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V

PREFACIO

Este texto está diseñado para un curso de introducción al Cálculo de una y varias variables. Es
un libro de matemáticas en el cual a lo largo de todo el texto se pone énfasis en tres conceptos
fundamentales: límite, derivada e integral.

Cuando se preparó la octava edición inglesa (cuarta en lengua española), el objetivo era
continuar el estilo y el enfoque que caracterizaron a las ediciones anteriores. Al mismo tiempo
se tuvo en cuenta el impacto que los rápidos avances en la tecnología de los ordenadores y los
cambios en los planes de estudio de las Matemáticas tienen sobre el estudio del Cálculo. Por lo
tanto, este texto evoluciona para adaptarse a las necesidades de los estudiantes.

CARACTERÍSTICAS DE LA OCTAVA EDICIÓN

Precisión y claridad

Se pone énfasis en la exposición matemática: los temas se tratan de una forma comprensible y
precisa. Los enunciados matemáticos son cuidados y rigurosos; los conceptos fundamentales y
los puntos importantes no quedan ocultos tras un exceso de verbosidad.

Accesibilidad

Este texto es totalmente accesible para los estudiantes que se inician en el Cálculo sin sacrifi-
car el rigor matemático adecuado. Se demuestran los teoremas importantes y se justifican los
métodos matemáticos empleados. Los diferentes temas pueden incluirse u omitirse de acuerdo
con el nivel teórico deseado en el curso.

Equilibrio entre teoría y aplicaciones

Para poner énfasis en los conceptos básicos del Cálculo, se incluyen problemas imaginativos
extraídos de las ciencias físicas. Además, los conceptos y métodos de cálculo se aplican en una
variedad de campos de las ciencias, la ingeniería, los negocios y las ciencias sociales en forma
de ejemplos y ejercicios. Puesto que la presentación es flexible, los profesores pueden modifi-
car el equilibrio entre teoría y aplicaciones según las necesidades de sus alumnos.

Visualización

Se ha tenido muy en cuenta la importancia de la visualización en el desarrollo de la compren-
sión de los conceptos matemáticos por parte de los estudiantes. Por esta razón, más de 1200
ilustraciones acompañan a los ejemplos y ayudan a los estudiantes a resolver los ejercicios.
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VI Prefacio

Tecnología

Los ejemplos basados en tecnologías incluyen numerosos ejercicios que requieren el uso de
un programa gráfico (una calculadora gráfica o un programa de ordenador). Más que intentar
enseñar una tecnología en particular, se utiliza un enfoque genérico. Este tipo de problemas se
señalan claramente con un icono ( ) y se pueden omitir si el profesor prefiere que sus alum-
nos no utilicen calculadoras ni ordenadores.

Proyectos

Se han integrado al texto nuevos proyectos que ponen énfasis en la resolución de problemas.
En estos proyectos se estudian diversos temas especiales que complementan el texto principal.
Típicamente, requieren un enfoque que implica tanto teoría como práctica, requieren el uso de
calculadora u ordenador y están pensados para facilitar el aprendizaje en grupo.

Introducción temprana de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales se introducen en el capítulo 7 en relación con el crecimiento y caída
exponencial. Las ecuaciones lineales de primer orden y las ecuaciones separables se tratan en
secciones opcionales del capítulo 8 para sacar provecho de su natural asociación con las técnicas
de integración. El capítulo 15 incluye una sección opcional sobre las ecuaciones diferenciales
exactas donde se relacionan con la reconstrucción de una función a partir de su gradiente.

CAMBIOS EN EL CONTENIDO Y ORGANIZACIÓN DE ESTA EDICIÓN

En un esfuerzo por crear un texto aún más eficaz, se ha consultado a los usuarios de la edición
anterior y a otros profesores. A consecuencia de ello, los principales objetivos de esta nueva
edición fueron los siguientes:

1. Reducir la extensión del texto sin sacrificar el contenido esencial. Se ha conseguido
eliminando algunos temas opcionales, reduciendo el tratamiento redundante de temas y
combinando algunas secciones.

2. Agilizar los diferentes grupos de ejercicios. En cada grupo de ejercicios se evaluó el
equilibrio entre los problemas de rutina y aquellos que incluyen aplicaciones o son concep-
tuales. En la mayoría de los casos se redujo el número de problemas de rutina y se aña-
dieron, donde era apropiado, nuevas aplicaciones o problemas conceptuales.

3. Mejorar los ejemplos ilustrativos. Se modificaron muchos ejemplos de la edición ante-
rior y se añadieron otros nuevos a fin de mejorar la comprensión del material por parte de
los estudiantes.

4. Mejorar la exposición y las explicaciones. Todos los temas se revisaron para intentar
mejorar su presentación. Numerosas secciones se volvieron a redactar y muchas otras se
mejoraron.

Se realizaron cambios específicos en la organización y contenido de los capítulos para satisfa-
cer las necesidades actuales de los estudiantes y de los profesores. Algunos de estos cambios
son los siguientes:

Repaso de precálculo (capítulo 1)

Este material se ha reducido en longitud pero no en el tratamiento de los principales temas. En
los ejercicios se ha disminuido el número de problemas de rutina. Los temas “Distancia de un
punto a una recta” y “Traslaciones” se tratan ahora en el capítulo 9, junto con las “Secciones
cónicas”.

C
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  Cambios en el contenido y organización de esta edición VII

Límites y continuidad (capítulo 2)

La sección de introducción sobre la “Idea de límite” se ha escrito de nuevo. Hay nuevos ejem-
plos, una breve exposición sobre límites infinitos y una aplicación para hallar la pendiente de
la tangente a la gráfica de una función. Ahora también se trata la aplicación del teorema de los
valores intermedios para resolver desigualdades; el tema “Método de bisección” se ha conver-
tido en un Proyecto.

Diferenciación y aplicaciones de la derivada (capítulos 3 y 4)

El contenido y organización de estos dos capítulos no ha cambiado. Sin embargo, sí se modifi-
caron numerosos ejemplos y se revisaron los ejercicios.

Integración y aplicaciones de la integral (capítulos 5 y 6)

Parte del material del capítulo 5 se ha reorganizado y redactado de nuevo. El número de sec-
ciones se ha reducido al combinar algunas de ellas. El enfoque de la integral definida se ha
modificado para incluir tanto las sumas de Riemann como las sumas superiores e inferiores.

Las funciones trascendentes (capítulo 7)

La longitud de este capítulo se redujo por combinación de dos secciones de la edición anterior
y eliminando parte del material. La integración de las funciones trigonométricas se trata ahora
junto con la función logarítmica. La exposición de las ecuaciones diferenciales separables se
ha trasladado al capítulo 8.

Técnicas de integración (capítulo 8)

El material de repaso de la sección 8.1 se ha ampliado para incluir el uso de tablas de integrales.
Se ha reducido el tratamiento de los productos y potencias de las funciones trigonométricas; este
material se expone ahora en una sola sección. Las sustituciones de racionalización se tratan
ahora en una sección opcional. Las secciones opcionales sobre las ecuaciones diferenciales li-
neales de primer orden y las ecuaciones separables, junto con sus aplicaciones, se han trasladado
al capítulo 18.

Secciones cónicas: coordenadas polares; ecuaciones paramétricas (capítulo 9)

La exposición de las secciones cónicas se ha reorganizado; el material se trata ahora en dos
secciones, en lugar de la única y larga sección de la edición anterior. El tratamiento de las co-
ordenadas polares se ha reducido combinando las secciones de representación gráfica e inter-
secciones de curvas polares. Las secciones opcionales sobre cónicas en coordenadas polares y
cicloides se han convertido en Proyectos.

Sucesiones y series (capítulos 10 y 11)

Se han vuelto a redactar algunas partes para reducir la longitud total; el material sobre la nota-
ción sigma se ha integrado en la introducción a las series infinitas. Se han revisado los ejem-
plos que ilustran el enfoque mediante las series de Taylor.

Vectores y cálculo vectorial (capítulos 12 y 13)

Los vectores se introducen mediante una breve exposición de las traslaciones, fuerzas y velo-
cidades en secciones separadas sin ejercicios.
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Funciones de varias variables, gradientes, valores extremos (capítulos 14 y 15)

La introducción al gradiente y la diferenciabilidad se ha vuelto a escribir, y el cálculo del gra-
diente a partir de la definición formal se ha reducido. El tratamiento del teorema del valor medio
y las reglas de la cadena también se ha reducido; este material se cubre ahora en una sola sec-
ción. Los extremos locales y absolutos, así como la prueba de las derivadas parciales segundas se
tratan en una sola sección en lugar de las dos que había en la anterior edición. Se incluye una
sección opcional sobre ecuaciones diferenciales exactas que antes estaba en el capítulo 18.

Integrales dobles y triples; integrales de línea y de superficie (capítulos 16 y 17)

Las secciones que tratan la integral doble sobre un rectángulo y las integrales dobles sobre una
región se han combinado en una sola sección. Se han modificado algunos ejemplos.

Ecuaciones diferenciales (capítulo 18)

Las ecuaciones lineales de primer orden y las ecuaciones separables se han trasladado al capí-
tulo 8; las ecuaciones exactas se tratan en el capítulo 15. Se ha añadido nuevo material sobre
métodos numéricos para las ecuaciones de primer orden. El material sobre las ecuaciones no
homogéneas de segundo orden se ha vuelto a escribir.

COMPLEMENTOS

Ayudas para el estudiante

Respuestas a los ejercicios de numeración impar Al final del texto se incluyen todas las
respuestas a los ejercicios de numeración impar.

Student Solutions Manual, preparado por Bradley E. Garner, University of Houston, y
Carrie J. Garner Este manual contiene las soluciones completas de todos los ejercicios de
numeración impar.

Ayudas para el profesor

Instructor's Solutions Manual, por Bradley E. Garner, University of Houston, y Carrie
J. Garner Este manual contiene las soluciones de todos los problemas del texto.

Text Bank, por Deborah Betthauser Britt Una amplia variedad de problemas y sus solu-
ciones basados en el texto y ejercicios de este libro.

Computerized Text Bank Disponible para las plataformas IBM y Macintosh, este material
permite a los profesores crear, personalizar e imprimir un test que contiene una combinación
de preguntas extraídas del banco de preguntas. Los profesores también pueden modificar las
preguntas existentes y añadir las suyas propias.

Instructor's Resource CD-ROM Este CD-ROM, disponible para las plataformas IBM y
Macintosh, incluye el Instructor's Solutions Manual y el Test Bank.

Serie de manuales de tecnología Getting Started

Dos tutoriales de introducción ofrecen a los estudiantes un rápido y fácil acceso a la informa-
ción que necesitan conocer en sus cursos de Cálculo. Los autores proporcionan muchos ejem-
plos, sugerencias y secciones de preguntas y respuestas dedicadas a resolver los problemas y
dudas de los estudiantes. Maple cubre las versiones 3, 4 y 5. Mathematica cubre las versiones
2.0 y 3.0.
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709

12VECTORES

12.1 COORDENADAS CARTESIANAS EN EL ESPACIO

Para establecer un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional, partimos
de un sistema de coordenadas cartesianas O-xy en el plano. Por el punto O, que seguimos lla-
mando el origen, trazamos una recta que sea perpendicular a las otras dos. A esta tercera recta
la llamamos eje z. La transformamos en un eje de coordenadas usando la misma escala que en
los otros dos ejes y asignando la coordenada z = 0 al origen.

Por conveniencia ulterior, orientamos el eje z de tal manera que O-xyz forme un sistema
“orientado positivamente”. Es decir, que si el índice de la mano derecha apunta en la dirección
de las x positivas y el dedo medio de la misma mano apunta en la dirección de las y positivas,
el pulgar señalará en la dirección de las z positivas. (Ver la figura 12.1.1.) 

Los planos determinados por los ejes x e y, los ejes x y z y los ejes y y z se llaman planos de coor-
denadas. Nos referiremos a ellos como el plano xy, el plano xz y el plano yz, respectivamente. Si
P es un punto arbitrario del espacio, entonces el plano que pasa por P y es paralelo al plano yz cor-
tará al eje x en un punto x0; análogamente, el plano que pasa por P y es paralelo al plano xz cortará
al eje y en un punto y0 y el plano que pasa por P y es paralelo al plano xy cortará al eje z en un
punto z0. Asociaremos al punto P la terna ordenada de números (x0, y0, z0), que llamaremos coorde-

Figura  12.1.1

y

z

x

O
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710 Cap. 12 Vectores

nadas espaciales cartesianas (o rectangulares), o simplemente las coordenadas espaciales de P.
En particular, el punto del eje x cuya coordenada es x0 posee las coordenadas espaciales (x0, 0, 0); el
punto del eje y cuya coordenada es y0 posee las coordenadas espaciales (0, y0, 0) y el punto del eje
z cuya coordenada es z0 posee las coordenadas espaciales (0, 0, z0). (Ver la figura 12.1.2.) 

Un punto está sobre el plano xy sii es de la forma (x, y, 0). Luego una ecuación del plano xy
es z = 0. La ecuación

representa un plano paralelo al plano xy, situado z0 unidades por encima del plano xy cuando z0
es positivo y  unidades por debajo del plano xy cuando z0 es negativo. De manera análoga,
las ecuaciones de la forma x = x0 (con x0 constante) representan planos paralelos al plano yz y
las ecuaciones de la forma y = y0 (con y0 constante) representan planos paralelos al plano xz.
(Ver, por ejemplo, la figura 12.1.3. En este caso hemos representado los planos x = 1 e y = 3.) 

Figura  12.1.2

Figura  12.1.3

y

z

O

plano z = z0

(0, 0, z0)

P(x0, y0, z0)

(0, y0, 0)

(x0, y0, 0)
(x0, 0, 0)

x0

x

y0

z0

z z0=

z0

plano y = 3 

x

y

z

(1, 0, 0)

(0, 3, 0)

(1, 3, 0)

plano  x = 1
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12.1  Coordenadas cartesianas en el espacio 711

La fórmula de la distancia

La distancia d(P1, P2) entre dos puntos P1(x1, y1, z1) y P2(x2, y2, z2) puede hallarse aplicando
dos veces el teorema de Pitágoras. Con Q y R como en la figura 12.1.4, P1P2R y P1RQ son am-
bos triángulos rectángulos. Utilizando el primer triángulo, obtenemos

y utilizando el segundo

Combinando las igualdades anteriores, resulta

Tomando raíces cuadradas, obtenemos la fórmula de la distancia:

(12.1.1)

La esfera de radio r y centro en P0(a, b, c) es el conjunto de los puntos P(x, y, z)  tales que
d(P, P0) = r. Podemos obtener la ecuación de esa esfera a partir de (12.1.1):

(12.1.2)

Ver la figura 12.1.5. La ecuación de la esfera de radio r centrada en el origen es

(12.1.3)

Figura  12.1.4

d P1 P2,( )[ ]2 d P1 R,( )[ ]2 d R P2,( )[ ]2+=

d P1 R,( )[ ]2 d Q R,( )[ ]2 d P1 Q,( )[ ]2.+=

z

y

x

P2(x2, y2, z2)

R(x2, y2, z1)

(x1, y1, 0)

(x2, y2, 0)

P1(x1, y1, z1)
Q(x1, y2, z1)

(x1, y2, 0)

d P1 P2,( )[ ]2 d Q R,( )[ ]2 d P1 Q,( )[ ]2 d R P2,( )[ ]2+ +=

x2 x1–( )2 y2 y1–( )2 z2 z1–( )2.+ +=

d P1 P2,( ) x2 x1–( )2 y2 y1–( )2 z2 z1–( )2+ + .=

Ecuación de una esfera: x a–( )2 y b–( )2 z c–( )2+ + r2.=

x2 y2 z2+ + r2.=
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Ver la figura 12.1.6.

Ejemplo 1 La ecuación de la esfera de radio 3 y centro (5, –2, 0) es

Ejemplo 2 Demostrar que

es la ecuación de una esfera. Hallar su centro y su radio.

Solución Escribimos la ecuación como

y completamos cuadrados. El resultado es

o bien

El centro de la esfera es (–3, –1, 2) y su radio es r = 5.

Simetría

El lector ya debe estar familiarizado con dos tipos de simetría. En primer lugar, la simetría res-
pecto a un punto: por ejemplo, los extremos de un segmento son simétricos respecto al punto
medio del segmento (12.1.7a); la gráfica de una función impar y = f(x) es simétrica respecto al
origen. En segundo lugar, la simetría respecto a una recta (figura 12.1.7b): la gráfica de una
función par y = f(x) es simétrica respecto al eje y; si f y f –1 son funciones inversas, entonces
sus gráficas son simétricas respecto a la recta y = x. En el espacio, podemos considerar tam-
bién la simetría respecto a un plano. La idea se ilustra en la figura 12.1.7c.

Los puntos P1(x1, y1, z1) y P2(x2, y2, z2) del segmento  son simétricos respecto al
punto medio del segmento:

(12.1.4)  

Figura  12.1.5 Figura  12.1.6

y

z

x

b

r
(a, b, c)

(a, b, 0)a

(x – a)2 + (y – b)2 + (z – c)2 = r 2

y

z

x

r

x2 + y2 + z2 = r2

x 5–( )2 y 2+( )2 z2+ + 9.=

x2 y2 z2 6x 2y 4z–+ + + + 11=

x2 6x+( ) y2 2y+( ) z2 4z–( )+ + 11=

x2 6x 9+ +( ) y2 2y 1+ +( ) z2 4z 4+–( )+ + 11 9 1 4+ + + 25= =

x 3+( )2 y 1+( )2 z 2–( )2+ + 25.=

P1P2

Fórmula del punto medio:
x1 x2+

2
----------------

y1 y2+

2
----------------

z1 z2+

2
---------------, , 

  .
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Figura  12.1.7

P1 P1 P1

P2

M R

l

F

P2 P2

d(P1, M ) = d (M, P2)
Simetría respecto a un punto
(a) d (P1, R) = d(R, P2)

Simetría respecto a una recta
(b) d (P1, F ) = d (F, P2)

Simetría respecto a un plano
(c)

EJERCICIOS 12.1  

Representar los puntos A y B en un sistema de coordenadas orien-
tado positivamente. Calcular entonces la longitud del segmento 
y hallar su punto medio.

1. 2. 

3. 4. 

Hallar la ecuación del plano que pasa por (3, 1, –2) y satisface la
condición dada.

5. Paralelo al plano xy. 6. Paralelo al plano xz.
7. Perpendicular al eje y. 8. Perpendicular al eje z.
9. Paralelo al plano yz. 10. Perpendicular al eje x.

Hallar la ecuación de la esfera que satisface las condiciones dadas.

11. Centro en (0, 2, –1) y radio 3.
12. Centro en (1, 0, –2) y radio 4.
13. Centro en (2, 4, –4) y que pase por el origen.
14. Centro en el origen y que pase por (1, –2, 2).
15. El segmento de recta que une (0, 4, 2) y (6, 0, 2) es un diámetro.
16. Centro en (2, 3, –4) y tangente al plano xy.
17. Centro en (2, 3, –4) y tangente al plano x = 7.
18. Centro en (2, 3, –4) y tangente al plano y = 1.

Demostrar que la ecuación dada es la ecuación de una esfera y ha-
llar su centro y su radio.

19.

20.

Los puntos P(a, b, c) y Q(2, 3, 5) son simétricos en el sentido que se
indica. Hallar a, b, c.

21. Respecto del plano xy. 22. Respecto del plano xz.
23. Respecto del plano yz. 24. Respecto del eje x.
25. Respecto del eje y. 26. Respecto del eje z.

27. Respecto del origen. 28. Respecto del plano x = 1.
29. Respecto del plano y = –1.
30. Respecto del plano z = 4.
31. Respecto del punto (0, 2, 1).
32. Respecto del punto (4, 0, 1).
33. Hallar la ecuación de cada una de las esferas que pasen por el

punto (5, 1, 4) y sean tangentes a los tres planos coordenados.
34. Hallar la ecuación de la mayor esfera que tenga su centro en

(2, 1, –2) y corte a la esfera x2+ y2 + z2 = 1.
35.  ¿Es la ecuación  la ecua-

ción de una esfera? En caso afirmativo, hallar su centro y su
radio. En caso negativo, explicar por qué no lo es.  

36. Imponer condiciones sobre A, B, C, D para que la ecuación

represente a una esfera.
37. Demostrar que los puntos P(1, 2, 3), Q(4, –5, 2) y R(0, 0, 0) son

los vértices de un triángulo rectángulo. 
38 Los puntos (5, –1, 3), (4, 2, 1) y (2, 1, 0) son los puntos medios

de los lados de un triángulo PQR. Hallar los vértices P, Q y R de
ese triángulo.

En los ejercicios siguientes, el punto R está en el segmento que une
los puntos P(a1, a2, a3) y Q(b1, b2, b3).

39. (a) Hallar las coordenadas de R suponiendo que

(b) Determinar el valor de t para que R sea el punto medio de
.

40. (a) Hallar las coordenadas de R suponiendo que

(b) Determinar el valor de r para que R sea el punto medio de
.

AB

A 2 0 0, ,( ) B 0 0 – 4, ,( )., A 0 2– 0, ,( ) B 0 0 6, ,( ).,

A 0 2– 5, ,( ) B 4 1 0, ,( )., A 4 3 0, ,( ) B 2– 0 6, ,( ).,

x2 y2 z2 4x 8y– 2z– 5+ + + + 0.=

3x2 3y2 3z2 12x– 6z– 3+ + + 0.=

x2 y2 z2 – 4x 4y 6z 20+ + + + + 0=

x2 y2 z2 Ax By Cz D+ + + + + + 0=

d P R,( ) t d P Q,( )= donde 0 t 1.≤ ≤

PQ

d P R,( ) r d R Q,( )= donde r 0.>

PQ
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714 Cap. 12 Vectores

12.2 TRASLACIONES; FUERZAS Y VELOCIDADES

Traslaciones

Nuestro objetivo aquí es justificar la introducción de la noción de “vector”, el tema principal
de este capítulo. Una lectura rápida de esta sección será suficiente.

Una traslación a lo largo de una recta puede caracterizarse mediante un número real y repre-
sentarse mediante una flecha. Para una traslación de a1 unidades podemos usar el número a1 y
una flecha que parta de cualquier número x y acabe en x + a1. Si a1 > 0, la flecha apuntará hacia
la derecha, según el convenio habitual, y si a1 < 0, la flecha apuntará hacia la izquierda (figura
12.2.1). El módulo de la traslación a1 se define como la longitud de la flecha, que coincide con la
distancia entre los puntos x y x + a1. Así pues, el módulo de la traslación a1 es igual a 

Las traslaciones en el plano son más interesantes. En lugar de tener dos posibles direccio-
nes, existe una infinidad de direcciones posibles. La figura 12.2.2 muestra varias traslaciones a
partir de un punto (x, y). Las traslaciones del plano se describen mediante pares ordenados de
números reales. El módulo de una traslación (a1, a2) es  que es la distancia entre los
puntos (x, y) y (x + a1, y + a2). 

A continuación vamos a considerar traslaciones en el espacio tridimensional, lo cual exige el
uso de ternas ordenadas de números reales. Una traslación de a1 unidades en la dirección del
eje x, a2 unidades en la dirección del eje y y a3 unidades en la dirección del eje z puede repre-
sentarse mediante una flecha que empiece en un punto arbitrario (x, y, z) y termine en el punto
(x + a1, y + a2, z + a3). Esa traslación vendrá descrita por la terna ordenada (a1, a2, a3). (Ver la
figura 12.2.3.) El módulo de la traslación (a1, a2, a3) es 

Observación Como se habrá podido notar, hemos dejado aparte las traslaciones de módulo 0
en los ejemplos precedentes. En el caso del espacio tridimensional, una traslación de módulo 0
está descrita por la terna ordenada (0, 0, 0), que denotaremos por 0. A esta traslación no se le
asigna ninguna dirección, por lo que no  usaremos ninguna flecha para representarla. Como ve-

Figura  12.2.1

Figura  12.2.2
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a1 > 0
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2 a2
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remos más adelante, la terna ordenada 0 = (0, 0, 0) aparece a menudo en el estudio de los vecto-
res y tendremos que comentarla más en la próxima sección.

Las traslaciones se pueden componer. Una traslación (a1, a2, a3) seguida por otra traslación
(b1, b2, b3) da como resultado una traslación (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3). Podemos expresar este he-
cho escribiendo

Podemos representar la primera traslación mediante una flecha que parta de algún punto
P(x, y, z) y llegue hasta

La segunda traslación también puede representarse mediante una flecha que parta de Q(x + a1,
y + a2, z + a3) y llegue hasta

Por consiguiente, podemos representar la traslación resultante mediante una flecha desde
P(x, y, z) hasta

Las tres flechas forman entonces un triángulo fácil de recordar (figura 12.2.4): 

Figura  12.2.3

Figura  12.2.4
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Con una traslación (a1, a2, a3) y un número real α podemos formar una nueva traslación
(αa1, αa2, αa3). Interpretaremos esta nueva traslación como α veces la traslación inicial y es-
cribiremos

El efecto de multiplicar una traslación por un número α es un cambio en el módulo de la tras-
lación en un factor 

conservando el mismo sentido si α > 0, pero invirtiéndolo si α < 0. [Si α = 0, entonces
 La traslación

es dos veces más larga que (a1, a2, a3) y tiene el mismo sentido que ella; la traslación

tiene la misma longitud que (a1, a2, a3) y sentido opuesto; la traslación

es una vez y media más larga que (a1, a2, a3) y tiene sentido opuesto (figura 12.2.5). 

Fuerzas y velocidades

Hemos visto que una traslación (no nula) es una magnitud que posee dirección y módulo. Las
traslaciones aparecen en contextos muy variados. Por ejemplo, cuando se estudia el movi-
miento de un objeto a lo largo de una línea recta, su velocidad en un instante t puede represen-
tarse mediante una flecha dirigida en el sentido del movimiento. La longitud de esa flecha
representará la rapidez con que se mueve el objeto. La fuerza y la aceleración también poseen

Figura  12.2.5

α a1 a2 a3, ,( ) α a1 α a2 α a3, ,( ).=

α :

α a1( )2 α a2( )2 α a3( )2+ + α 2 a1
2 a2

2 a3
2+ +( ) α a1

2 a2
2 a3

2+ + ,= =

0(a1 a2 a3), , 0 0 0, ,( ) 0.]= =

2(a1 a2 a3), , 2a1 2a2 2a3, ,( )=

– a1 a2 a3, ,( )  a1–  a2–  a3–, ,( )=

 3
2
---– a1 a2 a3, ,( )  3

2
---a1–  3

2
---a2–  3

2
---a3–, ,( )=

y

z

x

x

y

(a1, a2, a3) 2(a1, a2, a3) = (2a1, 2a2, 2a3)

–(a1, a2, a3) = (–a1, –a2, –a3) 3

2

3

2

3

2

3

2
(a1, a2, a3) = (–   a1, –   a2, –   a3)–

y

z

x

x

y

y

z

x

x

y
y

z

x

x

y

04 SALAS 12  Page 716  Monday, June 30, 2003  8:32 AM


